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ПРИНЦИП АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ ЧЕРЕЗ 
ДУГУ ЭЛЛИПСА И ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ

§ 1. Аналитическое продолжение через дугу эллипса

Пусть О—область, ограниченная эллипсом Г:

4 +^-1(а>6>0), (1)
а’ о’

* ф(2)—аналитическая функция в области О, непрерывная в 2? и 7 и 
удовлетворяет условию

Re<p(z) = 0 при 2 = х + ч/€”Ь (2)

где у—открытая дуга на эллипсе Г.
Цель данной работы—построить аналитическое продолжение функ­

ции ф(г) через дугу эллипса у и получить разложения функций, ото­
бражающих внутренности эллипса на единичный круг и полуплоскость, 
на простейшие дроби.

Как известно

* = a cos 0, у — a sin 0, 0 < 0 <. 2 " 

является параметрическим уравнением эллипса (1). которое в комплекс­
ном виде записывается следующим образом:

Z = ^o^ + -֊)’ Z = el8' 0<0<2՜’ (3)

Обозначим о = У а*— Ь*. Точки г =■ ± с являются фокусами эл­
липса (1).

Известно, что фучк'и . Жуковского г = н,, 4֊ — конформно

отображает область > ]/ ц (/= : 4-/«) на всю комплексную плос­
кость без отрезка [ - с, с|. В частности, эта функция конформно отоб- 

- х'л о1ражает кольцо I [*<:<! <1 на внутренность эллипса----- <1без
• а’ 6а

отрезка { с, с’. Обпат^ое отображение к отображению / 4- — | 
\ / / 

определяется -формулой



Принцип аналитического продолжения 109

тде У г1— с1 — У г — с • V з + с, а под Уз—с и У г + с понимается 
главная ветвь этих корней.

Обозначим через
■НО = <р(ро (*+֊))• (5)

Так как ф(2) аналитична в области О, то "ф(0 аналитична в кольце 
<С 1- Легко проверить, что

ь( при 1*1 = 1. (6)

Равенство (6) можно записать в виде

при 1*1 = 1^^. (7)

Исходя из (7) определим функцию ф(*) в кольце | *| < ]/р՜ 
по формуле

*(0=ф(—V н<|*|<Уь (8)

Тогда из равенства (7) следует, что функция ф(*) аналитична в 
кольце Н1 < 1.

Обозначим через бо образ дуги у при отображении

у== 2 ~с (г£т, *£%), а через 80 — образ 80 при отображении
а + Ь

Ясно, что 80 и о0 — дуги окружностей |*| = 1 и 

С| = р соответственно.
Из условия (2) и равенства (8) следует, что

Ее <р (*) =0 при * £ % и %. (9)

Пусть и 8* (к = 1, 2- • •) — образы % и 80 при отображении 24 

(^г0. С £8* и *€$<• ?о). Очевидно, что £* — дуга окружности

'С| — У՜**, а 8* —дуга окружности |С| = р-’4+։. Обозначим через (70 
кольцо У р < 1*| < I, а С-* — кольцо R՜**'<|*Кр~*(Ь=1,

Известно [1], что если Ф(0 аналитична в кольце р<|*|<;И и на 
некоторой дуге Го окружности принимает чисто мнимые значе­
ния, то она аналитически продолжается через эту дугу в кольцо 

7?՛'
А’ |Н <С — по формуле 

Р

ф(0«-ф(-). л<м.’< — - (10)
\ / / р
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Нерта над комплексным числом означает переход к комплексно сопря­
женным величинам.

Согласно условию (9) аналитическая в кольце р.<р|<1 функция 
♦(0 аналитически (продолжается через дугу 6о в область б?| по фор­
муле (10) при R = 1, причем продолженная функция ф(0 удовлетво­
ряет условию

Ке ф(/) = 0 при (И)

Из условия (11) в свою очередь следует, что функция Ф(П аналитиче­

ски продолжается через дугу 61 в область 0։ по формуле (10) при՛ 

R = > причем

йеФ(/) = о, (12

Рассуждая аналогично мы получим аналитическое продолжение функции 
ф(0 через б0 в область

£)„ •“ и Ск и и 
к-п >=0 *—I

т. е. ф(^) аналитична вне круга Н1<- 1 Н» кР0Ме счетного числа дуг 
окружностей.

— образ £>0 при отображении г = р0 Н+ ~՜

г £ £>о). Область О0 является вся комплексная плоскость без счетного 
числа эллипсов и отрезка^ — с, с], причем дуга 7 входит в область О0..

Теперь в функции ф(/)< делая замену / —------ —т------ • мы по֊

06 А»

лучим функцию 

?(*)
/ гЧ- У \ 

а + Ь / ’

которая аналитична в области Оо и совпадает с первоначальной анали­
тической функцией ф(£) в области О.

Следовательно получена
Теорема 1. Если ф(£) аналитична внутри эллипса О и на дуге 

эллипса у принимает чисто мнимые значения, то она аналитически 
продолжается через эту дугу на всю комплексную плоскость, за исклю­
чением счетного числа дуг эллипсов.

Следующая теорема аналогична теореме 1.
Теорема 2. Если ф(2) аналитична внутри эллипса, за исключе­

нием конечного 'числа точек |и принимает на 'эллипсе чисто мнимые зна­
чения, также за исключением конечного числа точек, то она аналити­
чески продолжается на всю комплексную плоскость, -за иключением 
счетного числа изолированных точек.

Пусть О —дополнение замкнутой области О-|-у до полней комп­
лексной плоскости. Если область О—круг и аналитическая т. области 
О функция ф(2) принимает на дуге окружности у £ Г чисто мипмые.- 
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значения, то, как известно, это функция аналитически продолжается че­
рез дугу у в область В՜. Из метода доказательства теоремы 1 следует, 
что это утверждение для эллипса справедливо тогда и только тогда, 
когда аналитическая функция постоянна.

Если аналитическая в круге функция ф(г) удовлетворяет условиям 
теоремы 2, то она аналитически продолжается на всю комплексную 
плоскость, за исключением конечного числа точек.

Это говорит о том, что аналитическое продолжение через дугу ок­
ружности и эллипса существенно отличаются друг от друга.

§. Разложения функции, конформно отображающих внутренность 
эллипса на полуплоскость и круг, на простейшие дроби

В работах [1] и [2] получены конформные отображения внутрен­
ности эллипса на плоскость и круг, а также обратные отображений с 
помощью элементарных преобразований через эллиптические интегралы. 
Здесь мы получаем конформные отображения эллипса на полуплоскость 
и круг в явном виде, через простейшие дроби, причем полученные ряды 
сходятся со скоростью убывающей геометрической прогрессии.

Пусть (^«(г) и С=?)(г) конформно отображают внутренность 
х։эллипса------к — "С 1 на полуплоскость Ке/^>0 и круг |С| < 1 соот-
а1 6’

ветствеуно и удовлетворяют условиям
«։(—а) =0, Пт (а — 2)ш(г) = 1, (13)

։-•«

т,(0)«0, (14)

Имеют место следующие две теоремы.
Теорема 3. Функция (л(г) разлагается на простейшие дроби

1-цци г ,
(15)

где

Рэ = -т- ’ Р = ’ 2* - Р0(Р՜* + Р*+)>
2 а + Ь

у(-1)* а
*.о Ь 1 4- а 4-34

Теорема 4. Функция Л (г) разлагается на простейшие дроби 

1 4-р44+2

И..

*
(16)

где

т4-Ио>7(р-’4+1Ч”+1:

~ Л1+р4‘4’ а
"о и’4 а’тЧ
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Доказательство теоремы 3. Пусть ©(2) функция, коя 
՛ у։ <<*

формно отображающая внутренность эллипса а ’ Яа П°՜

луплоскость Ке/2>0 и удовлетворяет условиям (1л). а

6(/) -- ш ц0 4—~• 1 |‘<С1И :՝ ՝•

Ясно, что
Ие ф(/) == 0 при |/| =- 1, / 1. О®)

Из второго условия (13) следует, что
Иш(1—/)}(/) = 6. (19>
/-.1
П1<1

При доказательстве теоремы 1 мы показали, что функция Ф(0 ана­
литически продолжается в область |/|>р, за исключением точек 1 = 
= р—*(А = 0, 1,...), в которых имеет простые полюсы.Обозначим через 
Фк(г) главную часть разложения ряда Лорана функции ф(0 в окрест­
ности точки I — р-* (А = 0, 1,...). Из (19) следует, что

0.(0^(,Ь)- (20>

Используя метод построения аналитического продолжения функции 
ф(0, указанный в доказательстве теоремы 1 и равенство (20), мы по­
лучим, что

ОНО- *“1. 2. --- (2!)
6(1 —р')

Следовательно функция

/ч , /г+У'г’-с’՝) /оох
Ш1 («) “ ? \~------) (22)

аналитична во всей комплексной плоскости, за исключением отрезка 
[—с, с] и точек

2к = р0 (р-* + р*+։), Л = 0,1, • • -, (23)

причем главная часть разложения ряда Лорана функции <щ(г) в. 
окрестности точки Зя определяется формулой

аН.а<ье^.2-,1.(и,.... (24)
6 р* г

При получении формулы (24) мы использовали формулы (20) и (21).
Из равенства (17) и (22) следует, что

®1 («) = “(։) при (25)
Следовательно функция ©(г) аналитически продолжается на всю комп­
лексную плоскость, за исключением точек г* (г* =0, 1г...), в окрестно­
сти которых главная часть разложения ряда Лорана определяется фор­
мулой (24). Это продолжение также будем обозначать' через; ՛:;(-)•..
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Пусть 1к—эллипс, который является образом круга |<| = р~* V и 
(II \
Н—— ] ■ Из построения анали­

тического продолжения функции ш(г) следует, что

тах |ш(х)|^ тах |ш(г)].
Щ ге[-с.с1 (26)

Поэтому функция ы(г) равномерно ограничена на эллипсах /к. Следова­
тельно, согласно теореме Коши о разложении мероморфной функции (см. 
[1]. стр. 426), мы имеем

Ш (.-) - Ш (0) -г % (^ (г) - & (0)). (27)
л-0

Подставляя в (27) 2 = —а и используя условие со(—а) =0, по­
лучим

”(0) = £ (Оа(0)~^(—а)). (28)
*—О

Подставляя из (24) в (27) и (28), мы получим формулу 
разложения (15). Теорема 3 доказана.

Из определения функции <и(г) следует, что Иеш(0)2>0. Поэтому 
из (15) имеем ш(0) — с0^>0.

Пусть теперь функция I =» Л (г) конформно отображает внутрен­
ность эллипса 7) на полуплоскость Ее/>0, £2(а) = со, 2 (0) = /0. 
Тогда

д(г)=яВ£ки>(г) + /1т,о, (29)
Со

где со(г) определяется формулой (15).
Теперь приведем схему доказательства теоремы 4. Известно, что-

конформно отображает полуплоскость Ее/>0 на единичный

круг | С | < 1. Поэтому.

т)(г) = О(х)-1 
2 (я) -4-1’ (30)

где 7 = 2 (г) конформно отображает внутренность эллипса й на полу 
плоскость Ее 7 > 0. $2 ( ■) -= 1, 2 (а) = со.

Так как 2(0) -1 и Ке2(г)_>0 при х£7>, то из метода анали­
тического продолжения функции 2 (г), указанного при доказательстве 
теоремы 1, непосредственно следует, что

2 (г) — — 1 при г = ± г к = 0, 1, • • •, (31)

2'(±*’*) = с
^2 44-1

1 4- р4 4+2
(32>-

где с—некоторая постоянная, не зависящая от к, с 0, 
Используя формулы (30), (31) и (32), мы получим главную часть - 

разложения ряда Лорана функции Т](г) в горестности точек 2=± Г** 
2 225 акЧ՛-! . ■'<՝.

•х %
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(А — 0, 1,...). Дальше доказательство теоремы 4 не отличается от до- 
. казательства теоремы 3.

Аналогично можно получить разложение на простейшие дроби 
функции т](2), когда условия (14) заменены условиями у|(0) “2о>7<(о)’= 
=> г։, где х։ £Г.

Теорема 5. Если функция ф(2) аналитична внутри эллипса О. 
|ф(г)| = 1 при 2 է 7 и имеет конечное число нулей внутри Ծ, то она 
аналитически продолжается на всю комплексную плоскость, за исклю­
чением •счетного числа дуг эллипсов и счетного числа изолированных 

. особых точек.
Доказательство. Пусть 21,2п—нули функции <р(и) в об- 

.ласти О, а —их кратности. Пусть, далее, 5 01 у (շ) конформно
отображает область О на единичный круг и ~ Применяя тео­
рему 1 для функции 1п [<р (г) աք*1 (х) • • -‘«л *п(2)] и имея в виду теоре­
му 4, мы получим теорему 5.

Замечание. Если в теореме 5 |<р(2) | = 1 при 2 € Г, то ф(2) ана- 
. литиечски продолжается на всю комплексную плоскость, за исключе- 
. нием счетного числа изолированных особых точек; если же <р(2) = 1 при 
2 € 7 и <р(2) #= 0 при 2^0, то она аналитически продолжается на всю 
комплексную плоскость, за исключением счетного числа дуг эллипсов.

В заключение поставим следующую задачу:
Задача А. Найти область аналитиечского продолжения конформ­

ного отображения круга на внутренность эллипса и внутренность эл­
липса О на внутренность эллипса Օւ и построить эти отображения.
Инженерный
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Ն. Ե. ԹՈՎՄԱՍՅԱՆ. Անալիտիկ շարունակության սկղթունքը էլիպսի աղեղով և նրա կիրա­
ռությունները (ամփոփում)

Հողվածում կառուցված է անալիտիկ ֆունկցիաների անալիտիկ շարունակությունը էլիպսի 
. աղեղով և ստացված է էլիպսով սահմանափակված տիրույթների կոնֆորմ արտապատկերումը 
շրջանի և կիսահարթության վրա պարզագույն կոտորակների միջոցով:

N. E. TOVMASIAN. Prlnatpe of the analytical continuation of frought ellipte 
arc its applications (summary)

In this parer analytical coatination of analytical functions beyond an ellipse 
•arc IS built and the conform maffing of (he inferior of the ellipse on a disc and • 
iialfplane by mean* of simplest fractions is obtained.
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