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ОЦЕНКА В_С-НОРМЕ МИНИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 
д-У РАВНЕЙ ИЯ В ПОЛИ ДИСКЕ

В работе Шарпантье [1] получено интегральное представление 
функций и (2), гладких на замыкании полидиска (для упрощения за­
писи рассматривается случай бидиска О‘= |г= (е։ г։|: 12,1 <^1, |х։|<^1}). 
Это представление имеет вид

а(г) = Р.(и)(г) 4- Тл(ди)Ы, (1

де а = (лм “։)> <Կ> — Ն а։> — 1,

Р.(и)(х) = (а,+12 СЫ(С|։
(2*0’ յ ՝

Л։;(1֊|С>РГ- 
(1-С,х։)^2

X

х <;' г,)^՜ лллл, + [?“Л
I» — 2Г 4 тс’ յ

л £1-Կ1’)“+1
\1-с։я։Г*+1О։-с։) (1 —^г,ч+’|С —х|։

(1 - КэР),,+1

, (1-_|ԿԹ“1Կ-տ,1
(1 — С։г։)’’+а^ — г|*

Оператор Ра является оператором ортогонального проектирования в 
гильбертовом пространстве £’ (Л։) на подпространство функций, го­
ломорфных в бидиске. Здесь г/а։— мера в И3, задаваемая равенством
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= (1 - к,|яГ1 (1 ֊ к։|։>** Л (г„ г։),

где <А(х։, *») — мера Лебега.
Интегральное представление (1) в круге впервые было получено 

в работах [2] и [3] М. М. Джрбашяна для голоморфных функций клас­
са Нр (в) (<։_> — 1, р>1), введенных в этих работах.

Формула (1) дает ортогональное разложение функции и п Ц1
Это позволяет выписать решение и. уравнения

№=/. (2)՛
имеющее минимальную [взвешенную './.’-норму, а именно, и, =
Среди всех решений уравнения (2) и, является в некотором смысле 
»каноническим*, и для приложений нужны оценки этого решения в 
различных нормах- В [1] даны оценки и.| в //-норме, т. е.

5ИаЙлр(о։) 7 (ЛАВд-Д (/>’) (О’)), (3)

где р£[1, + °°] «։^-0, “»^-0, константа 7 зависит лишь от а и р. 
Несколько ранее в работе Ландуччи [4] была получена оценка (3) при 
а = (0, 0), р—со, а в [5] тем же автором дана оценка производных
решения ио- Настоящая работа посвящена оценке иа в норме прост­
ранства Ст (о2).

Ниже используются следующее обозначения:
С՞1 (/)2)— пространство т раз непрерывно дифференцируемых на 

/Р функций Л, ЦЛЦт — норма в Ст (И2); _
С(о, 1) (-О2)—пространство форм / = /։ типа (0, 1), коэф­

фициенты которых принадлежат Ст (О2), 4- Ц/2]т;
С"*’ (О2) — пространство тех функций из Ст (Г)2), у которых все 

производные порядка т удовлетворяют на О2 условию Гельдера с по­
казателем =, 0<о<1;

ди 
дг!

ди - . дц — 
8*г + 3=-- 82г ■ иг2

Всюду в дальнейшем предполагается условие а։[> 0, а2^> 0.
Лемма 1. Пусть и £ Ст (И2), г + з < т, г > 1, з > 0. Тогда 

имеет место следующее тождество’

\ X
_дг+*и \

(*)-

- (Г-1) Р. («֊’ Й " , ) Ю +„ /-Я («-1Й (4 (4)
\ С/м \ о>в 0^2'

Аналогичное тождество имеет место и относительно переменной 
при условии г>0, 3>1.

Смысл соотношения (4) заключается в том, что проекция Ра про­
изводной от и выражается через проекции производных порядка на 

ди 
единицу меньше от функции и и • Сомножители типа С? появ- 

<^1 
ляются здесь по чисто техническим причинам.
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Доказательство. Обозначив

г г л-^(*1+1)(«* + !) (1-1мР)* а-пги» 
(2^)’ (1--'։х,)’*+։ (1-^։)”+2’

имеем
-£֊ с;« С. (С, г))=« С. (С, г) - а, с(с։ с; ,
Л, 1— |С։Г

4֊ Л СГ։ <3 С* (С, г)) - СГ1 б са (С, х) - 7, 4֊

+ (а1+2)СГ1С1^։^^-»
1— 4*1

/-С«(С, г)=(а1 + 2)С1^^-.
Ох\ 1 — ц Х1

Из этих равенств следует

(С.(С, г)) = А (7сг1« С. (С, г))+
Л| <7 С1

+ (г -1)СГ։С5 с. с, х) - СГЧ^Х, ~ с.& г). (5)
<7*1

Далее

я (г) = У*?1С) С“^' г) ^А^ЛЛаЛ <<=

= I ( °Г /7^ С[ с? с, (С, х)) </Г։л<л։ Де/Г,лл7֊
л<*1\ <?С1 /

- Г д' 7_?.? 4- С‘(С, г)) ^Л</С։Л^ЛЛ։. (б>
д, <К1 д(,2 с’’՝*!

По формуле Стокса первое слагаемое в правой части (6) равно

I d'< ( °Г cî с^> ֊*) d ՝* Л л։ л ^2 ) =

= ( ïdjfiJ с.(С, г) rfZ,Arfc7=o, 
l/^-n <
11 Cil <։ I

так как С« (С, z) = 0 при |С։'=1. С учетом этого, а также равенства: 
(5), из (6) имеем

/։’ 61'Cî ) <г) = - (* -֊<с՜ "-1 с? с‘ г» ^‘АЛ1Л
\ <К։Л։ / J dCi

ЛЛ,Л։Л։-(г-1) ------- Са(ч, z)rfC1A^1AdCïAd4 4֊
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+ — Г сг1« с. (с, г) л։лл։лл, л
а*. £ лг’л»

= - Г4/-у~‘7—«))^л^л^лл։+ £<к,\ ЛГ-*Л5 7
+ Г 7 й-1 С5С.(С, г) ^ЛЛ.Л^ЛЛ,-

-(г֊1)Л (^'«-=Х£)<'>+*>4р- (й 'й (1)- (7) 
՝ \ (?С1 Лз / 0Ц X 041 01.2 /

Равенство нулю первого слагаемого в правой части (7) доказывается 
с помощью формулы Стокса как выше. Таким образом, из (7) следует 
утверждение леммы.

Лемма 2. Пусть и (: Ст+” (О*), 0<о<1. Тогда 

т.(ди)£Ск*° Со').

Доказательство. Согласно (1) имеем

7\(ди)(г) = а (я)-А (а) (а).

Тот факт, что А(ь)£ Ст+|’(£>՝) при т = 0, доказывается элементарно 
<с привлечением леммы Харди—Литтльвуда. При т^>0 следует ис­
пользовать соотношение

л / ди \ /—■ ди \а, /֊ А (и) (а) ֊= А К ֊֊ ) (а) ֊ А ( С ) (а),
0-^1 \ / \ и-»1 /

(а также аналогичное по Иа), которое является частным случаем (4) и 
■следует из него при г = 1, 5=0.

Следствие. Если и £ Ст+։ (£)’), то Т„(ди)^ Ст (Ог).
Всюду ниже через уь Та,... обозначены константы, зависящие 

только от г, 5 и а.
Лемма 3. Пусть

иеС'л(О2),ди^С^(О-); .
б) Р.(и)(а)^26£>’.

Тогда для г-{-5 т имеет место оценка

дг^и 

дгЧ дг^
(8)

Доказательство. Пусть, для определенности, г 1. Применяя 
рекуррентную формулу -(4) последовательно г раз, получим

и
д^дСГкд^
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Если 5 = 0, то второе слагаемое в правой части этого равенства равно 
нулю в силу условия б). Если же 5 ^-1, то, применяя аналог (4) по пе­
ременной последовательно 5 раз и учитывая б), из последнего ра­
венства получим

р՝ (.■£аг)(։)=£ 5'л ('■ ՝՜“й «+
\ Ом «%։ / *=1 р-о ом \ <74,0.1 дС։/

* *-* ' дР+ч . х д*~к +1 п \
+ ЕЕ £ 4 4 А( Ъ °к ) (’)■ (9>

4=1 $Го р—0 0^1 0X1 \ О С3 Л /

Здесь коэффициенты акр, ср и ЬкВЧ зависят от г и $. Используя (1) и 
(9), получим

Г * 1 дР ~ г-к з 
3։ 2] Г2

д'՜ +։֊*+' ц (х) 
дгх дг\~к дх\= 2*—1 р-0 <721

г—к г-1 22
дд+1-*ц(г) 
дг,д22՜* ££Н)1дС։ д,2 / / |
- Г.(д(С5« дг+‘и \\

<х;дС$ ))' (10)

֊ Г։(д/с։ СГ*

Отметим при этом, что .для справедливости формулы (I) достаточно, 
чтобы функция и и коэффициенты формы ди (понимаемые в обобщен­
ном смысле), были бы непрерывны на ■ Доказывается это утвержде­
ние стандартным способом регуляризации, как это сделано, к примеру, 
в [6] в отношении формулы Коши—Грина. Из (10) имеем

о д'^-^и
21 2 г̂2

дг^-к+,и чу, 
дс, дСГ‘дТ5// о

др*ч 
дг^дгЧ.

дг+1 - к и 
дС, дС'~*

(11}

В полученном неравенстве справа участвуют производные Г« (д (•• •)) 
порядка не выше, чем <’-|-5—1. Это позволяет проводить индуктивные 
рассуждения относительно порядка производной. Докажем неравенство*

| , 3 дг+3 иII2^ 2.^---------------------I 12 дг\дг^ ъ ИМ-1Г (12}
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Из (10) при г=1, 5=0 имеем

,։1 т-(^ ш+։г- «■՛ ж (։з)
Заметим теперь, что из (3) при р=оо и для непрерывной на О2

■формы / .следует оценка
! г,/к< 7 Ио. (14)

согласно которой имеем

(15)

(16)

Из (13), (15) и (16) следует 
ди 1 . ,«։ — <7։Р«31- 
</г1 Оо 

ди
Аналогичное неравенство верно и для 2г —----Итак, для производных

первого порядка оценка (12) справедлива. Предположим, что (12) имеет 
место для всех производных порядка меньше, чем г-|-5. Применяя это

индуктивное предположение к функциям /, <?( ц ,2 ~----- а— ) )
\ \ д\,д\\ ‘‘(Х։//

<?С,ЛГ*
щее условие гладкости а) обеспечивается в силу следствия леммы 2, 
л условие б) следует из того, что Л> о Та ֊ 0), будем иметь

(при этом учитываем, что соответствую-

др

<?ткг*<й//|о

И / Г—к 5< То И *121 *։
^г+1-*+^ц \1

д 21дг\ к дг2 /Пр < 7» 11<Н+'+։֊*+,< Т8р«1г+,.

так как р 4- г 4֊ 1 — А + 5 < г +
дР+о

'г? ^дг՝1
<?*+։-* и

так как р4-<74-з+1 — А < г + а. Из (14) следует

710 ИМ-.-р

(17)

(18)

(19)

Подставляя (17)—(19) в (11), получаем оценку (12). Отметим, что 
сомножитель в левой части этой оценки не связан с существом 
дела и возник он из тождества (4) леммы I. Освободимся от этого 
сомножителя. Применяя при фиксированном г, формулу Коши—Грина 

дг՝3г3и1г\
к функции -■ г > получим 

д дг*
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ct'+iu(z) _ 1 Г <У+*а(Сц z8) ,
dz\ dzi 2т. i J ö<2 Cj—z,

i:.-։

Оценка

1 f 7”Hu(:„z,)

2"zr,<i c,’։ ’i~ *■
= 7.U) 4-

И7,во <
д'r* +1 и 

dzt dz't Czi <1и1Чи 
о

(20>

(21)

известна еще со времен Данжуа. Далее

1 Г՛ <?'֊T,u(C։> z։) dZx
2 «։՛ j

_1 Г d'^֊1u(Zl,z։) d <X, 
2r/J Äf*«։ dZ, C.-z,

IC.!-։

1 Г d, z,) 1 \
2<J Äj-IÄ2 Zt-zJ

Kil-I

1 г t (C„z3) rfc7
2k/J <x; <k;-։ c։-z,

Kib-I

1 f ^^-^(Cpz,) ft, _ 1 r d'-Ha&.z») rfC, , ( 2
2r.,j . ftr’fti (с,-*,)’ 2«f.l c,-z, 1

1У-։ !:.։=։

Оценку /։ (z) будем проводить отдельно для|х||<^— и для |z։| >— 
2 2

Из (22) имеем

шах |/, (z)l < 713 + 7u —=г_—— <
|г,| < 2. pz2\p II Оz,<?zi ozi [о

113
д'**֊1 и 
dzi՜1 dzi

^+lu|ö«|rw_r (2Д

Из (20), (21) и (23) следует

шах д'+'и(г) 
dz\ dzS2

<1,.(|֊ЙЙ1+|0-4,„՝). (24)
\ |vzj ÖZ2 jo /

Неравенство (24) позволяет доказать утверждение (8) леммы индук­
цией по При г=5=0 (8) следует из (12). Предположим, что (8) 
справедливо для ввех производных порядка Г-Н—1. Далее различаем 
2 случая:

1) Если з = 0, то 
| д'и(г) ^^,11 гдги|] ։-5 ц 

тах, я ' " <21 |г,|>2.1 II ^1Во

согласно (12). Вместе с (24) и индуктивным предположением отсюда 
получаем (8).

2) Если ®>0, то имеем оценку

шах d'+‘u(z) 
dzi dzi

д'+՛-՝ и 
dzi dzi՜1 (25)
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аналогичную (24).Далее
max ւ«շչ«կ)ւ I <(26

pfti > ЦI <ь[ I Ч dzidzi to

согласно (12). Из (24)—(26) и индуктивного предположения следует 
(8). Лемма доказана.

Теорема. Пусть f—d-замкнутая форма типа (0, 1),/€ С (о. 1յ(£ ), 
ла — решение у равнения (2), имеющее минимальну ю норму в 
Լ' (do.,), m. е. Uu= и а։ ?-՝ О, «։ > 0. Тогда

1) и։( Ст (£>’);
2) juiiim -с 7i/Թ J

Доказател ьство. Положим /„(z) —f^i ~n^)Z

ժ-замкнуты в некоторой окрестности 1J (каждая в своей). Пусть 13„ — 
какое-либо решение уравнения ժօ=/0 в упомянутой окрестности. В 
силу эллиптичности оператора Ժ vn принадлежит С714 (D ) для любо­
го տ, 0<Հօ<Հ1. Возьмем функцию uM= уя — Рл (vn)- Очевидно

Л(на,) = 0. (27)

Так как функция Рл (оя) голоморфна в £)’, то

Ժս«Ո =քո- (28)

По формуле (1) с учетом (27) им = Г« (ժօ„) я, как следует из лем­
мы 2, ա,ոՀլ Ст+° (D2). '(Для наших целей достаточно того, чтобы 
««СС"(^)). Из леммы 3 следует, что

{Uazij/n -С 719 ! /4<П> (2$)

(Han Нал|т 7։0 9/* ք-Հրու (՝յ^)

Поскольку правая часть (30) стремится к нулю при Л, п—*со, то по­
следовательность ս։ո имеет предел и,(С" (D'). Переходя к пределу 
в равенствах (27) и (28), будем иметь А(«,)=։0 и du,=f (при т = 0 
это равенство понимается в обобщенном смысле). Это означает, чго 
и* является минимальным решением (2) в ճ?(ժտ„), т. е. и„ = ил- Пре­
дельный переход в (29) дает оценку 2). Теорема доказана.
Ереванский государственный университет Поступила 17.1.1990

Ա. Ի. 4ԾՏՐՈՍՅՍ.Ն. Րազմաչրչանում 0-£ավասար Jir.fi մինիմալ լուծումների С՞* ֊^Лги’Л4 
դնանաաումը (ամփոփում)

Աշխատանքում հետազոտվում է րադմ աշրջսՀոլմ Խ=ք հավասարման այն U, յուէումր, 
лее. (1 — |=1I’) ,•••, (1—է)շոսվ Հ: տարաէության մեյ ունի մինփմայ նորմ։ Պար­
զության համար ղիտարկվոլմ է հրկշրչանի ւքս՚^է, Ապացուցվում է, որ նթե / C J * յ, ( 7՜), 

ԱԾ (լ C (յԵ ), և տեզփ ունի £ծ.0, . Հ՚է.^ անհավասարությունը, որտեղ y-ն միայն
և Тй-^ց կախված հասմէւաէՕէոե է:
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А. 1. PETROSIAN. The estimate tn Cm-norm of the minimal solution* 
of д-equation in polydisk (summary)

The article is devoted to the investigation of the solution u։ of equation 

r)u f in polydisk. which has the minimal norm in the space Z? with Ilf 
weight (I Isil1)*1։՛ • (1 -|։я|2)’՞- simplicity the case of bidisk D2 is considered.
It is proved that if f Q CJJJ ։) (O’), then ua 6 Cm (D1) and we have the estimate ||na0m< 

where 7 is a constant, which depends only on a and m.
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