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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. А. АНДРЯН

К ТЕОРИИ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ 
СОСТАВНОГО ТИПА С МЛАДШИМИ ЧЛЕНАМИ

Рассмотрим систему первого порядка вида

^- = А^ + Ви, 
Оу Сх (1)

где А и В—действительные постоянные матрицы порядка п, и= (ц1։
ип)—искомая вектор-функция. Предположим, что собственные значения 

л„ матрицы А различны и Л/ = /, т (1т к; < 0, к2т+1,

Характеристическое уравнение, соответствующее системе (1), 
имеет вид

det(k/- Др-В) =0, (2)

где р = ст-рт—комплексный параметр, а I—единичная матрица. Для 
корня Лу(р) уравнения (2) имеем представление [1]

>7 (Р) = Р (Ь + S САР՜’) . И » 1. (3)
\ tail /

Из (3) вытекает, что существуют полуплоскости Rep<a и Rep>6, 
вне которых корни Ai(p),..., Лп(р) различны и следовательно аналитичны.

В работе при помощи двустороннего преобразования Фурье-Лапласа 
{2] в полуплоскости я+ =։ {(х, д) |х £ R, и полосе D = {х։у)|х£
£/?, 0 у <Z 1) для системы (1) изучаются различные граничные за

дачи.

§ 1. Граничная задача в полуплоскости

Пусть а, Р, а£/?. Введем классы функций

^,з(г. + ) = { ц(х, у)
у>о 

»6 1«. Ւ1

н?.* (/?) = {«(*) m .
sup У I exp (— ax) Dx uj, < co >

A",(2) = F{p, y)| sup exp (— ap)J(l -֊ |p|)m F(p, y)\t<_ °° ' 
у > о

»6 [«. Я
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где F(p, у) аналитична в полосе Д : к Rep р, р — а 4- если же 
F(p, у) не зависит от у, то соответствующее пространство обозна
чим через Ат (й).

Через lj(p) обозначим собственный вектор матрицы Ар-\-В, соответ
ствующий собственному значению hj(p). Из (3) вытекает, что аналити
ческая вектор-функция lj(P) представляется в виде

Ь(р) р (ч + • IpI > 1.

где aj—собственный вектор матрицы А, соответствующий собственному՜

значению Ху. Пусть и £ НИ'э — решение системы (1), а и (р, у) = 
=< и (х, у), ехр (— рх)>—его образ Лапласа [2]. Из (1) имеем следую
щее представление:

« (Р> В) = Д #/р) (exp (Ху (р)у) lj (р), а < Rep < р, (1Д)

где gj(p)—произвольные аналитические функции.
Имеет место
Лемма 1. В представлении (1.1) функции g։(p), ...,g2m(p) равны 

тождественно нулю.
Доказательство. В силу равенства Парсеваля преобразование 

Лапласа устанавливает изоморфизм между пространствами и 
Л«. Отсюда и из линейной независимости лекторов Ц(р),---, I, (р)< 
вытекает, что (р)е хр (Ху (р)у)£Атч, поэтому

I (1 + |pl)" +1gj (р) ехр (Х; (р) < cte exp (ay) У/у > 0.

Согласно лемме Фату, устремляя у->(И, получим J(1 4֊ \p/n+lg, (p)l^< 
■C cte, т. e. gj(p)£ Am+r Из представления (3) вытекает существова
ние чисел 7 > 0 и 8 0 таких, что для j < m

J (1 + W)’(m+I,|^(p)l։ dr < Cte exp (-8-p),

что приводит, ввиду аналитичности gj(p), к gy(p) = 0, m-.
Точно также устанавливается, что g„.+1 (р), • - •, gin (р) = 0. Лемма 
доказана.

Пусть a(zR такое, что ЛеХу(р)<а, y>2m+l, a /V=|։։m+lr 
>•••. «4

Граничная задача А. Требуется найти решение си
стемы (1), удовлетворяющее граничному условию

Ми(х, 0)=/(х) в /£>(/?), (1.2>

где М — постоянная матрица размерности (п. — 2 m, п), а / = (Д, • • •, 
/я-։ т) € и (Я). Справедлива следущая



К теории граничных задач 89

Теорема 1. Существуют числа я и ° (я<^£) такие, что для 
.корректности задачи А необходимо и достаточно, чтобы det MN=£0. 
имеет место оценка

(13)

Доказательство. Подставим и (р, у) и3 (1.1) в (1.2). Так как 
|exp(>./(p)jy)Kcte, у£[0, 1], то в силу теоремы Лебега о предель
ном переходе под знаком интеграла и равенства Парсеваля, получим

M(p)g(p) = ?(p), «< Rep< Р, (1.4)

где / (р) = < f (х), exp (- рх), g (р) = (g2 m+J (р), • • •, gn (р)), М (р) = 
= р-МЛ/ 4- D + о (1), |р| '»I, D— вполне определенная постоянная 
матрица. Пусть det MN^Q. Тогда det М(р) = с-рп~2т о(рп~1т), 
где c = det MN. Выбирая я и Р мы добьемся того, что det Л/(р)^=0, 
р£2. Отсюда для элементов М1\р) обратной матрицы (р) имеем 

оценку \Mit (р| < cte |р|. Из (1.4) имеем g(p)= Л/-1(р)/(р)^ Д, (2).

Очевидно соответствующее решение и£До(2) и справедлива оценка 
.(1.3).

Пусть теперь detAf?V=O. Тогда, приводя матрицу MN к тра
пецеидальному виду нетрудно заметить, что либо система (1.4) не 
имеет решения, либо некоторые из компонент g(p) принадлежат 
А (2)/ но не принадлежат Л, (2). А это приводит к тому, что 

«Т (2).
Замечание. Из вышеизложенного вытекает, что для корректно- 

■ сти задачи Коши в классах необходимо, чтобы собственные зна
чения матрицы А были вещественны. Обратное не всегда верно. Дей- 

/ д д \2
-ствительно, легко проверить, что для оператора £-1=1------------ ) —

\ду дх/
„ тг г (д д\2— к корректна задача Коши, а для оператора L։= (------------ I —

\ду дх/
д

— — — задача Дирихле. 
дх

§ 2. Смешанная граничная задача

Введем классы функций

Н*₽ (Л±) = 1/1 / € НГ ₽ (R). зирр7<= ) •

Пусть Ми М2— матрицы размерности (п — 2 т, п) такие, что 
■де1М^^0, detЛf,^=/=O.

Граничная задача В. Требуется найти решение и(х, у) си
стемы (1), принадлежащее классу Н°՝$ и удовлетворяющее граничным 
условиям •
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Mtu(x, 0) = Ar (x) в /4°, ? (/?+),
(2.1)

M3u(x, 0) ■= А- (х) в //«, р(Л_),

где h±€HH.?(R±) — заданные вектор-функции.
Перепишем (2.1) в следующем виде:

Мги = Л+ + Мги = Л_ + /+, (2.2)

где /± (Я±) — неизвестные вектор-функции. Переходя в (2.2) к

образам Лапласа и подставляя и (р, д) из (J.1) (?1 =■■■=«,„= 0), 
получим

Мх(р) g (р) = Л+ (р) + 7- (р)> (р) g (р) = А- (р) Н֊ /+ (р), (2.3)՛

где Mt (р) = рМ^ N + Dx + о(1), Mi(p) — pMtN -г Dt 4- о(1), g(p)~ 
= 8д(р))-

Выберем а и ₽ так, чтобы det Mt (р) / 0, det Mt (р) =/= 0 у р £ 2.
Исключая g(p) из (2.3), получим следующую задачу сопряжения:

7- (р) = К(р)7+ (р) + F (р), Р С 2, (2.4)

где К (р) =МХ (p) Mi'(p), F(p) = Mt (р) М՜^ (р) Л_(р) —А+(р)£
€ Н° ₽(/?), |tf(p)l<cte.

Пусть А (р) — некоторая невырожденная в Полосе a<^Rep<^^ 
матрица с элементами Aij(p), непрерывными в ней, включая точку р=оо.

Определение. Правой канонической факторизацией матрицы XI (р) 
называется представление её в виде

A(p) = A-(p)D(p)A+(p) (2.5)

с диагональной матрицей £>(р)= j [(p — p0)/(p — P1)J Л , Re р0 > р, 

Repine, где х, ?՝> ха^>--• х„— целые числа, а А+(р)—квадратные 
матрицы порядка п, допускающее аналитические продолжения, соот
ветственно, в области Re р а и Re р<^ р, причем det А+(р) =/=0(Re р^>а), 
det А-(р) =/=0 (Re р Р), sup |Д+(р)|cte. Имеет место

Лемма 2. Матрица К.(р) в (2.4) допускает правую каноническую 
факторизацию.

р —plДоказательство. Дробно-линейное преобразование t = -------
P-Pt

отображает полуплоскость Rep^>a в круг С։^0- При этом полупло՜ 
-скость Re р > Р отображается в круг С։, касающийся окружности 60 
и содержащий точку 0. Очевидно функции det Мх (р) и det Mt (р) в 
области Rep > а имеют конечное число нулей, которые обозначим’ 
соответственно, через рп,—, р։ *, и рц,"", Pj*,. .Тем самым функ
ция det/T(p) имеет в точках рц,-՛-, pt*. полюсы, а в точках

Ра*,—нули. Их кратности обозначим, соответственно, через 
mki и г։,՛ • •, г>։. Образы точек р։։,-• •, р2։ обозначим через 

,։>•••, Рассмотрим матрицу Л^(^) = (^ — Л,) й • • • (<—h *,У‘։^(а (0)<
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‘Р'—Рогде »(/)= ’ <7ъ •, такие, что в точках <п, —, £։ ։ элемен-

ты Л/(7) аналитичны. Таким образом, функция (1е1/У(7) в области Сх 
аналитична и имеет нули 6 *,> 7։*, с кратностями
пд։— /п։,---, пдк՝ — тк, г>։- Согласно работе [3] матрица Л^) 
допускает факторизацию вида

(2.6)
где М* (I) аналитичны и ограничены, соответственно, внутри и вне круга

{О 1Я
1 (

I о?*!։ — диагональная матрица, при этом
Л *| *•
Е »? ՝= Е 4- у г.. Заметим, что из процедуры построения
7-1 7 )- I '

факторизации (2.6) вытекает, что матрица А/-(О и действительности 
аналитична вне круга С2. Таким образом, для матрицы К(а^)) будем 
иметь

2С(«(0) = а:֊(0<о1(0К1.(0,
•где

к (։)-(—V1 ■■■(——У"(0. *+ (0 = л+ (0. (0 =

= Н ' 8/*1՞. «У = *7~ £ <?/• £ »/ = £ Г1~ ЕтГ 
/—1 /—1 у—I

Возвращаясь к переменной р, мы получим утверждение леммы.
Пользуясь леммой нетрудно доказать, что
Теорема 2. Задача, сопряжения (2.4) является нетеровой, её ин

декс равен

* = £ */ = ^-[аггае1/С(р)]кер = ։. 
/-1 2«

Далее, подставляя решение /+ (р) или /_ (р) зад։чи сопряжения
(2.4) в (2.3), мы найдем вектор-функцию £ (р) ֊= (,?2 т+1, ՛ ՛'. £Л ), а за 
тем и и(х, у).

Тем самым получена .
Теорема 3. Граничная задача В является нетеровой.

§ 3. Граничная задача в полосе

Введем классы функций

К? >(£>) = м (х, р)| аир
₽]

О < у < 1

2 ։ехр(-сх)Д^и։£><оо 

у-0

Пусть /Л — номера строк, реализующих базисный минор
матрицы |2։,---, аст|, а /яч!,-”. /л—матрицы |։т+ !,•••, ая|.

Граничная задача С. Требуется найти решение и^/7«,₽(Р) 
«системы (1), удовлетворяющее граничным условиям
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U4 (*. °) = / A (*)• k = m + 1։' ։ '• n' 

uJk(x, 1) = /։(х), к — 1,- m, 

где Jjk € H*, j (/?), к = !,•••, n.
Поступая так же как и в § 1 относительно неизвестных функций 

g\ (₽)•• ‘ gn (₽)> получим систему

£ gj (р) в" (р) =f Jk (Р)> Е gj (Р) б* (Р) е*Р (>֊/ (р)) = (р),
j-1 J-1

{к = т + 1, • • •» л) (к = !,•••, т)
матрицу которой обозначим через L(p).

Используя теорему Лапласа об определителях нетрудно показать,, 
что существуют числа а и 0 такие, что функция detL(p) в полосе- 
а < Rep О не обращается в нуль, а элементы L1՛ (р) матрицы L՜1 (р), 
обратной к L (р), удовлетворяют оценкам

\LlJ (p)l < cte/lpl, \Lli(рЯ < ֊ (1 + lexp Ху(р)|>- «.
Ipl

(/ = 2m +I,- -, л) 2т)
Теперь нетрудно доказать, что справедлива
Теорема 4. Существуют числа а и 0 такие, цто граничная задача: 

С имеет решение и притом единственное, при этом

Ц < cte B/I
Wa0.?(D)
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