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О СХОДИМОСТИ В МЕТРИКЕ L* И ПОЧТИ ВСЮДУ 
РЯДОВ ФУРЬЕ И О КОЭФФИЦИЕНТАХ ФУРЬЕ 

СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

§ 1. Введение

Широко известна следующая
Теорема А. (Н. Н. Лузин [1]). Для любой почти всюду конеч­

ной на [0, 1] измеримой функции f(x) и для каждого е>0 существуют 
измеримое множество Е с мерой |Е| > 1—е и непрерывная на [0, 1]՜ 
функция, Я(х)> совпадающая с f(x) на Е.

Эта идея Лузина об исправлении функций с целью улучшения ее 
свойств получила в дальнейшем большое развитие. Здесь фундаменталь­
ные результаты были получены Д. Е. Меньшовым (см. [2], [3]).

Теорема В (Д. Е. Меньшов). Пусть f(x)—измеримая функция,, 
конечная почти всюду на [0, 2п]. Каково бы ни было е>0 можно оп­
ределить непрерывную функцию g(x), совпадающую с f(x) на некото­
ром множестве Е, |Е| > 2п—е и такую, что ее ряд Фурье сходится։ 
равномерно на [0, 2л].

Теорема С (Д. Е. Меньшов). Пусть Р —любое совершенное 
нигде не плотное множество на [0, 2 к]. Тогда для любой /(х) £ £[0,2 к 
можно найти такую функцию #(х)££[0, 2it], что g(x)=/(x) на Р и 
ее ряд Фурье сходится почти всюду.

В связи с этим в 1964 г. П. Л. Ульянов [4] поставил вопрос: 
нельзя ли исправленную функцию g(x) выбрать так, чтобы последова­
тельность коэффициентов Фурье по тригонометрической системе

|a#(g)> bk(g)}£lp при некотором р^>0?

Он высказал предположение, что случай р — 1 невозможен. Решение 
гипотезы П. Л. Ульянова было получено И. Кацнельсоном [5] в 1976 г., 
а в 1977 г. А. М. Олевский [6] установил, что существует функция 
go(x) £ С[0, 2к] такая, что для любой функции f (х) £ L [0, 2 я] с мерой 
|х£[0, 2к], /(г) — ^о(х)) |>0 последовательность коэффициентов

{«*(/), 6*(/| £ 1Р при всех (0,2).
В настоящей работе доказывается

Теорема 1. Для любого е>0 существует измеримое множество- 
££[0, 2 х], с |£’|^>2it —е такое, что для любой функции 
/(z(££[0, 2к] можно найти функцию £(х)££[0, 2«], g(x) = /(х) на 
Е и такую, что последовательность коэффициентов Фурье функ­
ции g(x)

{с*(#)}€ 1р для всех р>2.
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Спрашивается, можно ли в теореме 1 обеспечить также сходимость 
почти всюду или сходимость в метрике IA Оказывается, что поставлен­
ный вопрос имеет положительный ответ. Более того, справедлива

Теорема 2. Для каждого е>0 существует измеримое множество
Ес [0, с |£| >2к — ® такое, что для любой, функции f(x)^ 

[0, 2«) можнр найти функцию £(х)££[0, 2к], g(x)—/(х) на Е,

2х
[I# (*)—/(x)i </*<• 

о
и такую, что ее ряд Фурье сходится в метрике D и почти 
всюду на [0,2 к] и последовательность коэффициентов Фурье

1с*й)1Г=-- € 1Р Аля всех р>2.

Отметим, что этой теоремой дается положительный ответ на сле­
дующий вопрос 3. Чисельского: можно ли для любого в > 0 исправлен­
ную функцию g(x) выбрать так, чтобы

h
J ltf(x) — /(x|rfx<»? 

о

Введем некоторые обозначения. Характеристическую функцию множества 
£ будем обозначать через Разобьем сегмент [0, 2п] на 2’ рав­
ных частей и обозночим эти отрезки через

Д("’, 0<т<2’.

[n-ую частичную сумму ряда Фурье функции / (х) будем обозначать 
через 5„(х, /):

§ 2. Доказательства основных лемм

Лемма 1. Для любых чисел 7 =И= 0; 0<е, <1; 0<80<^1; Мо и 

для любого интервала [а, 6]= Д с[0,2 «] вида Д, существуют функция 
й(х), измеримы множества С, £с[0, 2 к] и полином Р(х) вида

/>(*) = £ а* е'*', 
М ,< |*|< М

удовлетворяющие условиям
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

Ъ х£ЕпД „
= . |Е|>2к —в0>

О, х £ д
а«

,6 0.

О

2«

Е !аГ-|<е0, ;С|>2к֊8о|Д|. 
.Иг< 1*| < м

I У а* е 
М, < |*/< т

а*е

с0|7| 
«о

Т) .х^С\Д

с0■= сона!

О

. х е С Л Д

Доказательство. Положим

Очевидно, что 
2* 2х
у/ж(х)</х = 0, Г/т(х)</хв2«. 

о в

Нетрудно видеть, что существует натуральное число •$) такое, что

|уг/,(2--։)е‘“л|<^Л. \п\<М. О)

Возьмем натуральное число N։ > Мо настолько большим, чтобы

й(х) = Т ^(х)А(2*’ х),
где
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а*’ ~ ЛI *’<х)в
2 к /

•Отсюда в силу (3) имеем

Продолжая это рассуждение, мы можем по индукции определить после­
довательности чисел 5|<^֊5’։<- -, М0 <С , функций ((£л1(х)1т-
множеств Ат и полиномов

Р.И- 2 а։.->е‘и,

удовлетворяющих условиям:

I Рт (։ ) - 8т ( х)| . (4)

о

1-Рт|(х) —^л.(х)|<-^’ «ФИ Х$Ат, (5)
4

р с

где
1к

8т(х) = Г^1т^'п-.), а(*т)= А ^(ф-'^х. (7)

б

Выберем натуральные числа ?о, <71 так, чтобы выполнялись следую­
щие неравенства:

<7о>(!1Т^У՜1 (103«՝՜՜՛’ (8)
\ % /

<7 1 __
2 — <Ч4|т!/|Л|+22)-(։+։’, (9)

т-ц9 ^7

_ 1 1
о<1- X 2 '*+։<5(2 + 2л||Д1)՜'. (10)

Положим

Е„, = {х £ [0, 2 к]; 1т (2*>п X) = — /.^1, (П)

(х) = 7-£^пд, (12)

Согласно лемме Д. Е. Меньшова (см. [7], стр. 440), в формули­
ровке которой берется
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[с, </] = Д =- [а, 6], 8 = •
X //с

можно определить измеримое множество бт такое, что

бтсД, |Сд,|>/1-5—/°
| 2 + 2 + ։
\ т

։1п п (/ — х) 

{— х
с/х -С с, 

2____ ’
։ • ։+•

х £ Ст,

(13>

(14>

п =1, 2, • • (с, — сопэ!).

Отсюда и из того, что

Iх) ” -^==- (*) — 7 V т % (*) (см- (!), (7). (12)>

при х £ Ст будем иметь

1& (», Ут)| < —— (с» — сопвО.
°о

Следовательно

аир т ’ + '| £ в1«)в<»-|<^11, х^Сл,. (15)

А/в-1<л</Л« ։Л6п-1<|Л|<л I 10

Определим множества Е, б, функцию ё(х) и полином Р(х) следу­
ющим образом:

и I ։

(16>

С “ Е П < п ^4|я П I (
I т-?, \

Я (х) (17>

т։

где

Я (х) = £ т 2+' Ят (хХ 
т-2.

Р(х)- £ т 2+*рт(х)= а4е'*-։’г (18>

։
а4- т +* а<«), /V. _»< |£| < (18°)
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ЛГ# <С Л^о ---  1, Л/ — А/д.

Очевидно, что (см. (1), (7), (9), (11), (17), (16))

|£| > 2 те — > 8 (л) = 0 вне Д.

В силу (1), (4), (7), (10), (18), (17), имеем

У 1^(*) — г (*)1 < у 1я (х) - 8 (х)| ах +

о *

Из (1), (2), (7), (9), (10), (17), (16) следует

УИх)|Лс= у |^(л)|</х+ £ т 2+\ирх<

д ьг\Е а
АП (О£л։)

_ 1 1
+ |7|- £ к 2*‘-к' •|Д|-|£,| < 

“-4։

<11|!А| [2 + (2 + е).е].<1т -\д|.

Ввиду того, что (см. (1), (7), (18))

У (х) </х=т։ У л (2 Г՞' • х) с1х = т’ | тдх + 

л 4 ^а£т
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(1

Д\£т

т

из (7) для всех 1 получим

X |а(«)|2' 

Мп-К|*|<Мп1<!*|<ЛГт

Т

отсюда и из

АГв<.|*| <М

’ 1

(9), (18°) имеем

т=Чо т^т-1 <\к\<Ыт

Ввиду ТОГО, ЧТО

<(2«|т1/|д| + 2)^ 2 -
/П=?от

£«<х) = ° вне л (см. (7))

при х £ [0, 2я]\
ь 8 1

а—уМк Ь + у|Д| I . <7о</л<<7

будем иметь .1

15.(։. «.«Г֊II. (»)! Лг < ■!]! <■%■ (см. (8», 

-|4| У 4

следовательно

2 при хНо-ЛЯ; 6+^1], (20)
АГт-1<|Л|<л I 2 н | 2 2 ] ՝ ’

Л =/Ут|-1 4֊ !,•••, Л/т.

Из (1), (2),. (6), (10), (11), (13) и (16) следует

|С|>2к֊г0|д|.

Теперь проверим выполнение условий 5) и 6) леммы 1. Пусть
и [Мо, М], тогда для некоторого натурального т0 6 [Чо, ?] имеем

2 «.“«=”£’ £ф+ 2 (21)
■Мо < 1*1 < п т~.ц0 7^. < |*| < Л

т
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Отсюда и из (1), (2), (5), (7), (10), (13), (15), (16), (20), при 
G получим

< |*. < * ’ /П»^О

+ у, 2" \gm (х)\ + I s “• ®*х I <
т^д. |

1 1

<֊ + ֊4lil| S т + ֊]Мх)<

2 2 I т-д. °о J

֊o!1J . X 6 G П △

<; ; св = const.
6о> х 6 С\Д

Учитывая соотношения (1), (2), (4), (7), (10), (19), (21) имеем

?к ___1_ >ж
Г Е а*е‘Х dx< £ т ’+< С |Pm(x)-gm (х)| dx 4֊

J М* < /ЛI < п »«7. J
о •

+ тЛ'( J [а(лт։,]2У +

____1_2к 1
+ 2 m 3 + 11 I lgmWI^<-֊-+4ma 2+’|1|]/}д[-т- 

m =q» J *

+ £ 111՞։ ?+‘1 / /тЛс+ У Т^=-|< 

՛ Р пл У т
ст (IЛ &\Ет

<•+111 £ ( /т|Д||Ет|+-^1)т 2+*< ОД |Д|.

т-д, \ V ТП /

Лемма 1 доказана.
2х

Лемма 2. Для любой, функции /(х)^ £ [0, 2 «],. |/(х)( < 1 и

о
Аля любых чисел 0<^в^1, 1\/0^>2 существуют функция (х) 6
££[0, 2«], множества С, [0, 2к] и иолинам. Р(х) вида

р(х)= Е с»е1^ • 
ЛГ.< |-| < К

удовлетворяющие условиям

= х^£, |£)>2к — ։,
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2 2«

2к 2х

։«1<я

гаах 
л֊.«.<-лг 1*1 <л

о

Д1/(х
/ +». хеа

// 1/(х)| <1х

У |/(х)|</х, В=сопз1.

Доказательство. Возьмем ступенчатую функцию 

?(*) = £ Т, *д,(Д’ имеет вид Ал**)

такую, что

(24)
о 

где

е0 = пйп

о

!/(х)|</х. (25)

Пусть

(26)

Очевидно, что

о

О

О

ЛГ.< |*|<ЛГ

Зе(
~2 (27)

Последовательным применением леммы 1 можно определить функции 

3-, (х)> множества Еу, С,; 1 О < е0 и полиномы Ру (х)

Л(х)= 2 а(,)е^, ^0<М<---<М։>
М-1 < |Л| < м “* е •’

которые удовлетворяют условиям

8.
о, х(А, 2

2«

(28)

(29)
4’

о
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]к(х)1^<4|тЛД|, 

о

(30)

шах
< л < уу, 

о
<|А| < л

31)

шах
М-1 < п < М

I 2I М-1<,

2
М-к ,л| < №>

с° 17’1
Л Л,

-^+г՛ хео,\д,,

|С,1>2«-8.|Д,1,

ь.мР+ч "о

Положим
Я, = [ х 6 [0, 2 «], |Л(Х) - г, (*)1 < •

П (6,ЛЯ,)лЕлЯ0,

#(*)=/(*) — (?(*) — ?(■«]). $(*)=£ 8ЛЛ

— 2 с4е։‘х,
д/0 < И

(32)

(33

(34)

(35>

(36)

(37)

(38)

2

сРо1**

где
с*=с*)» при Л,_։ < |£| •< ТУ,, Л = 7У,։.

В силу (29) и (35) имеем

(39

ео
2’

< 1՜ 1Л(х)֊^(х)1^<4-֊ 

4 4

Отсюда вытекает, что

|В,1>2.-Ал [0, 2*]\Я,).

Очевидно, что (см. (27), (33), (35), (36))

|Е|>2«֊в, |б|>2к — I/ («У 4х.

Из (24) —(30), (34), (37), (39) вытекает, что (х #х)=/(х). ( Е,
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։« 2«
||я(х)|«/х<4 [|/(х)|Лс, 

О О

|Р(х)-г(х)|*х<в. 2 |с/+*<։.

Пусть «£[/4). ЛП> тогда для некоторого у,<;у0 Л',,-1 < п М 
из (38) имеем

2 с*е'*х= 2 А (х)+• и с^Ме“-». (38)
ЛГ0<|Л|<л ,-։ ЛЛч-։<Н<п

Отсюда и из (28), (30), (34), при X 6 О будем иметь

2 ф’е«'
М,- 1 < 1Л| ч п

£ с*е'*х
ЛГ, < |Л| < я

+ 21М*)/ +

1/(х)|</х

Учитывая соотношения (24)—(31), (38) получим

В|/(х)|

2 с 2с
+ 2 |’к(х)|</х+ (’

■<—1Л и
о о

Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы 2. Пусть е > 0, если обозначим 

через
Л(х),/»(х),---,/л(х),---. (39)

последовательность тригонометрических полиномов с рациональными 
коэффициентами и последовательно применим лемму 2 можно найти пос­

ледовательности функций (х)}Г-1. множеств [£'а). {С*) и полиномов 

Р*(х) вида

Л(х)= 2 с?>е“*, 1<ЛГ0<^։<”-<^.
№-1 < |Л. <М,

которые удовлетворяют условиям

;,(х)=Л(х),х6Рх. |^|>2к-֊։+1 . (40).

6—199
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< |А|

(41)

(42)

тах

Положим

тах
№-1 < п < Ыа

(43)

(44)

(45)

(46)1Л(х)|</х-

1
1*1 < л

|С,|<2*-

Е = П Е‘- (47)

Я|/,(х)|

Ючевидно, что (см. (40)) |£|>2п—в. Покажем, что множество Е удов- 
.летворяет требованиям теоремы 2. Пусть /(х)^/-[0, 2 «]. Нетрудно ви­
деть, что межно выбрать ^подпоследовательность (/»5 (х)^ из после­
довательности (39) такую, что

■2ж 
Р I
I Д/*ЛХ)—/(*) рх = 0, 6*е“х, (48)

■о
2ж 

е Г* ՛ Е
2«(»+1) 1/‘*(х)|^х 8^-2, (49)

о

Предположим, что уже определены числа /<։ V, <^- • • < функции 
Я/(х)» множества Е], С] и полиномы

Л(х)= и _ «‘/’в"*, М/+։-М.+1>Му«М.+1, (50)
М]-л < |Л| С М]

.•удовлетворяющие условиям

(51)

(52)

£у(х)=/лу(х), =
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о

’» 9о< <?,

У _ 1а^|։+^ < .

М)-к1к\<М) 2

шах У, 
М< |А| < я 
2*

тах ।
М) -1 < л < М]

У, а^> е'*х 
< я

!Су|>2я-2-;+’.

Возьмем функцию <р(х) = /,?(х) и» последовательности (39) такую

в

О

Ввиду того, что (см. (49), (53))

о / = ։
22’’

на (56) вытекает

2«

о о

Положим

X с(?’ V -_ а« в 
М9<|Л|<Л1?

где

а!” = с(’’՝ . Мд = М,_1 < |&| < М, = Мд,

3

(53)

(54)

(55)

(56)

(57) 

что

(58)

(59) .

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

где
Сд — С,^ П />։ Ед — Ечд.

Ввиду того, что (см. (49))
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будем иметь
|/>|>2«-2՜'. * >2- (65)

Учитывая соотношения (40)—(51), (53), (58)—(65), получим

(66)*«(*)-/*«(*)• ПРИ х^Еч՝

4х<2~я,

2г
тих С У, е1кх

Мд<п<МчЗ МдС\Ь\<П

(67)

(68)

(69)

'.при X £ Сд,

(70)

(71)

Е
Мд < |А| < Мч

(72)

Ясно, что по индукции определяются последовательности функций 

множеств |£’?|, (С?| и полиномов (Р?(х)|, удовлетворяющих 
условиям (66)—(72) для всех д > 2. Из (67) вытекает

2«
У I \?д (х)!^< го. 
4-1 J 

о

Определим функцию Я (х) и ряд £ с, е«х следующим образом: 

1*1

(73)
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где

8 (*) = Е Яд (*) +/», ( X) #Л. (*) = 2 ь. •
. \ 1*1 <м, )

2 с* е“' Е 6* е‘*х + £ ( 2 _ а?

I* ֊ ' . ч =։\-и,/ <) *; < л։.

6*. при |Л| < Л/,

<։**', при Мд «х 1*1 -С Мд, д >-2

О, в остальных случаях-

(74)

(75)

(76)

Из (48), (66), (73), (74) вытекает #(х) ££[о.։»], я(х) = /(х) на £== П = Ед- 
Пусть п—произвольное натуральное число. Тогда для некоторого нату­
рального числа ?, Мч<п < М'+ь из усолвий (62), (67), (69), (70), 
(74)—(76) следует

т. е. ряд (75) является рядом Фурье функции ё(х) и сходится к ней в 
метрике £*. Теперь докажем, что ряд (75) сходится также почти всюду 
на [0, 2п]. Положим

В = □ п (Ад П Вд П вд). 
т =1 в=я»

(77)

(78)

(79)

В силу (67), (68), (77), (78), имеем 

и?\>2к-2՜’, |В,|>2к-2՜’.

Отсюда и из (71)—(79) следует, что | В | = 2л.

Пусть х £ В, тогда существует натуральное число до такое, что 
-х6АПВ?П 6«, при д >д0.

Пусть, далее, Мд < п < Мч^\, д > д0. Учитывая соотношения 
(70), (74), (75), получим

^пс^-8(х) < [В/(х)-^(х)] +

7=2

2
7=?

2 а<”е4“
Мд < ,А| <П

г,(х) <з-2-’->о.



Из (48), (54), (67), (74) вытекает

Теорема 2 доказана.
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1Г. Գ. ԴՐԻԳՈՐ8ԱՆ. Ինաեգրելի ֆոտնկցիաների Ֆարիերի շարքերի համարյա ամենուրեք ■> /J 
մեարիկայով զուգամիտության և Ֆուրիեի գործակիցների մասին (ամփոփում)

Տանկտցած 8 թվի համար կառուցվում կ չափեյի £Շ2 [0. 2 տ] րազմոլթյուն |£| > 2 X - • է 
այնպիսին, որ յուրաքանչյուր ք (*) € 2(0, 2 «I ֆունկցիայի համար հնարավոր յինի գտնել 
Շ-ի վք Հ(*)֊ին հավասար արժեքներ ընդունող Տ (*) € Լթշ „յ ֆունկցիա, սրի Ֆոլրիեի 
չարքը համարյա ամենուրեք և Լ՝ մետրիկայով զուգամիտի և Ֆոլրիեի գործակիցների հա֊ 
չսրգականսւթյունը {հյ,{ք\Շ2 I րրոլոր թ > 2 համար :

M. G. GRIGORJAN. On the conwergence tn L՝ metric and almoit everywhere of the 
Fourier tarlee and on the Fourier coefficient» of Integrable fund lone (summary)

The following theorem in proved. Theorem. For every a > 0 there exists a mea­
surable set £c[0, 2x], |£| > 2 n— ։ such that for every function /(x)££ exists as 
integrable function g (x), (g)x) = /(x) for x££such that the trigonometric 
Fourier series of g (x) converges almost everywhere end in Z1 metric and

{c* («)) € for •։։ p>2.

2«

2tt J 
о
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