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СВОЙСТВО СРАВНИМОСТИ ПРОИЗВОДНЫХ 
МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ И РАССТОЯНИЙ

МЕЖДУ а-ТОЧКАМИ

Основной вывод теории распределения значений Р. Неванлинны и 
теории поверхностей наложения Л. Альфорса (см. [1]), образно выра
жаясь, можно сформулировать следующим образом: если значения а и 
6 (- С являются «хорошими», не дефектными, для мероморфной в С 
функции “’(г), то количества а-точек и 6-точек функции ш(г) в кругах 
|г| г примерно равны, близки друг к другу. Как оказалось (см. [2], 
[3], [4]) этот вывод является частью более общей законвомерности— 
свойства близости а-точек мероморфных функций описывающих уже не 
только количество а-точек и 6-точек, но и их взаимное расположение. 
Именно, согласно свойству близости а-точек близки не только количе
ства а-точек и 6-точек в кругах 121 •< Г (как это. следует из теорий Не
ванлинны и Альфорса), но одновременно близки модули этих а-точек и 
6-точек и их аргументы.

В настоящей работе устанавливается новая закономерность, согласно 
которой схожесть поведения «хороших» а-точек и 6-точек (обозначим их 
2л(а) и 2ь(6)) распространяется на поведение производной функции 
г«(г), рассмотренной на множестве этих а-точек и 6-точек. Именно, ве
личины

I«*'  (**(а))|,  \ш' (я4(6))|, (♦)

образно выражаясь, сравнимы друг с другом—«свойство сравнимости 
производных».

Далее оказывается, что сравнимы друг с другом также величины

|дА(а) — гА(6)|, 1гк(Ь) - г1։ (с)}, (♦*)

если значения а, 6, с «хорошие».
Отметим, что в терминах характеристики А (г) можно дать для произ
вольной функции и (г) оценки величин (*)  снизу или оценки величин 
(**)  сверху («свойство близости а-точек»).

Однако, для заданного р (даже при р = 0) можно указать примеры 
функций ш(г) порядка р, для которых величины (*)  могут расти сколь 
угодно быстро, ото показывает, что классические характеристики (Т’(г), 
А (г), 1пЛ4(г)) не в состоянии контролировать рост |а/(2)| или опи
сывать расстояния между а-точками и 6-точками (так как все они имеют 
порядок р).
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Мы введем «контрольные» или «характеристические» наборы для 
функции ю(2), в терминах которых дадим точные количественные опи
сания величин (*)  и (**).  Тем самым, эти наборы позволят судить с 
величинах производных фугкции '&(г) и расстояниях между различными 
а и 6-точками заданных наперед ш (г).

* Предполагаем известными основные определения и результаты теории рас
пределения значений (см. [1]).

§ 1. Результаты. Следствия. Обсуждения

Условимся насчет обозначений: А (г)—характеристика Л. Альфор- 
са*;  (ЦХ) диаметр множества; Е—множество конечной логарифмиче
ской ։еръ ф(г)—произвольная монотонная функция, ф(г) -»-со, 
г— ■ X смыкание; '*Х — граница X; через А^В обозначается 

соотношение А ֊< В «рА.

Слее, тощая теорема содержит в себе «свойство близости О-точек» 
«свойство сравнимости производных», «свойство сравнимости расстоя
ний между а-точками.

Теорема 1. Пусть ш(г)—мероморфная в С функция; ф(г)>0, 
?ей ооа,, а։, • • - , ач £ С, попарно различны. Тогда в круге |г| г можно 
указать Ф(г) областей Ек(г), Аг=1, ?>■••» Ф (г) таких, что

I а) \Ф (г) — А (г)| — о [А (г)], г -*■  ж, г Е, (1.1

Ь) ш (г) однолистна в Е1,(г), к = 1, 2,--՛, Ф(г)։

с) с/(£4(г))<«р(г)г/(А(г))Ш,А:=1,2,--., Ф(г), (1.2)

<1) аг)>(д —4) А (г) —о[А(г)], г-» £, (1.3)

где п*(г,  аг) — количество (простых) аг-точек в II Ей (г).
II е) для любых г и выполняется

<? (г) ф (Н 1 
|«/(х')1~МИ1 (1 -4)

</(Е4)
111 I) Для любых ги1։ ш։, ш3, ш4 ш (£*)  (ш4 =/= ша, а>3 =/= ат4) 
выполняется

|г4 («>,)-(со։)| кА(то3) —гк(ш4)|
-------- :--------------; X г------------- :-------  X </(с4(г)), (1.5) 

|Ш1 —и»։|-------------- |ша--и4|

где гк (с) — принадлежащая области Ек(г), а-точка функции ш (г), 
(в силу в) такие а-точки простые).

Образно выражаясь, согласно первой части этой теоремы в каждой 
из областей Еп(г) (число которых ~А(г)) лежит, в среднем, от <7—4 
до <7 различных о»-точек.

Поскольку диаметры Еъ(г) малы (согласно (1,2)), то эти агточки из 
Еь(г) близки друг к другу
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(1-6)

Это и есть отражение свойства близости я-точек в том из вариантов, в 
котором рассматриваются только простые Я-точки. Отметим, что все 
пункты этой части (и вообще все пункты теоремы) точные, с точно
стью до фигурирующих в них произвольных величин ф(г). В частности 
неравенство (1.3) совпадает с основным выводом теории распределения 
значений, относящимся к простым я-точкам. Отметим также, что в [3] 
и [4] приводятся общие варианты свойства близости (учитывающие на
личие кратных Я-точек), которые уже содержат в себе основные выводы 
теории распределения значений; в этих работах приводится также более 
подробный анализ свойства близости Я-точек.

Части II и III теоремы 1 имеют очень простой смысл: они отра
жают «свойство сравнимости производных» функций W (г) на множе
стве я-точек и свойство сравнимости расстояний между я-точками. Здесь 
заметим, что в (1.4) вместо z' и z" можно взять значения zft (а,) и 

(я^), а в (1.5) значения «»1, О>2, шз, ^4 можем взять из {яь я2. Я7/
и тогда в (1.4) и (1.5) будут фигурировать наши яь я2..., flq-точки.

Отметим одно непосредственное следствие из теоремы 1 (см. [5]).
Следствие 1. В условиях теоремы 1, в круге |z| С г можно ука

зать некоторое число п0(г, я,) простых яхточек zk(a^, k. = 1, 2,..-, 
Ло (г, а,), для которых выполняются неравенства.

£ п0(г,я,) > (</ — ') А (г) о[Д (г)], г-*֊  оо, /■£ Е, 1.7)

1ю'(г1(а։))|> ֊^^֊՝ ' = 1.2>---. 4. * = 1. 2,--, п0(г, я(). (1.8)

Т. е. для произвольной мероморфной функций а,(?) дается оценка ве
личины |։я'| на множестве простых яхточек, притом обе эти оценки 
точные.

В теории Р. Неванлинны значение я является «хорошим», если 
я-точек много (Л^(г, а)~Т(г)) и они в основном простые. В теории 
поверхностей наложения Л. Альфорса роль значений я играют области 
О (положим кружки с центрами в я) и рассматривается вопрос о том, 
сколько простых островов £>/, ),=1, 2,--, по(г, О), над £> имеет по
верхность /■', = (г): |г| < г) — образ круга |г| С г при отображений
функцией и) (г). Напомним, что простой остров поверхности Р՝г над 
£> —однолистная область поверхности Рг, проекция которой на пло
скость совпадает с £).

Соответственно с этим набором хороших я-точек будем называть 
множество |'г?(а)|՞^ где ш (а)) (; О.

Оказывается, что значение набора (ш'(гу(я)))£рдает много 
информации о распределении значений (описываются величины моду
лей производных, дистанции между я-точками, множества, в которых 
накапливаются я-точки), а предположение о том, что п<,(г, О) ~ А (г)՛ 
приводит к тому, что такое описание является полным.
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Теорема 2. Пусть при условиях теоремы 1 задан набор хороших 
а-точек — |zy (a)l^Jj’ Dl- Тогда из областей Ек(г), k = 1, 2,-Ф (г), 
можно выделить такие Ф,я> (г) штук областей £.',) (г), р = 1, 2-՛-, 
Ф*  я,(г), что для любого ;*  найдется такой номер j (р) (соответст
вие между р и /(р) озаимно-однозначное), что 

а) для любого z£Ef,a)(r) выполняется

\w' (z)| ՝~?\wr(zJt w(a))՛;

b) для любых b и c(^w (E.J1 (r)> выполняется

|z.t I b) — (с) c ,r)______1______.
|Л —c| ((l)(a))l’

с) при этом для Ф^я) (г) выполняется

i^H-n.G, D)| = oM(r)J, r-оо, г^Е.

Замечание к теореме 2. В связи с теоремой 1 наиболее инте
ресными являются случаи, когда в а) вместо z рассматриваются z.h (а;), 
i=l, 2,- • q, а в Ь) вместо b и с— а/ и at, i, (1,2,-՛-, q).

Конечно эта теорема тем интереснее, чем ближе По (г, D) к величине 
Л (г). Если п0(г, D) очень близко к Л (г), то теорема 2 описывает по
ведение производных и дистанций между ö-точками для большинства 
областей соответственно для большинства а։, а.2,..., ач-точек.

В связи с этим будем брать области D = Dr зависящими от г, что 
позволит прийти к желаемому результату, т. е. охватить в описании 
почти все области Еь(г).

Набор I.«/ (ij (aJ)J"°J[՛ °՛' назовем контрольным (или характери
стическим) набором, если диаметр D, (с центром в аг) не меньше 
чем 1/ln In <р(г), а —°-Г—— —*1,  г — оо, г (Е.

Л (г)
Из теории поверхностей наложения Л. Альфорса следует, что для 

любой мероморфной в С функции контрольные наборы существуют. 
Достаточно взять [ф(О] штук кружков Dr с диаметрами 1/<р(г) и цент
рами в целых точках 0, 1,.... [ф(г)] и применить к ним первую и вто
рую основные теоремы Л. Альфорса.

Теорема 3. Пусть при условиях теоремы 1 задан контрольный 
набор. Тогда теорема 2 имеет место, если в ней соотношение (III) заме
нить следующим:

^Л(7) l’ r^oo. rkE. (1.12)

Итак, почти для всякой обл icth Et (г) можно указать число 
|w (Zj (4>(ал))| из контрольного набора, которое характеризует величи
ны w' (г) в а(-точках из Ek(r) и контролирует расстояния между а< 
и «(-точками из Ek(r). Из теоремы 1 следует, что в этом описании 
фигурирует такое же количество простых аи а։,•••, а^-точек, какое 
гарантируется теорией распределения значений.
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Свойство сравнимости производных можно записать в форме вто
рой основной теоремы или же соотношения дефектов.

Пусть
Г= х,>0, ^>0, Ф>1.

Составим всевозможные пары (х<, УцП)> где соответствие между I и 
(/) взаимно-однозначное, и обозначим через Ы(X, У) максимальное 

число пар, для которых Х1֊г.улг>.
При ? = '■? (г) обозначим через 14 (г, Ь, X} величину И (X, У) 

где X — контрольный набор, У — У (г, 6) == ( \ш' (г. (6))| }"_<'■■ гдвр
(6) — 6-точки функции то (г) в круге |х| < г.

Из теоремы 1.3 вытекает
Теорема 4. Справедливо следующее неравенство:

2 д (6) = Е (1 - —֊֊ ) < 4, (1.13).
(О) ЦП \ <•-“> А (г) /

где суммирование распространено на все Ь ив С.
Из (1.13) следует, что для любого Ь Р, где Р—не более чем 

счетное множество, выполняется Д(6) =0. Это означает, что для боль
шинства значений Ь величины |к<'(2) |, взятые на множествах 6-точек, 
сравнимы с величинами из контрольного набора. Величина Д(6) пока
зывает какая часть чисел из У (г, Ь) не сравнима о числами из контроль
ного набора, а (1.13) показывает сумму всех этих отклонений. Число 4 
в (1.13) точное-пример функции Вейерштрасса.

Все приведенные выше теоремы справедливы также, если в них 
вместо функций, мероморфных в С, рассматривать функции меро
морфные в удовлетворяющие условию Нш Л (г) (R — г)=-

_  я-г
= 00, а вместо г -*■  оо, г £Е рассматривать некоторые последователь
ности гя -> R.

§ 2. Обобщенная теорема I

Пусть ю(г) мероморфна в К, где К—односвязная область с гладкой 
границей; £ С ։ = 1, 2,.... попарно различны; £—длина границы 
^-образа области К в сферической метрике; —площадь и»-образа
области К в сферической метрике; п—целое число (п > 100) К*  
(р-=1. 2,—)—постоянные, зависящие от а1 а2։..., ад и не завися
щие от л и К.

Тогда из К можно выделить Ф штук односвязных областей Ек, 

к — 1, 2,---, Ф, таких, что
а> |Ф-5(К’)1<-^-5(А') + АГ։п’£; (2.1)

л т 2

Ь) то (г) однолистна в Ек, к—-\, 2, Ф;

с) ^>(6-4)5(А')-^5(А) + Л։Л’£|, (2.2)
I л
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где о*  (К, — количество а,-точек, лежащих в II *_ ։ в силу в) вти

В дальнейшем, если не оговорено противное, рассматриваем комп
лексные значения, линии и области на римановой сфере. При этом под 
отрезком будем понимать дугу большой окружности сферы, или дугу 
параллели, под четырехугольником понимаем область, ограниченную че
тырьмя такими отревками под прямоугольником—область, ограниченную 
двумя дугами меридианов сферы и двумя дугами параллелей.

Пусть сц 6 С» (։ = 1, 2,..., д),—конечный набор попарно различных 
комплексных значений. Далее мы полагаем, что =/= 0, оо. Это, понятно, 
не ограничивает общность теорем, так как в противном случае мы при
дем к результатам посредством рассмотрения функции №(и;), где — 
преобразование вращения сферы.

Пусть С/ (։=1, 2,д)— такие непересекающиеся прямо
угольники, что сц £ С/ (/ = 1, 2,- • •, д) и 0, «» С; С/, 1=1, 2,•••,?. 
Обозначим через ^(/=1, 2, •••, д) ближайшую к нулю сторону пря
моугольника. Соединим с1 и с|4֊1 (/=1, 2,-.., д—1) ломаными, сос
тоящими из некоторой цепочки отрезков с, } (] — 1, 2, - • к), такими,
что выполняются следующие условия: каждому отрезку с։,

с2< с2, р с2, *,>՛■■• С7 можно сопоставить такой отрезок с\, 

С1,1>՜՜՜’ С1, С2‘ С2, р'՛՛» с2, со’ что

а -точки являются простыми);

а) £*(&)<7  Г[^  ̂+ ад<
*-| л3.) J 1 4- |ш|ак

< ~ /площадь К- /5(К) + 2</(К); (2.3)
' л»

е) существуют поствянные Кк, Кц такие, что для любых х։ и г, 

из Ек выполняются соотношения

|ш'(г։)|Ж|О/(х։)|, ?> = (2.4)

1 к1п
!»'(֊’,)!֊—— • <р,= 12 (2.4')

() существуют постоянные Къ, Кб, такие, что для любых а1^а„ 

а3 =И= а4 из т (Ек) выполняются соотношения

1=*  (°1) ~ г4<а>)1 *.  К (аз) — ^(01)1 
|С| — а»1 '"՝ |а3 — а4|

<0 -19*‘Л . ф3=12 , (2.5)

(2.5')----- л(Ек}’ Т1 = В * * * 12 •
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а) отрезки псС/, (/= I. 2,-• •֊ «) и отсекают от прямоугольни
ков С/ прямоугольники С/, одной из сторон которых являются отрез
ки а, притом щ £ С(\Сс,

б) при всех I и / отрезки С„ (с'и) не имеют общих точек с мно

жеством и С/, за исключением, быть может, одного из концов, лежа

щего на границе одного из прямоугольников С/ или двух концов, при
надлежащих в этом случае границам, соответственно, двух соседних 
прямоугольников Сг, , , .

в) система отрезков с[, с։, с2 ,,•••, с2, с’
составляет такую ломанную, что эта ломанная не имеет общих точек 
сломанной С| ։,•••, с։< *։, с։, с2 ,,•••> с?, *,>'■'>  сд>

г) соединив отрезками начала отрезков с։ и ср с1։ ։ и С| 
с” и и концы отрезков с? и с,? (обозначим эти отрезки с,, с( 
с‘ и с’.') получим систему четырехугольников, примыкающих один к 
другому только по отрезкам с‘ ] и составляющих вместе односвязную 
область С.*

Следующий рисунок поясняет построения, проводимые в этом пункте 
(Будем помнить, что построения проводятся на сфере Римана)

Рис. 1.

(Пунктирной линией обведен прямоугольник Сь жирной линией обве
дена область G*, заштрихованные области—области G~.

Разделим каждый из отрезков ср с’, с” на п + 1 рав
ных частей при некотором четном п. Пусть „, (tJ ։ ,•••»!* 
Т». v’ '*=0, п + 1 — соответствующие точки разбиения cj, 
(с1, !■•••• cj> <’). притом >0 лежит на ср а лежит на с' (так 
же нумеруем остальные деления). Соединим точки у" 
11. а, »« » Tj, Т?>* 0, 1,- • •, п 4-1 отрезками. Получим новые
системы ломаных CJ, с’ „ • • •, с; *,..., с’, v = 0, 1, • • -, п fl (здесь 
при ч—0 и >==д-1-1 обозначены соответственно системы ломаных 

1’ ci,i»՜'՜» cj,*,«■’•» CQ и с։, с։ t,•••, Cj>4։,•••, с?, относительно кото
рых в дальнейшем будем помнить, что они зафиксированы — не зави
сят от числа п). Область G' при этом окажется разбитой на n + 1 
.подобных“ областей Gn-

Пусть Gm ^/n = 1, 2, •._ чередующиеся через одну? 

области G՝n, граничными кривыми которых являются: ломаные
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*։ • СГ.։ СГ*,  » с7 •

* Правая и левая части неравенства (2,6), соответственно, неравенства (4*) и

(2,3) нз [3]. -Обозначим п0 (б(п)) через ф, получим (2,1). В дальнейшем тексте 
мы сохраняем обозначение п0(б(п)) как отражающее сущность рассматриваемого 

-объекта.

г'1т-\ -2т —1 . , . _2т-1 . . . -7т—1.
1 ’ С1, I ’ ’ С1,* ։ ’ ’ сч •

часть отрезка сх, лежащая между точками 7։’т[>2я։_։; часть отрез
ка с", лежащая между точками 2т_3, -[’,2т_г

Пусть Г = ы (К) — риманова поверхность, являющаяся те-образом 
области К- Ее мы будем рассматривать на римановой сфере. Обозна
чим через л0(О) число простых (с кратностью единица) островов по
верхности Е над областью О; через 0(л) обозначим ту из областей 
Ст, для которой достигается минимум выражения 5(К) — п0(Ст) 
(если таких областей несколько, то обозначим (7(л) произвольную из 
них). В [3] доказано, что

о о
------— 5(К) -К, п^<п0(С,(п)) _£(£•)<—?—5(К) + КхгР1*.  (2.6) 

л + 2 л +- 2

Проведем разбиения, рассмотренные выше, и выбор области С(п) для 
поверхности Р. Пусть, например, частями граничной кривой области 
0(п) являются ломаные

_2т։—2 /т,-! . . , /1т,—2 , , . -2<я։—2 
сц > с։,1 » • > • сч

/1т,-1 -1т,—\ . , . -2ж,—1 , . . -2т,~1
С1 ’ % I ’ ’ С1,*,  » * »

А—тот из двух прямоугольников, образованных сечением прямоуголь- 
С/пг2гп,—1 о/ отрезком С/ , который содержит точку аь

Нам далее удобно пользоваться следующим символом Ц. Соедине
нием С = А у В двух открытых множеств А и В назовем множество 
։С=1п1(Лц В), где черта обозначает замыкание, а 1п1 внутренность 
множества (термин и символ встречаются в одной работе А. А. Гольд
берга и А. Э. Еременко).

Пусть Мк(К, иО[) — односвязная область, являющаяся соедине- 
нением простого острова б*(л)  над (?(л) и примыкающих к нему про
стых островов над Оь 1 = 1, 2,---, Ч (к — номер области). Построим

по заданной области Мк(Кх II О/) область Мк(К, 110,). Для этого 

нам придется предварительно построить области О/, О/, г=»1,2, •••, 4 

и б(л).
Пусть С) — такой прямоугольник, что 1) С/сСь 2) стороны 

прямоугольника С/, являющиеся дугами меридианов; 3) сторона пря
моугольника Сц являющаяся ближайшей к нулю дугой параллели« 
лежит на ближайшей к нулю стороне прямоугольника С/, 4) остав
шаяся сторона прямоугольника С1 не имеет общик точек с <?С/.
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Обозначим Д=С;иА. Очевидно а, 6 А- Разделим каждый из 
отрезков с, 0 С (я), Л С (п),։ • •» с։> Д1 Л б(п),՛ , с? и л), с? и С (л) 

на три равные части (см. рис. 2).

Рис. 2.

(Жирной линией обведена область 6(п.); пунктирной линией—прямо

угольник С'у заштрихованная область внутри О(п)—область 6(п).
Пусть 7*(л,  т), (■։ — 1, 2, 3, 4) — соответствующие точки разбие

ния отрезка с/пб'(л), причем 7*  (л, 1) и ц (л, 4) являются концами 
отрезка с\Л С(л) (аналогично, точки разбиения отрезка с, Л С (л) 
обозначим т"(л,т) (т=1, 2, 3, 4)). Точно также т”7(л, -.)(-=!, 2,3, 4) — 
точки разбиения отрезка с/, 7ЛС(л), причем точки 7*,/  (л, 1) и 
71*  7 (л, 4) — концы отрезка с<,/ПС(л). Соединим при т = 2 точки 
7;(л, 2) и 7։’։1(л, 2), Д'1’ 2) и 2)."‘> ^(п, 2) и 7" (л, 2)
отрезками (отрезки, лежащие в прямоугольниках С/, полагаем дугами 
параллелей). Ту же процедуру проделаем при т = 3. Область С (п) 
разобьется при этом на три „подобные“ области (7։ (п), С։(я), С!3(п) 
(здесь С։(л) ограничена отрезками, соединяющими точками 7*(л,  2), 
7։ (л, 3) и точки 7“ (я, 2), 3) и двумя ломаными, состоящими
из отрезков, соединяющих точки

7[(л, 2), т;։։(п, 2),..-, 7;(п, 2), 7;*(и.  2) 
я

15 (п, 3), т։’.։(п> 3), • • •, 7՛(л, 3), у" (л, 3).

Пусть 71, (т'д) ~та из ДВУХ дуг меридианов, являющихся гра
ничными сторонами прямоугольника С։, (Сц), которая встречается пер
вой с отрезкой, соединяющим точки 7։՛ ։ (л, 2), (у’՞ (л, 2), у"(л, 2)) при 
движении по этим отрезкам в направлении от точки 7“ (л, 2) к (7^ (л, 2) 
(в направлении от точки 7**  (л, 2) к 7*  (л, 2)); точки 7; (л, 2), (7, (п, 3), 

(л, 2), 7’) л, 3)) — точки пересечения указанных отрезков с дугами

Обозначим Сг(л) прямоугольник с вершинами 71 (л, 2), 
71 (л> 2)/ т] (я, 3), 7^(я, 3); 6'' (я)— прямоугольник с вершинами 7'(п, 2), 
Т^*( п» 1)> Т,(п» 3), 7*'  (л); Ъ (п) = <7։ (л)/(6։ (л) и 0։ (л)); £>ь (։=1, 2, 

••'1 Я) — тот из двух прямоугольников, из которых состоит множе
ство С{ \ и С (л)), который граничет, одновременно, и с прямо

угольником и с областью С(л).
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Положим, что Мк(К, I) Вг) является соединением простого остро
ва над С (л) и примыкающих к нему простых островов над (в ча
стности, для заданного простого острова над С (л) может не найтись 
примыкающих к нему простых островов над £>/, /=■], (?)

Область Мк(К, ПА) определим как часть области Мк(К, и А), 
проектирующуюся в области

Очевидно, 1) а1к^Мь(В, □£>/); 2) Мк(К, П О/ )сЛ/к (К, 1)/Л); 3) су 

ществует такое число К?„ что сферическое расстояние р(Л/*,  Мк) меж

ду граничными кривыми областей Мк(К, Г)2Э։) и Мк(К, II/Л) не 

меньше, чем Кгл, 4) любые две точки из Мк (К, II А) можно соеди

нить кривой 1^Мк(К, и В/) (на сфере), которую можно покрыть 
[А՜, п] кружками (на сфере) со сферическими диаметрами К0/п, притом 
так, что центры двух таких кружков, имеющих общие точки, находят
ся на расстоянии, не большем Кл/п.

Обозначим £*,  £*,  соответственно, прообразы в плоскости г об

ластей Мк{К, II/Л), Мк(К, и В/). Поскольку последние области пред
ставляют собой однолистные области римановой поверхности Г" (рас- 
смотреной па римановой сфере), то 5) функция Л՝(ш), обратная к 
то (г), однолистна в области ш (Ек), являющейся стереографической 
проекцией области Мк{К, и^/).

Из 2), 3), 5) и того, что метрические характеристики областей

Мк(К, и А), Мк(К, и А)

и их стереографических проекций ш (£*),  ш (£*)  сравнимы друг с дру
гом (так как по построению область Мк{К, и В:) ограничена), полу
чаем следующее

Предложение 1. Любые две точки Ь' и Ъ" области и) (Ей) 
могут быть соединены жордановой, гладкой кривой, (с ш (£*))  скоп
цами в точках Ь' и Ь" так, что эта кривая может [быть покры
та [ЛГ։ л] кружками радиуса КЙ'п таким образом, что центры двух 
кружков, имеющих общие точки, находятся на расстоянии не 
большем А8/(2л), причем функция ^(ш) однолистна в каждом та
ком кружке.

Согласно теореме Кебе (см. [6], гл. II) для регулярной и одноли
стной в |ш| < 1 функции /7(ш) = ш + а։ ш’-|- • • • выполняется (и>=ра';В)

< |Г (то)| < —-+р. , 
(1+р)3 (1-Р)3

откуда для регулярной и однолистной в —и>о| < R функции Е(и>) = 
а0 ■+■ а։ш -+֊ ааш։-|----- получаем
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Rf(R—p) I F'(w) £*(/?  +p). (2 7)
(R + P)3 J F'(w0) (/?֊P)S

В силу последнего предложения и однолистности F(w) применяя 
(2.7) в каждом из описанных кружков, получаем

|Г'(б")1^к'^')1. ?5=12ЛГ,п+։. (2-8)

откуда, учитывая, что w' (z) = I//7՜ («>), получаем (2.4).
Докажем неравенство (2.5). Предположим сначала, что |^i—а21

—— • По предложению 1, если а։ или а3 (Ek), то w (Ek) принад- 
10 п

К
лежит кружок |и՛ — —- и F(w) однолистна в этом кружке. По

п

теореме Кебе об выполняется

|а։ — а,||Г/(а1)|< 4|zA(a,) — z*(a ։)|. (2.9)

Из (2.7) следует, что для значений ш (из этого кружка), принадлежа
щих отрезку у, соединяющему точки ai и Ог, выполняется

A'(w)|<|f'(a1)|֊------
( 1 —— )
\ 10/

Проинтегрировав это соотношение получим

k*  (ax) — zka։)| < [|F'(w)|rfs<|a։ — a։| •|/:/(a1)|-֊^. (2.10)

I
— f'

Пусть теперь для ax и а, из w (Ei) выполняется |a։— a5|^>—2-- Ясно, 
10 л

что любые две точки области w (Ek) можно соединить кривой длины 
не более чем А’э (где Кд не зависит*  от выбора области G (л)). Из 

(2.8), обозначив через 7 кратчайшую кривую (с w (£*)),  соединяющую 
точки а, и а3, получим

k*(a ։)֊r*(a ։)|< [Л'(ш)| </5<Лв12'г‘п+։ • 

т
•V'(ai)|<|a։-а։|^-10л-12* ‘"+’|Р(а,)|. (2.11)

Опять же по теореме Кебе

к*(а.)  ֊ Ч(а,)| > |Р (в1)| • > |F' (а,)| |а։ - а։) —----  (2.12)
™ n 40 л

Теперь из (2.9) (2.12) имеем: для любых Oj и О2 £ w(f*)  выполняется
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1**̂)  г*(--1 Ж |Р (а,)|. <рс - к>(1п. 12*««  +։, (2.13)

* Здесь и в дальнейшем с—абсолютные постоянные, не обязательно одинаковые֊
даже на протяжении одной цепочки соотношений.

|а, — а։|

откуда, учитывая также (2.8), получим неравенство (2.5).
Выбрав теперь в соотношениях (2.11) и (2.12) г4(а։) и 2к(а2}

такими, чтобы, |ггдг(а1)—*4 (а։)| • получим

-֊!- (а,)| <</(£») < К9 12*'"  42 |Г' (а։)|.
40 п

Учитывая равенство и>'(2) = \IF\xd), применим последнее соотно
шение к (2.12) и (2.13), получим, соответственно, неравенства (2.4х) и 
(2.5)'), чем и заканчивается доказательство пунктов е) и /) обобщен
ной теоремы 1.

Соотношения (2.1), (2.2), (2.3) установлены в работе [3]. Здесь 
надо учитывать следующее: результаты в [3] излагаются для случая 
когда функция мероморфна в круге |г| однако все при
веденные построения верны для случая, когда и/(г) мероморфна в об- 

ласти К; соответственно, Ф в [3] записывается как Ф(г), 5(К)—как 
А (г), неравенство (2.1)—неравенства (4*),  (2.3) из [3]; неравенство 
(2-2)—неравенство (6*)  из [3], неравенство (2.3) получается дословным 
повторением доказательства неравенства (3.10) из [3], если там вместо 
круга |г| рассматривать область К. Доказательство обобщенной 
теоремы 1 завершено.

§ 3. Обобщенная теорема 2

В условиях обобщенной теоремы 1 пусть задан набор хороших 
а-точек (а)|М^ (где в определении этого набора вместо Гг берет

ся Г). Тогда нз областей £*,  Л = 1, 2, •••, Ф можно выделить яекото- 
I"

рое число Ф, областей Е^, р = 1, 2,•••, Ф։ таких, что для любого р 
найдется такой номер у (р), притом соответствие между р и у (р) вза
имно-однозначное, что

а) для любого г £ Е^ выполняется

|ш/(2)|Х|ю/(ау№)(а))|, ф = 12/г*сл* ;

б) для любых значений Ь и с^ш(£‘|1) выполняется 

1М&) —Мс)| 1 = 12лг։е<
|6 —с| ~|«/(гК11) (а))| 

в)
|ф,-Я։(£))|<с^ + СП”Д 

п

(3.1)

(3.2)

(З.ЗХ
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Пусть О = О(п)—некоторый кружок на сфере радиуса 2п1п. Мы 
всегда можем выбрать кружок к) таким, чтобы для него выполнялось 
бы соотношение

|$(Я)-ПО(£>|< — 5(А') + сп’Л, п>п„, • (3.4)
п

где п0(А') (напоминаем)—количество простых островов поверхности 1' 
над областью X.

Это следует из первой основной теоремы Л. Альфорса (см. [1], 
гл. XIII), согласно которой

п0 (О) 5(К) + —-------------£ = 5 (К) + сп։ к (3.5)
(площадь /У)

и того, что О можно выбрать таковым, чтобы выполнялось неравенство

п0 (£)>$(*) -----5(К)-сп՝к.
п

В последнем можно убедиться так. Если бы диаметр О был бы равен 
2 тг с , _не — 1 а — • то последнее неравенство выполнялось бы, если бы мы 
п п

взяли ЛсзС(п) (тогда п0(£)) >-п0(С(п)) и применили неравенство 
(2.6). То, что 2 к не обязательно равно с отражается, очевидно, лишь 
на постоянных перед 5(К) и £.

Нам понадобятся описания областей С(п), С' (и), для чего бу
дем пользоваться полярными координатами в трехмерном пространст
ве— (<р, 0, р), где ® показывает угол в горизонтальной плоскости, 
0 — угол в вертикальной плоскости, р — модуль точки. В дальнейшем 
у нас п — четное число (п^-100).

Определим Г(А) как кривые со следующими параметрическими пред
ставлениями

Г(Л) = {ф(П, 0(/), р(0), 
где

т«)-2я< + -^֊.
п — 1 2 п 2

*€ [ — (я — 5) п — 5], к = 0, !,-••, п5 —1.
Пусть Л (т, 0) и Л(т, оо) — х-окрестности точек 0 и со на сфере:

Г*(*)  = Г(*)\  (л/—. о) ил/-?-. ОО М, *=0,1,...,  п5—1;
I \ п / \ п / }

6 та из Двух односвязных областей на сфере, ограниченных кри

выми Г*  (0), Г*(п 6—1) и частями границы > 0^, - > о° ,

соединяющими юнцы кривых Г*  (0) и Г*  (п5 — 1). которая 

содержит кривые Г (*),  * = 1, 2,-.., 2. Обозначим через Сп1.
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т = \, 2,•••, ль/2 области, принадлежащие С и ограниченные кривы
ми Г*  (2 т—2), Г*  (2 т—1) и частями границы О . 0^ , 1՜) । со ,

соединяющими концы кривых Г*(2л1 —2), Г*  (2 ли— 1); через &т 
обозначим подобласть Ст, ограничиваемую кривыми Г*̂2и —24-

1 \ / 2 \ / 9 \ / 9 \
4֊— Гд2т — 2 4՜ — и частями кривых —> 0 , оо\

соединяющими концы кривых Г*  т — 2 4՜ — » Г*/2т  — 24-~\.
V 3/ \ 3 /

В [4] показано, что существует такое число т06 (1, 2,•••, п5/2), что 

для области Ст. (обозначим ее С/ (и), соответственно Ст, обозначим 
через С'(п)) выполняется

Х(К) - п0 (С, (л)) < 33{К) + сл13 Л (3.6)
Л5

(см. (4], неравенство (2.2)).

Ряс. 1. Заштрихованная область—область ш (Еь (г)).

Пусть О*  = £)*(п) —некоторый кружок на сфере такой, что 1) диа
метр его 1/п7; 2) й*сб'(п);  3) О*  принадлежит некоторому кругу, 
концентрическому О и с вчетверо меньшим радиусом, чем радиус О. 
Такие кружки существуют по построению, так как «ширина» области 
& (п) порядка Мп6.

Обозначим О) (и) (/= 1, 2,-։>, Ф(6'(п), О, О*))  — те простые 
острова над С (л), каждый из которых является частью простого 

острова над С (л) и для каждого из которых простой остров над 
£>*,  входящий в С] (п), является, одновременно, частью простого остро
ва Д; над О; Ф(С»'(п), £), £)*)  — их количество.

Из геометрических рассмотрений следует выполнение следующих не
равенств: 
5—109
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Ф(С'(л). 3, 3*}<л.(3) (3.7)
■

л. (5'(л))-Ф (6’'(л). 3, 3*)<л0(3*)֊ л0(3), (3.8)

так что получаем
л0(3'(л))-л0(3»)<Ф(О/(л), 3, 3*)-л0(3)<0. (3.9

Для величины «о(3*)  согласно формуле (3.5) имеем

л0 (Р*)<5(Г)  + сл։‘£,

Так что, учитывая ещё (3.4) и (3.6), из (3.9) получим

|Ф (С (п), О, П*)  - 5(^)| < с + сл14 Ь. (3.10)
Л

Пусть *̂=  <2(п) — некоторый кружок на сфере радиуса с/п1. Поло' 

жим, что 0 с (О(л) П (•' (л)}, (3 можно выбрать таковым, так как 

„ширина“ областей С(п) и С'(п}) соответственно порядков 1/л и 1/лв)

Обозначим Ф։(С(л), 3> С (л) количество тех простых островов 

»(Др.), {£*)*  над (7(л), для каждого из которых, простой остров

над С}, являющийся частью простого острова п> (является, одно
временно, частью некоторого простого острова С,(И|(п) над С (л) (вни

мание! О/(р.)(п), а не вообще простого острова над С (л); Ф1(3(л), 

3> С (л)) — количество тех простых островов С*  (л) над й’(л), для 
которых это не так.

Очевидно выполняются соотношения

п9(С(п))=Ф,(С(п), & С'(п)) + ф;(С(л), <2, С(л)), (3.11 )

Флед, з, б'(л))<ф(С'(л). £>. £>•). (3.12)

Ф1’(5(л), О, 3'(л}) + Ф(С'(л), Е, 3*)<л 0(3). (3.13)

Следовательно, имеем

п0(6(л)) — л0(3) 4- Ф (С (л), О,

<Ф1(5(л), 3, (7(п))<Ф(3'(п), 3, 3*),  (3.14)

откуда, учитывая еще неравенства: (2.6), (3.10) и п0((}) <. £(/<) -|- 
+ Сл14 Ь, получим

|Ф։(3(л),3. С'(л))֊л0(3)|<с^4-Сл14£, (3.15)
л

* Овределевяе Ек см. в § 1,
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и, учитывая еще (3.4), получим

|Ф։«7(л), С, (7(л)-5(К)|<с —ел14 £,. (3.16)
п

Замечание 1. Соотношение (3.15) справедливо, если радиус 
кружка О предполагать не равным 2я/л, а не меньшим чем 2п/п (это 
следует из того, что неравенство (3.9) верно также для таких О).

Таким образом, обозначив Ф1=Ф։(С(п), О, 6'(л)),получаем (3.3).
Докажем теперь соотношение 3.1. Идея доказательства состоит в еле-

дующем. Для любой области Е^ мы должны указать такую кривую на 
м

римановой поверхности, что 1) она начинается в области И окон-
чивается в точке О’ ((а)) и 2) для каждой точки этой кривой су
ществует достаточно большая окрестность этой точки, целиком лежащая 
на некотором простом листе. Второе условие означает, что в любой та
кой окрестности применимо неравенство (2.7). Применяя неравенство (2.7) 
на цепочке кружков с центрами на этой жривойамы докажем, что величины

|х՜ (ш)| сравнимы для ш £ (£^) и ш = то (я/ (и) (а)). Последнее, очевид

но, означает сравнимость величин |«/ (х)| для г £ и я = ху (И) (а).
Вспомним теперь, какие области фигурируют в определении

Ф։ = Ф1(С(п), <2, С(п)). Это простые острова ш (Е^) над б(л), для 
каждого из которых а) простой остров над (?, принадлежащий этому

простому острову над С(п), является в) частью простого острова

(л) над С7 (л), являющемуся с) частью простого острова над С'(л) 
И) принадлежащий последнему острову простой остров над £)*  яв
ляется е) в свою очередь частью простого острова Р/(р.) над 2), при
том вспомним, что 0 £>*  принадлежит некоторому кругу, концентри
ческому с £> и с радиусом, равным одно*  четвертой радиуса О. Здесь 
разграничения а),•••,£) приводятся для удобства дальнейших ссылок.

Теперь пройдем описанный путь в обратном направлении, используя 
неравенство (2.7).

Пусть а—стереографическая проекция на плоскость центра кружка 
О; /^(«(/(н))) — значение /^(ш) в точке а из проекции простого остро
ва Р/(И) на плоскость.

Проекция О*  в силу /) лежит в некотором круге, который будучи 
увеличен вдвое (по радиусу), будет принадлежать проекции О.

Следовательно, в силу (2.7), для любой точки и»1 из проекции про
стого острова над О*,  принадлежащей простому острову (см. е))
выполняется

֊ Г (а (/ (р)))| < Г' (Ю1); < Г'(а а (н)))| -12’. (3.17)

Любые две точки области в'(п) можно, в силу 6) и с), соединить 
некоторой кривой у с: б'(л) так, что у можно покрыть спв штук круж
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ками радиуса dn7 (здесь учитываем, что «длина» G (и) порядка сп), 

каждый из которых принадлежит области G (п), притом так, что центры 
двух кружков, имеющих общие точки, отдалены друг от друга на рас
стояние не более чем с/(4п7) (в данном случае с то же, что и при опре
делении радиуса с/п7 кружков).

Спроектируем стереографически все эти объекты на плоскость, пред- 

полагая, что и кружки и у лежат на нашем простом острове над G'(n) 
(содержащем простой остров Gj ((1 } (л)). Тогда получим, что проекцию 
у можно покрыть спа штук кружками на плоскости (с—новое), так, что 

кружки принадлежат проекции простого острова над G'(n) (следова
тельно F(w) в них однолистна) и центры кружков, имеющих общие 
точки, находятся на расстоянии меньшем, чем половина радиуса мень
шего из кружков.

Теперь, применив неравенство (2.7) к любым двум точкам tü2 и 
«2, принадлежащим нашему простому острову Gj м над G' (л), полу
чим

(w;)|<\F'(w,)i < F'(w])|12^+J,

а взяв вместо wj значение ш։, с учетом (3.17) получим

֊, ֊֊.^ |/r'(a(/(F)id <|/=z(w,)l<
X Лл У Ле

< |Р(а(/(р)))|-12ся,+2 = |Г'(а(/(и))) 12м’ (3.18)

(С—уже различны в различных частях равенств).
Выберем теперь к>2, принадлежащими простому острову над Q, яв

ляющемуся частью простого острова Gj ((lJ (л) и, одновременно, частью 

простого острова ш (£„) над G(n). Тогда в силу (3.18) и (2.8) полу- 
«я

чим, что для любого w £ w (£J) выполняются неравенства 

|F(w)|<|/>'(«։)|12X*" +։<

<|/7/(а(;(н)))|- 12с'-ЧГ‘’+2-/?'(а(/(р)))|.12* г‘ея՛, (3. 19)

\F> (®)1 > ~12Л+2 IF' (w3)j >

> 1^'(а(/ (Н)))|֊ ГТ,.֊Л.„2 = 1^ (а (j (н)))1 • ֊Л. • (3.20)
1z

Из последних неравенств, учитывия, что w՛ (z) = 1/F' (ш) и 
^7Ча(/(р)->) = A/(h, ' получим (3.1).

Возьмем теперь в cv.. - шении (2.13), записанном для области 
м

W значение а։ равным Ь, а значение а2։ равным с. К полученному 
соотношению применим неравенства (3.19) и (3.20) с W, равным Ь. По
лучим соотношение (3.2), чем и завершается доказательство обобщенной 
теоремы 2.
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§ 4. Доказательство теорем 1—4

Выведем теорему 1 из обобщенной теоремы 1. Вместо области £ 
теперь у нас фигурируют круги |z| < г, S (К) = А (г),

А = £(г), Ф = Ф(г), £*  = £*(г).

Пусть <р(г)< Л13(г)- Выберем для таких <р(г) число п = п(г), удов
летворяющим условию

{*■„  К\, К,, /fj} п (п _«£ <р (г) < 12ш։х {К4, к\. К,. *'}  -(я (п +1)

Вспомним известную оценку (см. [1], гл. XIII)

Т- 
£.(г)С[Д (z-)J , г — оо, г£ £, (4.2)

где е = const > 0.

Выберем еще здесь е < —- н применим (4.2) к обобщенной теореме 1. 
Л

С учетом (4.1) получим, что пункты a), b), с), е), f) теоремы 1 спра

ведливы для областей £*  и их числа Ф (г) (вместо £*(г)  и Ф (г)), а 
вместо пункта d) выполняется

^^(ЕИОХ^.М^гЛ172^). 
* =1

Из того, что для величины Ф(г) выполняется а)
следует, что колиечство областей £к(г), для которых выполняется нера
венство

, 7 р /ЛК *11  1па? (г)г ( *( })> Л1/1(е)

не больше, чем А (г)1{Ки 1п’ ? (г))), т. е. является величиной о [А (г)].
Так что если обозначим через Ф(г) количество тех областей Еь(г) £

£ {Ек (г)}* для которых выполняется 

։'l£։W)< ЛИ( (<-Ж го

т. е. выполняется пункт И) теоремы 1, то будем иметь для таких 
Ф(г) и £*(г)  пункты а), Ь), И), е), I) теоремы 1. Пункт с) вытекает

из пункта с) для областей £*  (г) и того, что в силу |Ф (г) — Ф(г)| =
Д • ♦՛('■) ~

= о [А (г)] и Ь) величины У, по (г, а/) взятые для О £*(г)  и для 
Д=1 Л=1

*(') п
и Ек(г) отличаются на величину порядка о [Л (г)]. Тем самым, тео- 

а=1
рема 1 доказана при условии <р (г) <^Д1/3 (г), г > г0. Остается заметить, 
что все пункты теоремы 1 верны также при нарушении условия 
?(г)<-4’,3(г).
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Доказательство теоремы 2 вытекает из обобщенной теоремы 2, если 
в ней к величине Д = 1»(г) применить оценку (4.2), а для заданной 
■функции ф(/֊) число п=л(г) определить из условия

12* ‘еИ (г> < <р (г) < 12**'  (4.3)

(тем самым устанавливаются соотношения (1-9) и (1.10)) и далее 
•оценку Ф<а» (г) проводить теми же рассуждениями, какие приводятся при 
выводе оценки (1.1) теоремы 1.

Даказательство теоремы 3. Из условия (4.3) следует, что 

----1, при г>г0, так что вместо областей £>=£)(г)с 
1п!п?(г) п(г) 
диаметрами ~— мы можем взять области Для них выполняется 

п
։(в силу определения контрольного набора) 

|п0(г, Ог)- Д(г)| = о(Л(г)), г —со, г^Е.

Из (3.15) и последнего соотношения следует теперь, с учетом связи 
между ф(г) и п(г), соотношение (1-12), чем и завершается доказатель
ство теоремы 3.
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Հոդվածում բացահայտվում ք մի նոր օրինաչափություն 'V(z) մերոմորֆ ֆունկցիաների 
<ածան ց լայների համեմատելիության հատկութոյւնր, որը ցույց է տալիս, որ մե
՛ծությունը համեմատելի է ֆունկցիայի ոլավ» ց֊կետերի և Ն-կետերի բազմության ւքրաւ

G. A. BARSEGIAN. The property of comparability of derivatiye*  of meromorphli 
fuactlont. and of the Dtetence Bitweeu a-Polnte (summary)

In the paper new regularity which we call the property of comparability of the 
derivatives of meromerhphic in C functions ur(z) is established. Thos we apply to show 
-that the values of - |w'(z)| on the set of “good“ a-points and 6-points are compa- 
•rable.
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