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ТЕОРЕМЫ О МОДИФИЦИРОВАННОЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА. 
ПОСТРОННОЙ СТРОМБЕРГОМ. II

В работе [17] исследовалась система Стромберга на R. Здесь ис
следуется периодическая система Стромберга на периодическом отрезке 
[О, 1). Настоящая статья является продолжением работы [17] и все 
обозначения, ссылки и нумерации формул согласованы с [17].

Кроме обозначений, сделанных во вводной части [17], сделаем еще- 
несколько обозначений.

Через Т обозначается периодический интервал [0, 1), т. е. точки 
О и 1 отождествляются, другим словами, Т—окружность длины 1.

Интервал в Т—это множество вида [а, 6] или [0, 6]U[a, 1], 
d(x, у)—расстояние между точками л՜ и у по окружности, т. е. дли
на меньшей дуги, соединяющей точки х и у по окружности Т.

d(x, £) —расстояние между точкой х и подмножеством окруж
ности Т, т. е.

rf(x, Е) — inf d(x, у}.

Lo(E)—метрическое пространство почти всюду конечных измеримых: 
на Е функций с метрикой 

Р
|/(x)-g(x)l

l + |j(x)-g(x)|
dx, 

сходимость по которой эквивалентна сходимости по мере.

§ 3. Вспомогательные леммы для периодической системы 
Стромберга

Пусть (у, Аг) £ Д’ и у > 0. Положим

/ед
Легко видеть, что (см. (1) и [13])

Лл * (х) => Е). * (х -|- 1),
7՞/. *(х)  — Е^ 4_|_д/ (х). (2)

Прн фиксированном у 0 существует только 2՜' различных функ
ций/7}. *(х),  Аг = 0, 27—1 (см. (2)). Для п = 27 -|~ к, у 0,
Аг = 0,1,---, 2^ — 1 обозначим

/7л(х) = /7л*(х),  п = 2' + Аг, к = 0, 2,--, 27 — 1, (3>
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Г'о(х) = I.

Система {Fn (х)}”_0 —Полная ертонормированная система в F2(T) 
(см. [13]). Функции Fn(x) имеют период 1 и их можно рассматривать 
на окружности единичной длины.

Приведем некоторые свойства системы {Fn (х)} я*_ (, прямо вытекаю
щие из (1) и свойств системы (/,,*(»))/,  *(z.  Пусть п — 2J -f- к. Тогда 
(см. [13];

(4) 
з/

• , .. _ „Т V d (х, /-)
\F„(x)\^C2q

Fn(x) = F3j(x-2~i 4), (5)
где fn = tj, k.

В дальнейшем через (л| обозначим отрезок [2~'к, 2՜^ (к 4֊ 1)], 
а через [и] — т елую часть от log, п, т. е- если п = 2^4- к, 4=0 1,-• - , 
21— 1, то [л] = /.

Отметим также, что функция F„ (х), п - 2՛ + к, является линей
ной на каждом отрезке [2֊J,-1(/—1), 2՜՛'՜’/], ։=1, 2,...։ 2/_J.

Докажем аналог леммы 1.1 для системы {F„ (х)}”_0.
Лемма 3.1. Пусть /= [2-иу։, 2~’v։]c:7’ и ая—любые дейст

вительные числа. Тогда для любого j > р- имеет место

a«F. (х)|, когда х £/, (6)

где /1 = [2-*у,_2--'- ’. 2—|Х V, + 2՜^-։].
Доказательство. Учитывая (5), можно предположить, что 

vi =0. Тогда (£:[2'-|-£| с/} = {0, 1,--2՜^ v։-l|, d (х, /) = min (1-х, 
х И v։) и 4 = [2 И 2 И*а+"2  1 U [ 1—2 1 ՛] (напомним, что 
рассматривается периодический отрезок [0, 1) = Т.

С учетом (1) и (3) можно записать
г/—p,։-i

Д/ал/Гя(х)= *?о  So «։/+*•  zg//.*(x֊Z ) =

- 3/-1Ч-1 о
= ^0 jSy/. *(X  — Z)+ So a։/+*z_E_//, *(x-Z)  =

= Ф։ (x) 4֊ ф,(х). (7
Из (1.3) имеем

J iJ-v- »,-j
ф,(х) = 22 ajJit j>(2'*  ֊2'1 — k).՝ (8)

Cqd d (ж. /) max 
<6A
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Если хС[2՜**։.  1]. Z>1 и 0< £ < 2'"Ч - 1, то 2'х-2'/-Л-< 
■<0 и функция - (2У х— 2yZ — к) линейная на отрезках [2“y-J i, 
2-у՜’(։ + 1)], i = 2y-|i՝'։,-• 2/+1 — 1, (см. определение функции '( ։)).
Следовательно функция Ф։ (х) также линейна на каждом отрезке [2՜^՜՝ i, 
2“'_’(։ + 1)], /= 2''Ч.--, 2y+J—1. Пусть х = 1—2-у—1 ։, ։=0, 1 ,• • • 
2; 1—2y4J~|Kv։. Тогда из (8) и (1.9) получим

I
Ф, (1 - 2-'-1 ։) = 22 £ ՛ а3,+к£ г(2У ֊ 2УI - к - 2՜1 г) =

(9) 
= (/3-2)1ф,(1). i=0. I,- -. 2у+։— 2У+1՜^,.

Аналогичными рассуждениями получим, что функция Фа(х) линейна 
на отрезках [2՜1 т, 2-У(/п + 1)], т = 2у-%։,-• •, 2У — 1 и 

Ф։(2'^։Г2Чт)-(/3֊2)’Ф,(2’%Д т = О,---, 2У —2/-**։. (10)

На отрезках [2—1Х v։> 2-|Ч։ + 2~J] функция Ф։ (х) линейна и как 
видно из (10)

Ф, (2՜11 V, + 2-у) = (/3 - 2) Ф։ (2՜* V,). (11)

Из (11) следует, что Фа(х) на А не меняет знак и

min | Ф, (х), = | Ф։ (2՜11 Ъ +2-у֊') | = 1Ц=± |Ф։ (2֊* ъ)| = 
х£Л Д

= Ц=±тах|Ф,(х)|. (12).
* хеЛ

где Л = [2"^։, 2-^։-Ь2-у-։].

Аналогично получается, что Фа(х) на /а не меняет знак и

min |Ф։ (х)| = IФ,(1)1 !■ |Ф, (1 - 2՜'՜1 )1=Ц^ тах 1ф> WV
х£Л 2 2 xf/,

где J, = [1 -2-'-1, 1].

Из (9) следует

min |Ф։ (х)| = |Ф։ (2՜11 ■»,)! = (2 ֊ / 3) |ф։ yr*  v, + 2~у-։); = 
хвл

— (2 — }Л3) max |Ф, (х)|, 
х£А

(13) 
min 1ф, (х)| = | Ф։ (1 - 2՜'՜1 )1 = (2 ֊ V 3)1 Ф։ (1): =
XgJ а

= (2-/3) тах|Ф։(х)Ь 
хбЛ

Сделаем следующие обозначения:

а։ =тах|Фх(х) + Ф,(х)|, я։ = max |ФХ (х) + Ф։ (х)|, а = тах(а։, а,), 
хбл хе/,

3-109
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Пусть ?] — та из точек 2 ** и 2 11 *։ Ч- 2 ' , где Ф։ (х) и ф^(х) 
принимают значения одного знака, а — та точка среди 1 и 1—2 , 
где Ф։ (х) и Ф.(.г) принимают значения одного знака. Следовательно

|ф. (М + |ф, (?։)| = |Ф։ (₽х> + «ММ (14)
|Ф, (а,)1 + \ ф, (?։)| = |Ф1 (?з) + фз (?я)| < а» < “֊ (15>

Из (14) и (15) следует
|Ф։(М<« и |Ф, (?։)!<«• (16>

Учитывая (12) и (13), из (16) получим

|Ф,(1);< Са и |Ф,(2-**)|< С а. (17)

Поскольку функция Ф1 (х) линейная на отрезках [2 ' г, 2 (։-|-1)],
/ = 2~'+1 — 1, а функция Ф։(х) линейная на [2-/т,
2-'(тЧ-1)], т = 2у-|‘*։,-• •, 2У1, то из (9), (10) и (17) следует

|Ф, (х)| < С ад’у>г ~11, когда г С [2 Л *։» 1]< (18)

|Ф։(Х)|-ССад2когда *£[2 1]. (19)

Суммируя (18) и (19), с учетом (7), получим (6). Лемма доказана.
Еще раз просмотрев доказательство леммы 3.1 читатель легко за

метит, что можно вместо

/, = [2՜%, - 2-у-’, 2՜11 у,] и [2՜*ъ, 2՜“*։ + 2“>-!] (20) 

рассмотреть

/1=[2-^1~2-< ?-«\-2-'-։]и[2~|Ч, 2-(Ч+2՜'՜’], (21)

/, = [2-4-2՜'՜’, 2֊4]и [2֊4+ 2՜'՜', 2_Ч+2“Л]. (22)

/,=[2-4-2՜', 2-4-2-;-։]и[2'%։4-2՜'՜’. 2’4+2_'К (23) 

т. е. верна следующая

Лемма 3.2. Пусть I — [2 11V,, 2 и*։]с Г и ая— любые дейст
вительные числа. Тогда для любого у > р имеет место

2 аяГл(х) < Сд’/<2(-г'/’тах £ апТп(1)\, когда х^1, (24)
<«|в/ I /ел {<=/1"]-/ • И“/ I

где 1\—любое ив множеств (20)—(23).
Аналогично доказывается следующая
Лемма 3.3. Пусть / — [2—|1¥։, 2 и*։]с Т и ая—любые дейст

вительные числа. Тогда для любого } р имеет место

аи Тп (х)С а тах 2 Ол^п(0- когда х(:/, 
՝< -1 

где Ц—любое из множеств (20) — (23).
Лемма 3.4. Существует абсолютная положительная постоянная С 

такая, что
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С/;2(х)</х> С, 1=1,2; л = 1,2, .., (25)

где д! и Д’, соответственно, левая и правая половины интервала 
(п].

Доказательство. При л =0,1 лемма очевидна. Учитывая (5) 
достаточно доказать (25) для п = 21, ]= 1, 2,... .Тогда {«} = [0, 2՜^] 
и функция /"я(аг), линейна на [0,2 и [2՜^՜*,  2~']. Вычислим 
/^(0). Из формул (3), (1), (1.3), (1.8) —(1.11) следует

/
М0)^Гло(0)=^Л.о(-/) = 2։^(2'О+/ £ Ч2'о) =

/
=27 Ч1)£ (УЗ-2)2'1-1 +*(0)Ё  (Гз֊2)/+1% (26)

\ /=։ г-о /

2.
= 1£Чт)[_(8 + 6)/֊3)_(К3212)։1_ 28-121/3

11 I '1-(/з=2)‘' 1-(/3֊2)Ч

Выражение в квадратных скобках больше некоторого положитель
ного числа (достаточно проверить, что оно положительно при /=1). 
Поэтому

Г։/ (0) < - С2^ т (А) • (27)

Легко проверить, что если у(х)—линейная функция, то 
ь

^(х^х>(Ь-а)£^- (28)

а

Из (27), (28) и из того, что следУет

При ։ — 2 неравенство (25) доказывается аналогично. Лемма до
казана

Исходя из формул (см. (1) и (3))
2.

Л/, о(х) = 2 /у, о (х - I) = 2 ’ £ 427 X - 2х/),

легко вывести (аналогично выкладкам (26)), что

шах |/7,0(2 У-1/)| = |/:Ло(2֊/՜ *)|.  (29)
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Учитывая, что£'։/(х)—линейная функция на отрезках [2 (/ 1),
2-;։г], /= 27+1. из (29) получим

тах \Г), о (х) | = \Р]. о (2 1 )!• (30)
-ге (о. и

Из (30) и (5) имеем
тах Рп (х) I “I/7« (6։)|*  (31)

х€ Р,։|
В работе [13] доказано (см. [13], теорема 3.10), что ядро Ди

рихле по системе {Л»(*)},7.-о

Ки(х. у)=% ^(х)р„(у) 
л = 0

удовлетворяет неравенству

|^(х, у)\<СПЧЫЛ{х‘11.

Из (32) следует, что если / (х) С (0, 1) и 

Фурье, то

^ая/я(х) её 
л=1

(32)

ряд

Бир £ а„ Рп (х) I -< СМ(/
•՝՛ л—о !

(33)

где Л4 (/, х)—максимальная функция Харди-Литтльвуда. Из (33) сле
дует, что если /(х)££р(0, 1), р> 1, то

<С(р)|/к (34}

§ 4. Теоремы о безусловной сходимости и единственности 
рядов по периодической системе Стромберга

Теорема 4.1. Для любого р>0 следующие условия эквиваленны:

А) ряд £ апРп(х) безусловно сходится в Ьр; 
п—0

(С) Бир £ ап/‘л(х)1
ЛЗ«О I

Для доказательства теоремы 4.1 нам нужны некоторые вспомогатель
ные факты.

Лемма 4.1. Пусть 7= [2՜'к, 2՜7{к + 1)], /£2Г+, к = 0, !,•••» 
2^ !• При любом р и любых ая== + 1 верны рледиющие неравен
ства

I 5“Р 
« У о

‘р
р Р
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Лемма 4.1 доказывается аналогично лемме 2.1 с использованием 
свойств системы [/•'„ (х))”^ вместо соответствующих свойств систе
мы I//, *хЬ.*ег.

Для ряда у ап Гп (х) обозначим 
п - О

(1>

Построим множество 0 8 < 1, следующим образом. Отре
зок [0, 11 обозначим через если |£х՛ >8, а в противном случае 
считаем, что нет отрезка #о“. Это у нас был нулевой шаг. На у-ом 
шаге отрезок [0, 1] разделим на отрезки [2 — 1), 2՜^], г = !»•••,
2' и из этих отрезков обозначим через //՛*'  те, которые не пересе
каются с II (II и удовлетворяют соотношению 

«</ л

\/№ (2>

Обозначим
(3>

При этих обозначениях справедливы следующие леммы.
Лемма 4.2. Существует постоянная С(б), зависящая только от б

такая, что

0 А.т<Л'
где

(4)

(5)
Лемма 4.3. Пусть

И
Иш V ая Нп (х) =0 п.в. на Т.

Тогда ряд £ ая7„(х) п.в. сходится и

апЛя(х) Ле< С (8) к|£х|,

где С (б) зависит только от б.
Доказательства этих лемм имеют много общего и мы их проведем 

параллельно.

«= и /)>?. 
*

О
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Доказательства лемм 4.2. и 4.3. Сразу же отметим, что из 
(1)—(3) следует

еЬ с еЪ с м с А, |^| < 4՜ 1£х|- <7)О

Убедимся, что если [л) 6 Вю., то
|аяГ„Мв,<С(3)Х. (8)

Действительно, пусть Д1—левая, а Да—правая половины интервала 
{п}. Тогда, хотя бы для одного из них выполняется

|Д/ П&| з /<п
1М

В противнем случае (л) — Д1 и Дас:/?^.. Поскольку а„Е„(х) (ли- 
нейнана Д/, то из (9), (1) и леммы 1.3 следует

(ая < С (8) (Ю)

Учитывая, что при любом I выполняется 1п 6 Д<> из (10) и (3.31) 
получим (8).

Легко видеть, что если х£7дУ*'  и />• /0—1, то (см. (8), (3.4) 
■(3.31))

։Мх, (дан
Г |а„Гя(х)|<С(ЗП Е <С(3)1д " ՛.

' 1«1=/ [Л]-/
<л>«Д2Х <->5^ (И)

Суммируя (И) для /=у0 —1, /„,••• и интегрируя на //У* ’’, по
ручим

Г - - г (*  ('Р'МЧ
Е £ |алЛ(х)|</х<С(8)Х £ ч <

да <->с4 да

^С(8)Х £ 2֊у С7/^<С(8)Х|да|. 
7-7.-1 J

«Обозначим

О, если х Вп, 

/-А-1 [л)?у |а./:я(х)|> если x^/J ’̂*։,.

(12)

(13)

■Из (12) имеем

(14)



Теоремы о системе Франклин։ 39

Множества В'т с точностью до множества меры нуль можно пред
ставить в виде

(15> 
я

где интервалы не имеют общих концов и 1^՛"П $* ’։> = 0, при 
Пусть для фиксированного 1^' '։ интервал 1^1^ самый дл ин 

ный составляющий интервала У,. Для / > /0 обозначим через; 
У7*  *՛  самый большой интервал вида (2 1 к\, 2*/),  который содержит 
{/’Ч? и содержится в 1^''(при / = /0 У/”' °)= /л,Ч?)-

Рассмотрим суммы

Л։,(х)= Е аяЛя(х). (16).
Ыс/}*- ”

1«1 = / 
п<т

Если У;2*’4 внутри себя не содержит точки нуль, то ЗуТт* 1 (х)

— разность двух частичных сумм ряда у ап Г„ (х), а если содержит, 
п—О

то Зу7т') (х) — сумма двух разностей частичных сумм (это связано с 
тем, что рассматривается переодический интервал Г). Во всяком слу
чае имеет место

|3‘у%։) (х)| <8Х, когда х (17)՛

Интервалы Д։ = (2-/(Л։ — 1), 2՜7£ւ) и Д։ =(2՜7 А։, 2՜՜' (&։ 4- 1)) 
не содержатся в В*\  (это следует из представления (15) и выбора 
интервала /уП‘։))- Следовательно

1-Д‘ П£х|<8, г = 1,2. (18)
|Д/!

Пусть А} —левая, а Д’ —правая половина интервала Дь Тогда 
хотя бы для одного из них выполняется (см. (18))

|Д1П ^х| . . , о
—^7|— < М = 1 или 2. (19}

Учитывая, что Зу^т1 линейна на Дь из (19), (17) и леммы 1.3 
следует

|3)?«։) (х)| < С(8)Х, х£д{, где у = 1 или 2. (20}

Аналогично получится, что

|5л«)(х)| <С(6) X, х^Д։, где յ = 1 или 2, (21)
1 2а Д։ и ձշ —левая и правая половины интервала ձշ.
Применяя лемму 3.2, из (20) и (21) получим

։/д(ж,Да.’)) (».«)
|51 т (х)|<С(8)Хд , когда х£У
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Обозначим

0, х^

<Р™(х) =
У max (*)|.  хеУ^։’\/А±Л при Л^>/0 

/=/. ">

• 5 , ал^" ^Х)К I S в«-/7» WI Ч-1 S ал/л(х)|. (28)
{П\С£^ <">с4

(23)

2 max |^։’(х)|, хё и 
(/ = /. " /=Л

Из (22) и (23) следует

- г ,
X £ <7 rfx<C(8)X V 2~'Х (24)

X J q dt < С (8)). 2~Л< С (8) К1

Полагая (см. (13))

?(П) (х) = ?2Х,1(х) + ^ф‘։))(х), 
я

получим (см. (24), (15), (14))
<1
[’<p‘n,(*)rfx<C(8)k|^ x|. (25)

о

Легко видеть, что (см. (23), (16))

»up I Е ։ anFn (х)| < X <₽?М(х) < Т(2М (х), когда х^ М (26)
<«>СВП V

hJcm. (26), (8) и (1))

5ЛР' ? ։ а„ Л, (х) К 2 X -I- <р(2Х) (х), когда х Bj*.  (27)
n} С
л<№

Оценим sup| J a„F„(x)l на Bk Пусть при некото-
<">сдп 

л—А*
рых j и к. Тогда для N < 2/_| имеем
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Первое слагаемое в (28) является линейной функцией на некотором 
,(2Х. 5) двоичном отрезке, содержащем , и поскольку этот интервал не 

может содержаться в Ви, то на нем

I £ a„f„(x)l< С(8)Х. (29)
л=1

Когда |л)с:Ва и п < N < 27՜1, то (л) с/}’*4. Поэтому

| £ a,.Fn(*)\< E^U). (30)
*

n<N

Из (29) и (30) следует

I £ алГл(х)|<С(8)Х + £TW(x), N<2J~\ (31)
<л> СВ»Х *

n<N

Если то (см. (31) и (13))
| £ а«/л(х)|<| £ а. Fn (х) | 4-| £ а„Гя(х)|<

(<=4. <«>«=*»
n<N n-dJ-1 2f~1<n<N

<.С(8)Х+ £ *)  + ?», J (х) =-С(։)’А+ф‘2Х,(х).
ч

Таким образом на В \х имеем

Sup| £ a«F„(x)|<C(8)k + ?12x’(x), BL (32) 
N 

жл՛
Из (26) и (32) следуют (см. также (5))

Sup | £ а„ F„ (х) | < ч><К)(х)+ ?(2Х) (х), когда х £ В>, (33)
N "бАх 

n<N

Sup I £ ап F„ (х) I < С (8) X 4- <р(х) (х) 4֊ ф(2Х) (х), когда х £ В». (34) 
•v П6А?

n<N

Из очевидного неравенства

Sup | £ a„/n(x)|<| £ ая(х)|-F | £ аЛВЛ(х)|
N »€* ’ WcbJ {»}сЯд

n<N *<N  n<N

следует также, что (см. (32) и (27))

s up I £ ап F„ (х) I < С (3) X 4- ?(Х> (х) 4- ?(2Х> (х), когда х 6 43i)
пб՝х 
n<N

Из (33), (34), (35) вытекает 

1 1 ’ 
f Sup | ап Fn(x)| dx < C(6)X|BjJ 4֊ C?<x»(x)rfx+ ffW (x) dx. (36) 

oJ N "6Ax s’ i
n<N
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Из (36), (25) и (7) следует (4).
Из (27) и (32) имеем

Бир| 2 апГк(х)\<С^. + ^'Чх),х^Т. (37)

ЖЛ'
Из (37) и (25) следует, что X «» Р» (*)  является рядом Фурье 

некоторой интегрируемой функции. Следовательно этот ряд п. в. схо

дится (см. 3.33). Тогда, если £ апЕп(х) =0 п. в., то ряд £ а։Л>(х)

тоже п. в. сходится и 
£ ал/:л(х) = — S a'lF"(x) п-в. на Т. 

<«><=4 <<=4

Поэтому (см. также (32), (26), (25) и (7))

[l lim £ . a„Fn(x)\dx = II lim S , a„Fn(x՝)\dx +
J | ту-*™  <»>с4 I J | л'-.-{"jca^ |
о жлг й։ *'Na2t

|hm “*F n(x)\dx< C(8)>.'B*|<  C(S)k|£x|.

-Леммы 4.2 и 4.3 доказаны.
Из (27), (32) и (25) следует, что

1

I Зир 1, ая Гп< с (8)'• (38)
3 и | <л}св2Х |
О л<У

Легко видеть, что при доказательстве (38) (а также лемм 4.2 и 4.3) 
и I

мы пользовались не тем, что на Е,. выполняется Sun ^апРя(х) 
" л-1 |

а тем, что на дополнении £*,  т. е. на Т\Е„, выполняется
/лг IЯир/£ ая/'д (х) I < X. Поэтому верна следующая 

* 'л-1 |
* I ,у 1

Лемма 4.4. Допустим на Е выполняется Бир У ап Р, (х) <>., 

Ех ==• Т\Е^ и пусть построено по правилам (2), (5). Тогда
1

i՝ SuplJLI 'V I
n<N

Для каждого у > 1 и к — 1, 2,...» 2 ^определим функции (рассматри
вается периодический отрезок [0, 1])
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Ф,.*(х)=

1, х = 2~]к

о, хГ(2_у(*֊1),  2_у(*  + 1))

линейна на [2-У(£—1), 2՜1 к] и [2֊у к, 2՜1 (к 4- 1)].

Тогда, если п^-2’1, то
1
|’фи>,(х)Гл(х)</х = 0, 7 = 1,2,..., 2\ (39)

о
Действительно, если п = 21 4՜ к, то из (3.3), (3.1), (1.3) 

получим
1
[ Фц,»(л)Я, (х)</х= V Гфщ,(х)//_ * (х — Г)(1х =

.1 п-л.)
О R

(40)

= 2 1 £ | Ф„ . (2-Ух + 2-^ + /)т(х)</х.

R

Легко заметить, что Фи,, (2՜7 х 4- 2~} к + I) £ 50. при 1(;2и 
Поэтому из (40) и (1.1) следует (39).

Теорема 4.2. Если
1
Г I| ։։ир 2 Ял Е'п (х) 

о
е/х = 1,

то ряд ^ааЕп{х) является рядом Фурье некоторой функции 
п—0

/(х)6Ях(7’) и

Эта теорема доказывается аналогично теореме 2.2, только вместо 
функций Ъ.ьЩ (см. (1.16)) нужно использовать функции Фьь(я).

Доказательство теоремы 4.1 аналогично доказательству 
теоремы 2.1. При доказательстве импликаций (В) => (Л), (В) =>(С) ис
пользуется лемма 4.1. Импликация (Л) => (В) доказывается в точности, 
как (Л) => (В) в теореме 2.1.

Для доказательства (С) => (В) можно применить лемму 4.2 при 
1

® = — • Кратко изложим доказательство импликации (С) => (В).

Итак, пусть

ап Еп (х)
о

р
ах = 1. (41)
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Обозначим £(И = £/, /■££, где £х определяется формулой (4.4).

Множества В\' обозначим через В^} (см. (2), (3)). Тогда по лемме 
4.2 имеем

£ а„£я(х) <1х< С2'\?г\ 
л 6 Аг

(42)

где А, = (п : (п)сВ(,) и (п| £ В<,+։|). Из (42), применяя теорему 4.2, 
получим 

1 1
2 ая։/’(х)Гл<С2'|£(',|. (43)

Л («ел, 1

Из (43) следует (см. также (7)) 
р

/ {п2,°"^(х)}2 ^С^Р^ГР 1£(Г)1- (44)

Из лемм 3.3 легко выводится

</х. (45)

Поэтому (см. (45), (44), (1) и (41))

в И)

< С(р) X Чгр |£<"\Е|г+։)| < С (р).
/|£2

Теорема доказана.
Т е о р е м а 4.3. Для того, чтобы ряд

£ а.^Сх) (46)
/*  ֊ •>

был рядом Фурье некоторой интегрируемой функции ((х), необходимо и 
достаточно, чтобы

£ апЛ՝л(х)==/(х) п. в ни Г (47)
/1=0 

и

{И 1)1
х^Т: Бир | V а„ Г„ (х) > К = 0. (48)

" "и I ) |
Доказательство. Для доказательства необходимости нужно 

только доказать, что если ряд (46) является рядом Фурье функции 
/(х)€ь1. то выполняется (48). Из (3.33) следует, что
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Значит для доказательства (48) достаточно показать, что для лю
бой интегрируемой функции

Пт а | [ х : М (/, х) > а) | = 0.

Известно, что для любого £ £։ имеет место

||х:Л/(Г, х)>М1< — ИЪ-

Пусть
/(х), когда |У(х)|<-^-

0, когда |/(х)| > ֊

фх (х) =

/■(х), когда |/(х)|>-^-

0, когда |/(х)К-^--

(49)

(50)

(51)

'?>.(«) =

и

Тогда

М(/, х) < М(<рх, х) + М(фр х), М(<Рр х)<~
Л

и поэтому (см. (50), (51))

{х:М(Лх)>к}|<|{х:Л*(фь  х) > А
(52)

о

Учитывая, что
1

( |фх(х)|</х 

о
-» 0 при X -> + оо, из (52) получим (49).

Докажем достаточность условий (47), (48). Сначала рассмотрим 
случай /(х)=»0.

Пусть и Вх—множества, определяемые формулами (1)—(3) при

• Тогда (см. леммы 4.4 и 4.3)

я

2 ап Ег. (х) </х < С X

Ит £ апЕя(х) </х СХ|£\|.

(53)

(54)
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Для любого k при достаточно больших А имеет место {k} так 
как |Вх|-*0.  Поэтому (см. (53), (54))

1
|а*|  =' lim X Г «п F. (*)  (*>  dxI =

(55>

( Ft (х) Нш У anFn (л) dx . С X |£х|.

V n<N
Из (48) и (55) следует, что Ф։ — 0, к — 1, 2,....
Пусть теперь /(х) — произвольная интегрируемая функция и 

Ьп (х) ее ряд Фурье. Как мы уже убедились в этом случае вы-

полняется

lim X
*֊►-

I л I
(хе Г: Sup V bnF„(x) >Х 

H«-0
= 0. (56)

Поэтому ряд у (bn — a,,)Fn{x) удовлетворяет условиям (см. (47), (48) 
л—0

56))

У (Ьп — аЛ) Fn(x) =0 п. в. на Г (57>

и
lim inf XI / х е Т: Sup | у (6Л — ап) F„ 

”* ““ I I I /*  - О
(х) >х =о. (58>

Из (57), (58) следует, что ап = Ьп, п= 0, 1, 2...... Теорема дока
зана.

В работе [18] доказан аналог теоремы 4.3 для системы Франклина.
Теорема 4.1. справедлива и в случае р = 0. Более того, она допу

скает локализацию на множества положительной меры. А именно, верна 
следующая

Теорема 4.4. Для ряда

У anFn(x) 
л-0

(59)

следующие условия эквивалентны:
(А) ряд (59) по мере безусловно сходится на 6с Т;

(В) V а?, Г„ (х)<^ + <х> п. в. на С; 
л-֊0

I 
£ ап Гп (х) < + со п. в. на С; 
п-и

(О) ряд (59) почти всюду на О сходится.
Доказательство. Импликация (В՝)=> (С) тривиальна, а (Д)=^- 

=► (В) является следствием теоремы Орлича (см. [16], гл. II т. 4). Мы 
докажем, что (С) =>(/?), (Ь) =>(/)), (В)=>(А).
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Доказательство импликации (С) ^(В). Для произволь
ного существует //>0 и — Е'сС такие, что

Вир £ ая Гл (х) | когда х £ Е'\

(60)

Обозначим £,.== 7'чч£*.  Возьмем произвольное 8£(0, 1) и по 
правилам (2), (3) построим множество Вл.:В силу леммы 4.4

1
Г Вир I Е ап Л, (х) 

и Ы 1{л}=В?
0 Л4#

<1х С (8) X,

применяя к (61) теорему 4.2 получим

У, ИлЛ?(х)<С + п. в. на Т.

Докажем, что
у ОлГ’(х)< + оо п. в. вне В£. 

«^*1

(61)

(62)

(63)

Множество В ’ с точностью до множества меры нуль представим 
в виде

^=и4Х>։), (64)
я 

где — непересекающ^еся интервалы, не имеющие общих концов. 
Пусть {«)<=/£'* ’. Очевидно, что тогда 2՜1Л1 < 14М>|, и если Д։ 

и Д։ — двоичные интервалы ранга [п] + 1, которые не лежат в 
но замыкание которых пересекаются с замыканием интервала Дх'Л то

Д։с 5֊, г = 1, 2. (65)

Поскольку Еп(х) линейна на интервалах Д<, ։=1,2, то из (65) 
следует (см. лемму (1.3).

]ая Е„ (х)| < С (о) X, х £ Д։ II Д։. (66)

Применяя лемму 3.1 из (66) получим

(х, /<х> Р) 
|а.Гя(х)|<С(8)Хд , хО‘х-‘). (67)

Пусть 7 0 и — интервал концентрический с ։) и длины
(1 + 27)| 4х'* ’|. Из (67) следует

[ Е 4^(*)</х<
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<С(8)Х’ £

(68)

<с(8)л*  s :

*1 О I («>(

։;+п
4 dt.

Учитывая, что card {n:(n)c/Jx' 1 и [п]—/) -С2 \lq |, из (68) 
получим

2 а’Ля2(х)<С(8)Х« S
2֊^|

<С(8, Т))>։РГ’։)1-

Обозначая (?т = П (/^’/’)*,  из (69) имеем 
ч

(69)

q' <л>с8‘
Из (70) следует

и>=3х

(70)

(71)

Легко видеть, что (В‘)с = У <2Т> из (71) получим (63), а из (63) 
Т>°

■ (62) следует

со п. в. вне Вх.
л—О

Учитывая, что Г) Вх = £х (см. (71)) и Ек — Т\Е\ из 
։<1

лучим

(72)

(72) по

п-0
Устремляя е к нулю, из (73) и (60) следует (В).
Доказательство импликации (£)=>(£)). Пусть

£ аяВя(х) < 4- со п. н. на С. 
п-0

Тогда для произвольного «>0 существуют Х>0 и Е?'с. б такие, что
ОО
2 ап Рп (х) ■< X, когда х^£Х֊ (74)
л=0

И

|Ьх|>|С|-е.
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Обозначим Е, = Т'\Е' и для 8£ (0, 1) по формулам (2), (3) по
строим множество В',. Тогда если {/։} £ В,, и ДЛ, ։՛= 1, 2, левая и пра֊ 
вая половины интервала, то хотя бы для одного ДЛ выполняется

|Дл П Ех| ։|аа < (75)
Учитывая, что на Д*,  функция ^п(*)  линейна, из (75), лемм 3.3 ч 

1.4 получим

ЕЛ (х) «/х > С (&). когда (л) с В*.  (76)

(£*)*
Из (76) и (74) следует

2 а’<С(8) Г X а2Г2(х)Ле<С(6)Х.

ЕА

Следовательно ряд

У, аЛ Е„ (х) почти всюду на Т сходится. (П)

Докажем, что

։ |алЕл (х)К + со п, н. вне В‘. (78)

Пусть представлено в виде (64) и {л} Тогда 2-|"1<^
«С 17У’ ”1 и если д։ и Да — Двоичные интервалы ранга [л]-|-1, 'которые 
не лежат в /д''°։, но замыкание которых пересекается с замыканием 
интервала /дХ՛։>, то

Д*сВ1 ։ = 1, 2. (79)

Поскольку апЕ„(х)- полином второй степени на А/, : -- I, 2, то 
из (79) следует (см. л>мму 1.3>

ап Еп (х) « С (8) К. х (; Д։ У А, (80)
Применяя лемму ’ 1 нч (80 получим

|л] - । _
|а„ Л, (лЯ < С (8) Х։92 - (л. /< •։։), Л (. »>. (81)

Пусть 4';՛^ —интервал, концентр.։ с /*̂ ’։ и длины (14֊2-[)Х 
X 7?Х'4||| 1 > 0. Тогда из (81) получим (проводятся выкладки, анало
гичные (68), (69))

Г 2 1аЛЕЛ(х)|</х<

4- II)։
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(82)

Из (82) вытекает 
1

| |а,Вл(х)|</х<С(8)/Л (83)
{’>св£

Тде = Л (^'т? )'• Поскольку (ВУ = и <27, то из (83) следует (78). 
д ' ' Т- 0

Устремляя 5 к 1 из (78) получим

2 |аЛГЛ(х)| < -г °° п. в. на Е). (84)

Итак, ряд £ а.Е,(х) п. в. на Е" сходится (см. (84) и (77)). 
л-"0

Устремляя X к + ос получим (Д)
Доказательство импликации (В) =^-(Л). Из (В) следует,

’ЧТО

У, 1пЛп Рп (х) < -|- О° П. в.-на С,

где е„= + 1. Следовательно ряды

У вЛаяВЛ(х) (85)

п. в. на й сходятся. Поэтому ряды (85) сходятся по мере на В. А из 
сходимости на О рядов (85) при любых еп = ± 1 следует безусловная 

сходимость по мере ряда У аиВЛ(х)наС (см. [16], гл. 1, теорема 1).
"о

Аналог теоремы 4.4 был доказан для мартингалов [18], для систем
Хаара [19] и Франклина [11].
Теорема 4.4. доказана.
Ереванский государственный
университет Поступила 23. I. 1989

Գ. Գ. ԳԵՎՈՐԳ9ԱՆ. Թեորեմէեր Սարոմթերցի կողմից կառուցված Տրաէկփնի մոդիիիկացված 
համակարգի վերաբերյալ. II. (ամփոփում)

Աշխատանք ում փտարկվոս! է Ատր^րեր^ պարբերական (Հյ*)}^  հ^ակարցր,

Մտոնավորապեո, ապաց.լցվաք է, ,ր ի՞ (х) համար հէտևյաշ պայմանները 

համարժեք են.
■»

-1’ У а” Вп(г) гшГ9Р "Լ պայմանական զասքամիտոսք է (0, |)-»ւ/ Д 0’
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*■ I i а’Л?(л)(х)р ££,((), 1), р>0; 
I п=о J

3. Sup 
N

N
Ё a„Fn(x)

H=aQ
6 АДО, 1), р>0:

G. G. GEVORKIAN. Theorems on modified Franklin system, constructed 
by Stromberg. Il (summary)

Tho paper consideres periodic Stromberg system and proves that

the folloning conditions on a series У ozl Fn (x) are equevalent 
л—U

1. У an Fn (x) unconditionally converges in АД0, 1), p>0;
/1 = 0

2. ( 1, p>0;
I n-=o J

3.
N

Sup у anFn(x) ££Д0, 1), p>0.
N »U>
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