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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО 
РЕЗОЛЬВЕНТНОГО УРАВНЕНИЯ

Рассматривается вопрос о разрешимости уравнения
Хи(х)Ч-Р(х, £>)ы(х)=/(х) (1)

во всем эвклидовом пространстве Rn. Здеь Р(х, D)—равномерно семи
эллиптический оператор с коэффициентами, удовлетворяющими анизо
тропному условию Гельдера, X—комплексный параметр, f принадлежит 
определенному анизотропному пространству Гельдера.

В работе [6] была построена функция Грина (фундаментальное ре
шение) уравнения (I) и получены оценки этой функции и ее производ
ных по пространственной переменной X £ Rn. Эти оценки позволяют 
нам установить коэрцитивную разрешимость уравнения (I) и ограничен
ность резольвенты семиэллиптического оператора в анизотропных про
странствах Гельдера.

Определим необходимые понятия и сформулируеал основной резуль
тат настоящей заметки.

Пусть Rn—n-мерное евклидово пространство точек х=(х։,--- 
■ ■ ■, хя), Z*—пространство мультииндексов, т. е. векторов <։=(։,,• • - , яя) 
с целыми неотрицательными координатами; тп = (тп։, ,птя) — вектор 
с натуральными компонентами, р=(р1։- ■ •, ря), где . п)

п Ци.
Если a£Z+, то положим 5’ = Е®1 • ■ • с®« , |В|р. = V |с *,

*-1

л гл 1 д((*, ։)= »*, . где DX/l = — ——.

Обозначим через Ст (Rn) пространство функций v на Rn, имею-՛ 
щих непрерывные ограниченные производные D" v, (р։“)<1, с нормой

= S sup
х6Яя ' '

Пусть 0 < е • max m* 1.
1<Л<л

Определим С՝ т (RK) как пространство всех непрерывных ограни
ченных функций v на Rn, для которых

М =sup (*)1 + 5цр v'՝^՝ < °°- О)
с։т хе«я |х—д'' '

х,>6Ля

Наконец, определим C(։+l>'n (R„) как пространство всех таких 
функций V^Cm(Rn), что
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Н,,,. sup --------------------p—(4)
С^+Ълт гт (!Д_1 x+y X-Pln

■*»yc/c ,i

Пусть P (x, D) =£a, (x) D'+ £6з(х)/?э — линейный дифферен

циальный оператор с действительными коэффициентами

а, £С։'"(Е„) ((!Ъ%)=1), 6?еС։Я1(/?„) (1- (н,Р;,)>е) и

Р (х,;)=£а, (х)«’ -{- У Ьу (х) :՛’ —отвечающий ему характеристичес- 
(ц, «)=1 (а,р)<1

кий многочлен, относительно которого предполагаем, что он явля
ется равномерно семиэллиптическим (квазиэллиптическим) (см., напри
мер, [1]), т. е. существует число 3 > О такое, что при всех 
хС/?я

8|^<£а.(х)?<8֊Ч'|и. (5)

Справедлива следующая

Теорема. Пусть ։р,։£(0, к), )0—доста точка большее положи
тельное число, >. = |Х| exp (iarg'i), \arq Х| С т—q>0, р | ло ^>0, т; £ (0, е).

Тогда для любой функции f £ Cri,n(Rn) уравнение (1) имеет 
единственное решение и £ С՝Т՝*'1>т ( R„), задаваемое формулой

«(•*: '')== | К(х,у, б) f(y)dy, (6)

где К(х, у; /.) — функция Грина (фундаментальное решение) урав
нения (1) (см. [6]), причем справедливо неравенство коэрцитив
ности

Mc(r'+1)m < (7)

с постоянной М"> 0, не зависящей от f и л. 

Следствие. Резольвента [/•/+ Р(х, Z))]՜1, действующая в про
странстве С7'" (Rn), является ограниченным оператором и верна оценка 

![>./+Р(х, О)]֊Ч <<л֊’. (8)
Сг1т -- с>т

Отметим, что изучению свойств резольвенты эллиптического опера
тора произвольного порядка в различных пространствах посвящено 
много работ (см., например, [2]—[5], [7]).

Ниже приводится схема доказательства указанной теоремы.
Конструкция функции Грина (фундаментального решения) уравне

ния (1) методом Леви приводит к формуле для решения этого уравнения 

и(х;Х)= [Е(х — z-, z\ л) f (z)dz 4-

+ [ [ £(* — у; Ч Г(у՛ k) dyf(z) d?, (9)
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Здесь Е (х— г, х; X)— фундаментальное решение уравнения, которое 
получается из (1) отбрасыванием младших членов и .замораживанием“ 
коэффициентов в точке а Г" (у, г;)՝) определяется из некоторого
интегрального уравнения (см. [6], [7]). Получение оценки (7) опира
ется на неравенство (10) и формулы дифференцирования (11), (12) 
(см. ниже).

Пусть х1։ х\£Еп, 9^(0>е)- Тогда
|Г(х։, г;Х)-Г(х„ х;Х! <

*=1

шах /я, 
2 -<АХ| 1х*-։|

1*1 — (Ю)

с постоянными М > 0, не зависящими от х։, х։, г и X.

Из оценок работы [6] и представления (9) следует существование 

и непрерывность производных О' и(х;Х) ((р,»)<1), причем

О' и (х; Х)= 7Г(х — г> *•) / (*)

4֊У^ О\Е(х—у,у,'к) Г (у, г, X) (г) с/г ((р,а)<1), (11)

О' и (х ; X) =. (Р- Е{х - г. г ; X) [/(г) - / (х)] <[г +

+ У [О' Е(х —х, г ; X) - ( - 1)1«: О'г Е (х-г, х ; X)] </г/(х) +

4՜ | у О' Е (х—у, у ; X) [Г (у, г ; >)—Г (х, г ; X)] Лу + 

+у [[£>; Е (х-у, у;))-(-1)1*1 О; Е(х -у.х-X)]-

• Лу Г (х, г;Х) /‘(г) Дх ((р, а) = 1). (12)

Неравенство (8) вытекает из (7), если последней придать опеоа- 
тооную форму.
Ереванский государственный
университет Поступила 13. I. 1983
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