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ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ ПРОДОЛЖЕНИИ РЯДОВ ДИРИХЛЕ

В настоящей работе рассматривается вопрос об аналитическом про­
должении через интервал на прямой сходимости рядов Дирихле вида

£ апе֊«п>‘, 
П"1

(1-1)

где к—голоморфная функция в правой полуплоскости с определенными 
свойствами. Аналогичный вопрос для степенных рядов рассматривался 
в работе [1], где в терминах «функции коэффициентов» (функция, ин­
терполирующая коэффициенты степенного ряда в натуральных точках) 
был найден новый критерий регулярности замкнутой дуги, лежащей на 
границе круга сходимости исходного степенного ряда.

В данной работе, в таких же терминах, установлены достаточные 
условия аналитического продолжения рядов Дирихле вида (1.1).

1°. Формулировка результатов. Пусть О—область из ко­
нечной комплексной плоскости С, Н(О)—множество функций, голоморф­
ных в £). Положим

Пй=:С^С:КеС> а),

С : |аг2С|<р| для 0<₽ 

(а)= (С£С:|С֊а;<р) для а£С, р>0.
Рассмотрим класс Н* функций к(^Н(Пй) таких, что Ре'(С)^>0 для 

* € Для / £ Н+ положим

с.= |„( ««ме + п), (12)
О<5<- ;

Известно (см. [2], стр. 60—61), что 0<сх < + причем для 

любого ?<՜ — 
2

сх= Ит _Ц9_. (1.2')

Определение 1. Для функций к£Н+, величину

о = 3) (?)=)1т 1од!?(С) 
сеГд ЯеЦС)

назовем типом функции <։ в Др относительно
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Рассмотрим, далее, класс Л функций для которых 1т л(.)
1тС^>0 при С£П0, 1т СУ=О и удовлетворяется условие

lira Д^-=+ °°- 
л-- logn

Примером функций класса Л является функция
х(С)=?, «ио, 1].

Для к£Л будем полагать
Jim_ Im Mre№) _^(9) 0^/JL, JL
I—‘<x> Re ).(rew) \ 2 2

(1.4)

(1.5)

понятно, 4TO0.8ji (0) >0 для 0 6

Известно (см. [3], стр. 115), что при условии (1.4) абсциссы про­
стой, абсолютной и равномерной сходимости ряда Дирихле (1.1) совпа­
дают и определяются формулой

«- |ЙГ.(1.6) 
л-*« А (п)

Сопоставление (1.3) и (1.6) показывает, что и<ох (?).
Определение 2. Интервал I на прямой сходимости ряда (1.1) 

назовем интервалом голоморфности этого ряда, если сумма ряда ана­
литически продолжается через Л

Основным результатом работы является следующая

Теорема. Пусть Р < тс/2 имеет конечный, тип я = 
=3x(f) относительно функции Х£Л. Рассмотрим ряд Дирихле

t ?(n)e֊^” 
/»■•1

(1-7)

с абсциссой сходимости и, и пусть

, 2*МР) tgP 
с>. МР) + tgP

Тогда интервал

: .и —зи 4֊1-------
МР)

является интервалом голоморфности ряда (7.7).

Заметим, что если сх = 0, то интервал 1 принимает вид (и — zoo,

и + i----- -
МР).

а при Сл=т^0 (поскольку тогда 5j(0)=tg0)

—вид
tgP

. . и —□ п+ I 
tg?
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2°. Вспомогательные леммы.
Лемма 1. Если функция удовлетворяет условию

log п=о (Reл (и)), при л—»ос, то

litn Re 1(C) 
log ICI = H-OC. (2.1)

Доказательство. Покажем сперва, что выполняется условие

lim -S»’«'1 
log г r>0 8

= + со.

Для г^-3 выберем натуральное число л так, что л<г<^л + 1, 
и к функции Re X и кругу АГЛ (л) применим неравенство Гарнака.

Мы получим

Re )(г)>----- --------! Re Х(л)> ----- -
л + |г — л| л + 1

Re Х(л),

Rek(r) . 1 Re Х(л) --------- -  > —------------------’ ОО при г —. ОО. 
log г 2 log (л + 1)

Пусть теперь С = 5 + ։^^Дз- Применяя опять неравенство Гар-
ICP нака к функции Rei и кругу Кг{г), где г = ----  получим

Re X(r),C Ç Др.

Отсюда, поскольку |С — г| 1Ш.
*

. г > |С|, получим оценку

Re 1(C) > |С| —|т/ Re 1(г) > 1 - sin (Р/2) Re Х(г)
log |С| ^|C| + hl log |С| l+sin(₽/2) ■ log r ’

гарантирующую выполнение (2.1). Лемма 1 доказана.
Для pÇ (о, будем обозначать через Ар, р положительно ориен­

тированную границу области Др \/Ср (0).
Лемма 2. Если функции <p, X удовлетворяют условиям теоремы, 

то интеграл

Гч>(С) е-МО- 
J е»^-1

Л (2.2)

представляет голоморфную по z функцию в области

z = х + iy Ç С : х и, 
о —ц _ г — и

$.՛?) I ՛•
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допускающую аналитическое продолжение черев граничный интервал 1.

Доказательство. Лемма будет доказана, если показать, что для 
произвольных чисел а и Ь, где

а — и 2к ь а — и------- ---------- <Г а <С Ь х, — --------- .
1^9 с* М₽)

существует такое число 8 >• 0, что интеграл } (.2) сходится равномерно 
на замкнутой области

^а.ъ = |х = х + ф^С:х>В-։, а ■< у < Ь}.
Зафиксируем е, удовлетворяющим условию 0 < в < </, где

/ 2к \<7=пнп (и — а — А8х(Р), и — а-}- (-------НаИд₽). (2.3)
\ С). /

Оценим в (2.2) подынтегральное выражение

. . .. ?(С) е֊™
Ф (?. -) = ------ ------- •

в”«-!
Из (1.3) при любом в0 > 0 имеем

|<р(С)|<е<’ +. (2.4)

Зафиксируем так’ что

при тп = 1,2,••• Найдется число £^>0 такое, что для >£С\иЛр(т) 
т = — «•

выполняется неравенство

(2.5)

Поскольку для г — х 4՜ (у
|е—>(С)ж| = е-Лг/(:)х 4 1т1Л'.)у

то в силу (2.4), (2.5) получим оценку для С£Дз\11 К? (т), г£С:
/77—«О

Ф (х, ') < ехр !(о4-е0) /?ел(С) — Ле'л(С) (и—в) +

4- 1т л(ч) у КН,_|_։;'’}}> где р—константа, не зависящая от г, С.

Перейдем к оценке Ф (х, С), когда г £ йо.(,.
Пусть сперва т(>0. Тогда, учитывая (1.5) и условие 1т ).((,) >0, 

вытекающее из определения класса Л, имеем

Ф(г, ^Х-^ехр |[з — и 4-«п 4-е 4-(М₽) ֊ ®о) 6] • /?вк(С);,
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Следовательно, в силу выбора е по (2.3) при достаточно малом ео по­
лучим

|Ф (Z, С)|<—(2.6) 
к

где — константа, не зависящая от z, С
Пусть теперь у 0. Тогда из (1-5) и условия 1т Ц') \0

имеем для С £ Др \ U Kf(m), z£C
/п=О

1ф(гД)|<-֊- exp ((о—u+e-|-e0) Re X(Q— 
к

-|/mX(Q| а-2ф|).

Следовательно, учитывая (1.2), (1.2') и выбор е по (2.3), при доста­
точно малом Во получим

|Ф(г,С)К-^-е-т.Е, (2.7)
к

где 7։ >0 —константа, не зависящая от z, С

Заметим теперь, что к функции Л £ Л применима лемма 1, так что 
по этой лемме она будет удовлетворять (2.1). Поэтому из оценок (2.6), 
(2.7) следует, что интеграл (2.2) сходится равномерно по z £ 2О,6 и, та­
ким образом, представляет голоморфную функцию внутри Лемма
2 доказана.

Лемма 3. В условиях теоремы интеграл (2.2) имеет представление

J(z)= jyt(n)e֊W, z£D. (2.8)
л=1

Доказательство: Рассмотрим область

Em=( (0)W i(0), Р£ (0,-1) 

\ / т+ 2 \ 2 /

и пусть Sm означает положительно ориентированную границу Ет.

Контур Sm охватывает точки л=1,- • •, т и состоит из границы £р,Р об­
ласти Др\/С,(О) и дуги Гт =

По теореме Коши о вычетах при z £ D имеем 
г т
; 1 ?(«)е-Мя)։ ■ (2-9).1 еЛ1-—1 „_1

При т-*֊оо из формулы (2.9) будет следовать формула (2.8), если 
доказать, что для z

^*Ф(г, при т-* оо, ^2.10)

• Гт
где Ф(х, С) — подынтегральное выражение в интеграле (2 2).
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Рассмотрим область Ея,т = Ет'''- Ел։ т'^> п՛ и пусть 5n,m—d £«.■ 
положительно ориентирована. Ясно, что контур S<i,m охватывает точки 

*=л+1,---, т и 5л,т=^-“’иГтиГя.

где означает отрезки L^f, образованные пересечением Lf,r Л 

П(/^т(0)\Кя(0)). По теореме Коши о вычетах при z^D имеем

С®«,) Л = £
J »-"+։
Х«,т

то есть
Гф(х,С)Л- (ф(«Л)Л+[ Ф(а,С)Л= £ ?(*)в֊‘<*>«.
J J J *=л+1
Гт Г„ L

р

Отсюда следует, что для z^D

f ? {к)е֊^ 
*-«+1

Поскольку ряд (1.7) и интеграл (2.2) равномерно сходятся внутри об­
ласти О, то последнее неравенство обеспечивает равномерную внутри О 
сходимость интегралов из (2.10). По теореме Вейерштрасса интегралы 
(2.10) будут сходиться к некоторой голоморфной в области О функции 
ф. Таким образом, для вывода (2.10) и, тем самым, завершения дока­
зательства леммы 3, остается показать, что ф(г) =0 при г £ £).

В силу теоремы единственности достаточно доказать, что ф(г)=0 
при х>з, у = 0 (г= х + гу). С этой целью возьмем <о > 0 и заметим, 
что для у = 0 и для *=։-|-гчСГт из (2.4), (2.5) следует оценка

1ф (*> ՝)1 <-у-ехР (Re М9 (ео -<“)-г- (ч—hl)},к
где £0 >0 — произвольное фиксированное число. Отсюда при т)^>0, 
выбрав достаточно малое е0, получим оценку

К

Оттуда же, для т) < 0 имеем

1ф(*>0К~вхр f(e0 — <о) Re А.(9—2к 5 tg в| 

(2.11)
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так. что при достаточно малом ч получим: при ,

Ф(։>;)!<_Р е4.я.мо-«»^ ,

откуда

I® (», чк— ек (2.12)

Если теперь, используя лемму 1, в оценках (2.11), (2.12) устремить 
к бесконечности ' £ Гт, то получим, что интегралы из (2.10) стремятся 
к нулю при /п—»оо, то есть при х > о 4՜ °», у = 0 : ф(д) — 0. Итак, вви­
ду произвольности и» > 0 Ф(г) = 0 при х2>о, у = 0.
Доказательство леммы 3 завершено.

3°. Доказательство теоремы. Рассмотрим интеграл (2.2). 
По лемме 3 интеграл (2.2) при 2^0 представляется рядом Дирихле 
(1.7). С другой стороны, по лемме 2, интеграл (2.2) представляет го­
ломорфную функцию в области О, допускающую аналитическое про­
должение на интервал /. Следовательно, сумма ряда Дирихле (1.7) по­
средством интеграла (2.2) аналитически продолжается на интервал Л 
Теорема доказана.

В заключение выражаю искреннюю благодарность академику АН 
Армении Н. У. Аракеляну за постановку задачи и руководство.
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