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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ ФУНКЦИЙ 
ТИПА БЛЯШКЕ-ДЖРБАШЯНА

Г. В [1] (см. также [2]) М. М. Джрбашян установил широкий 
класс формул типа Иенсена-Неванлинны, зависящих от непрерывного 
параметра а(—1 < а < + °о) и совпадающих с классической формулой 
Иенсена-Неванлинны в случае а = 0. Эти формулы порождали семей
ство бесконечных произведений типа Бляшке для единичного круга 
£>={х:|х|<1].

В [1] при любых (4^0) и а6(—1,֊г<») введена следующая 
аналитическая в О функция

. (1) 

и доказано, что если последовательность комплексных чисел 
1Яя|։"с£> удовлетворяет условию

л»1 
то бесконечное произведение

(х, |хя})= п 6<1։ (*. гп)
Лв1

абсолютно и равномерно сходится внутри О и представляет аналитиче
скую функцию с нулями

Отметим также, что

~гп ■
«-։ 1—-гпх

С помощью произведений |г,}) М. М. Джрбашян устано-
и\ кш։н5:։е ф кгдэ ։ ։ гцч ։ новых широких классов мероморфных 

круге £) функций.
2°. В [3] (см. также [4]) А. М. Джрбашяном было введено семей

ство бесконечных произведений типа Бляшке-Неванлинны для полуплос
кости, которые затем были использованы [5] прй установлении формул 
типа Иенсена-Неванлинны, Карлемана, Б. Я. Левина и канонической 
факторизации новых общих классов мероморфных в полуплоскости функ
ций.
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В [6] введено другое, более простое по конструкции, семейство бес
конечных произведений для полуплоскости, которые также были исполь
зованы в [7] при установлении других формул типа Б. Я. Левина и 
канонической факторизации классов мероморфных в полуплоскости функ
ций с неограниченной характеристикой Цудзи.

При любых ' = =-т֊/т(^ С=\г : 1т г«^0}, а£(—1,в [3] и [6] 
введены в рассмотрение следующие аналитические в С функции

1д|
Ь^(г, ;)=ехр{- Г( М <(д_0]-1-. + [/(х ),« (2)

о
։М

6® (*.с) = ехр{—Г [т-Н (*—<Л). (3)

и

Как показано в этих работах, если последовательность комплексных 
чисел (г„}“сС при некотором а£( —1,-|֊оо) удовлетворяет условию

Ё 11тх* 11+։<+°°> 

л=1

то бесконечные произведения

£<*’ («, |гл))=П Ь £*> (х, х„) (4=2,3) 
л “1

абсолютно и равномерно сходятся внутри полуплоскости О и представ
ляют аналитические функции с нулями |гп|“.

В частном случае а = О 
I ■ •

2 — 1

3°. В настоящей заметке устанавливается, что приведенные выше 
функции Ь (х, ;) (4=1, 2, 3) допускают интегральные представления 
одинаковой структуры:

Теорема. Для любого а £ (—1, -|-оо) справедливы следующие ин
тегральные представления:

№

Ь^(г, -.)=ехр { [ (1 - 0։֊֊-|, «, Д (4)

1՜

6-Л. ;) = ехр|у " ).։>։€С,

1
(5)

')=ехр^ (1—
(6)

1
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где интегралы берутся по любым контурам, лежащим в круге D, соединя
ющими точки 1 и = б£*։ (г> С) (i=l> 2. 3), и не проходящим 
черев начало координат при zri-

Доказательство. Сначала докажем теорему в случае Im ^*>=/=0 
(Ä—1, 2, 3). Общий случай будет следовать из теоремы единствен
ности аналитических функций. В силу независимости экспонент в 
(4)—(6) от контура интегрирования, после интегрирования в (4) и (6) 
по контурам

( , 0<х<1 | (4=1,3).
I х(1-*<*))+ J

будем иметь

6о*’..р{|(1-0--^-} = ехр{-]’(х+_^։5)1֊х-Л (7)

1 о

Далее, заметив, что

д (<-х)С bo3i _/
1-6<п ’ 1-Ь<* 2|1ш;|'

из (7), с заменами переменной

х = —֊ (4=1), х=— ------ (4 = 3),
1-м1 х 2|1т;|

и ввиду формул (1) и (3), получаем формулы (4) и (6) георемы.
Перейдя к доказательству формулы (5) заметим, что

№ Ь? №
Г /'-‘Х՝ * „ Г С1՜')* л С П-О* л 11 । I I I •3 \1Ч-// / .1 (1-М)1+< / .] (1-Н)‘т*

Если интегрирования в правой части этой формулы будут произве
дены, соответственно, по контурам



Об одном семействе функций 585

Теперь, заменой переменной х= '|1т;1 в обоих последних интегра
лах, ввиду (2), получаем формулу (5) теоремы.

Из доказанной теоремы следует способ построения новых функций 
типа Бляшке-Джрбашяна.

Обозначим через Ф класс функций ф(0. удовлетворяющих следую
щим условиям:

1. ф(/) аналитична в единичном круге О.
2. ®(0)=1 и при 0<[ж|<Ч сходятся интегралы

Г *1 л,
Л I 

1
взятые по контурам, лежащим в О, соединяющим точки 1, г и не про
ходящим через нуль.

При <р(О€Ф введем функции

(г, с)=ехр ( [ Л | 1. 2), (8)
I м * >

где х, 4^/3 при к=1, при Л=2, а интегралы берутся по кон
турам, лежащим в И, соединяющим точки 1, = Ь^к'՛ (х, 4) и не про
ходящим через нуль при х=/=;.

Заметим, что функции Ь№ (г, ;) можно представить также в виде 

6^)
• (г, 4)=^ (г, с) ехр У՜՜—~ Л

1
Так как ф (0) = 1, то здесь контур интегрирования уже может прохо
дить через точку нуль.

Очевидно, что функции (*, с) при фиксированном ; анали
тичны в У? (&=1) или С {к—2) и имеют нуль только в точке г—՛-,, 
притом первого порядка.

В заключение отметим, что в (8) вместо функции (х, ;) мо
гут фигурировать другие аналитические в О или С фуннции по мо 
дулю меньше единицы, обращающиеся в нуль в точке х = ;. 
Ереванский государственный 
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