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§ 0. Введение

0.1. В двух работах 40-х годов [1, 2] одним из авторов данной 
статьи впервые были введены и изучены классы голоморфных в единич
ном круге Р=(х:|х|<^1) функций /, подчиненных условию вида

|]'|/(9к-(1-К|։Г</Е^< + а>(С = 5 4-^), (0.1)

о
где 1<р<4֊со, а^> —1. В работе [2] для этих классов было ис
пользовано довольно естественное обозначение Нр (а)*, навеянное тем 
фактом, что при 1^р<4-оо классы //’'(а) (а>—1) являются суще
ственными расширениями известных пространств Харди Нр в круге. 
Как оказалось, классы Нр (а) 'обладают рядом важных свойств, среди 
которых прежде всего следует отметить их интегральные представ
ления —аналоги интегральной формулы Коши для пространств 
Нр (1 р 4- со). Более точно, в заметке [1] была анонсирована, а в 
работе [2] приведена с полным доказательством следующая

Теорема!. Любая функция /(г) С Нр {о.) (1 р + оо, 
—1) допускает интегральное представление

/(*)= — 1՜ 1՞/{С) •(1 * € а (0.2)
~ ֊ и (I—г • ’)о

Этот важный результат нашел существенные применения как уже 
в самой работе [2], так и в раббтах других авторов при решении ряда 
тонких задач комплексного анализа (см. обзорные работы [3, 4] и мо
нографию [5]).

0.2. В дальнейшем в работах ряда авторов были установлены ана
логи интегрального представления (0.2) для функций многих комплекс
ных переменных. Прежде, чем ознакомить с соответствующими резуль
татами, введем некоторые обозначения.

При т>-1, п^-1 обозначим через Мт. „ множество всех комплекс
ных матриц из т строк и п столбцов и заметим, что М\.л суть обыч-

* Подробные замечания относительно искажения истории вопроса о введении клас
сов НР (а) приведены, в частности, в обзорных работах [3] и [4], а также в моно
графии [5].
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ное п-меряое комплексное координатное пространство С". Обобщен
ным единичным кругом (в пространстве Мт,„) называется область 
Кт,я, состоящая из тех матриц С € Для которых матрица
С • ч* положительно определена. Здесь А ) £ Мт,т суть квадратная 
единичная матрица порядка т, а ,*^.Л{п,т обозначает эрмитово соп
ряженную к С матрицу. Нетрудно проверить, что /?՝.„ совпадает с

единичным шаром Вя = { С = (м» ՛''» ^") £ С : | С | = 5.1 -4 |* < I) в про-1 

странстве С՞ = Мг. п. В частности, Кг, ։ представляет собой еди
ничный круг РсС. Далее, при т, п^-1 через рт.« обозначим лебе
гову меру в пространстве Мт, п=^т • Кроме того, для произволь
ного комплексного числа Р такого, что 1, положим

л
ПГ(?+О

С„.. (?):------------- ---------- -----------------------~ (0.3)/и л 7ьтя
ПП?-г*)-П Г(₽+у)
*=։ /-։

Справедлива следующая
Теорема II. Пусть т, п 1 и 1 ’хЧ՜00, —1. Тогда 

каждая голоморфная в области Кт,„ функция /, подчиненная ус
ловию

|| д:) (/<->-:•:*)]“ ^.«(сх-ь«, (0.4)

Ят,п
допускает интегральное представление вида

/81 Г/(»)• [де1 ((О 7,к
/- ст,„ (й) • j —[де{(/(т?_2.!;.)]тхп+з — ’ я. (0 5)

^т,п

где комплексное число & выбрано следующим образом՛.

Ке?> (а +1 )/р—1, 1 <р<+ =о, (0.6)
Ре₽>։, р«=1.

При т=п=1, то есть для единичного круга Я։. ։ = £>СС, данная 
теорема была установлена в работе [2], когда ?=а. Однако развитый 
в указанной работе метод позволял установить этот же результат и 
при любом ?, удовлетворяющем условию (0.6). В общем случае 
/и, п^-1, однако дляр=2 и ։=р=0 теорема II впервые была доказа
на в монографии Хуа Ло —кена [6]. В работе Форелли и Рудина [7] 
этот результат был установлен при тп=1, п>1, то есть для единич
ного шара ВлСС", в предположении 1 р < + оо и а=0. В обзорной 
работе [4] одного из авторов на основе методов,' развитых в иссле
дованиях [1, 2], теорема II была доказана опять же при т=1, п> 1, 
но уже в предположении 1 р 4՜ °°, а — 1, то есть без ограни
чительного условия а=0. Далее, в общем случае т,п>1, но при
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+ ։=0 и вещественном 8>0 интегральное представление
(0.5) вытекает из работы Штолля [8], в которой рассматривались 
произвольные ограниченные симметрические области, каковой, в част՝ 
ности, является область Rm „ (т, п^-1). Наконец, в сформулирован
ном выше наиболее общем виде теорема 11 анонсирована в; работе 
[9], где приводится также краткая схема доказательства. Подробное 
доказательство этого результата изложено в работе [10].

0.3. Наряду с указанными работами велись исследования с целью 
получения аналогов интегрального представления (0.2) для определенных 
классов голоморфных функций в неограниченных областях. В этой связи 
в первую очередь следует отметить известную работу С. Г. Гиндикина 
[11], посвященную анализу в областях Зигеля. Эти области определяют
ся следующим образом:

D = [ ■»)= (z, и) £ С"+", z = х -\-iy £ С", и £ Ст :

y — F(u, и)£ И], (0.7)
где R» суть острый открытый выпуклый конус, а отображение 
F՝. Cm X Ст -» С" обладает некоторыми естественными свойствами, в 
силу которых F обычно называют [^-эрмитовой формой, заданной 
на пространстве С՞*. Отметим по ходу, что при тп = 0, когда форма 
F попросту отсутствует, D является трубчатой областью в С" с осно
ванием V с R". В указанной работе С. Г. Гиндикина [11] наряду с 
многочисленными глубокими результатами были построены воспроиз
водящие ядра для голоморфных в областях Зигеля Функций из про
странств Z.’, но без веса. Причем методы построения проходили и в 
случае ^-пространств, но^ только при 1 р < 2, поскольку доказа
тельство существенно опиралось на технику преобразований Фурье- 
Планшереля.

В работе Койфмана и Рохберга [12] было приведено почти без до
казательства утверждение о том, что на основе методов работы С. Г. Гин
дикина [11] можно построить воспроизводящие ядра для некоторых 
весовых /^-пространств функций, голоморфных в специальных областях 
Зигеля.

Но так или иначе, вопрос о существовании интегральных представ
лений для голоморфных в неограниченных областях функций из весо
вых Lp—пространств, где уже 1 р <-|-оо, оставался открытым, т. е. 
оставалась нерешенной задача получения наиболее полного аналога ин
тегрального представления (0.2) для неограниченных областей (пусть 
даже самых простейших).

Однако сравнительно недавно М. М. Джрбашян и А. Э. Джрбашян 
[13], основываясь на интегральном представлении (0.2), тонким пре? 
дельным переходом впервые строго доказали следующую теорему.

Теорема III. Пусть 1< р < + оо, а^> — 1, тогда каждая 
голоморфная в верхней полуплоскости П+ = {ш£С:1та>^>0) функ
ция f (ш), ш П+, удовлетворяющая условию вида

[ 1/(ш) |₽-Gin։o)x < -|- оо (<o=u+iv)l (0.8) 
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допускает интегральное представление
2-•(«+!) Г/(<■»)• (1т <°)^у , -г^П; (0.9)

№ г. .1 [/(®—®)]։+*
п+

Наконец, в нашей недавней работе [14] получен многомерный ана
лог теоремы III для области Зигеля вида

2я = {ф = (ш։, С":1т®1>/21“/1։} («>!), (0.10)

совпадающей при л = 1 с верхней полуплоскостью П+сС. Более точ
но, на основе уже имеющегося соответствующего интегрального 
представления в единичном шаре В„ССЛ (теорема II при т=1, л>-1; 
за доказательством отсылаем к работам [3, 4]) методами работы [13] 
была установлена следующая

Теорема IV. Пусть 1 < + ։>-1 и комплексное чис
ло р выбрано так:

Ие₽>(1+«)//»-!, 1 <Р< + °°. (0.11)
Кер>я, р=1.

Тогда каждая голоморфная в области функция /(«), ®£2„, 
подчиненная условию вида

[|/(ш)Гфтш,-£ </р։, „(<«)< + «, (0.12)
V1 у-г
ая

допускает интегральное представление

( /»•[ 1т®, — £ Н|’ Р </н.л(“>)

/(и,)=2п-1>8.С11։(?). —-- ------------------------- -■ ><р^8я. (о,13)

0.4. В настоящей работе мы, основываясь на интегральном пред
ставлении (0.5) и используя примененный в работах [13], [14] метод 
предельного перехода, обобщаем теорему III на случай областей, яв
ляющихся совершенно иными по сравнению с многомерными анало
гами верхней полуплоскости П+<= С. Доказывается также, что инте
гральные операторы, естественным образам возникающие из установлен
ных представлений, при определенных условиях являются ограничен
ными проекторами в соответствующих весовых пространствах функций.

В § 1 работы приводятся предварительные сведения, значительно 
облегчающие последующее чтение статьи. В частности, излагаются не
которые многократно используемые в дальнейшем свойства лебеговой 
меры р„,Л на пространстве всех лХл-матриц Мп.л (л>1) и лебеговой 
меры на пространстве всех врмитовых лХ л—матриц Н„.

Далее, §2 в основном посвящен выяснению сходимости и вычисле
нию некоторых важных интегралов; особое значение имеет исследование 
следующего интеграла:



Интегральные представлены 511

[Ш){|Т (<в)’ ’• 7 е R. (0.14)
J | бе( («>•—и>) р

где область к. состоит из тех « £ М„։„, для которых матрица 1ш ш => 
= (ш—ш*)/2/ положительно определена (предложения 2.3 и 2.4).

В § 3 при л >■ 1 и 4- оо, —оо<։ со изучаются ве
совые пространства

<м г р г 1
= /: И/Н,. = | |/(ш)|я.[бе1(1тш)]’ </р„.я(ш)< 4- (0.15)

к 
Л

и их подпространства НР (к„) голоморфных функций. Устанавлива

ется следующий основной результат (теорема 3.1):
Если л^-1, 1-Ср«\ + °о и а>тах (—1; р (л—1)—(Зл—1)}, то 

любая функция ("«) допускает интегральное представление

<• ГЫ Г /(ш) •[<1е1(1та))]?</|1Л,я (ш) С-г /п/ -ся,я(Р)- 1 --------- ------ ----------- , (0.16)
J [ае! (г (ш*—ш))]։л+?
«Л

где Ие р> («Ч-1>/р—1, 1<р< 4֊ ао, Ке ?>х, р=1, 
а константа ся,я (?) определяется из (0.3) при т=л>-1.

Наконец, в §4 доказывается, что интегральный оператор, порож
денный правой частью формулы (0.16), является ограниченным проекто
ром из 2^(пя)в Н[ (*„), л^>1, если выполнены условия: 1-<р<^4-со, 

а>р(л—1)—л, Ке {Г> (л+п)/р— 1 (теорема 4.1).

§ 1. Предварительные сведения

Всюду дальше мы будем работать с матрицами и при этом постоян
но использовать относящиеся к ним различные понятия и факты, боль
шинство из которых хорошо известны. Поэтому мы подробно останав
ливаемся лишь на некоторых узловых моментах. За более детальным 
изложением основных свойств матриц отсылаем к стандартным курсам 
линейной алгебры. Кроме того,-в нашей работе [10] в сжатом виде 
также приведены сведения по этому вопросу.

1.1. (а). Прежде всего напомним (см. §0), что для произвольных 
т> п 1. Mm,n обозначает множество всех комплексных матриц из 777 
строк и п столбцов. С точки зрения результатов настоящей работы для 
нас представляет интерес случай т — п, и, таким образом, мы будем 
иметь дело с пространством Мп,п (п 1), состоящим из всех комплекс
ных пХя-матрнц. Лебегова мера fin, п на пространстве Мп, п (п, 1)
задается следующим образом:

o>",n (Q== ^34 > (1.1)
}<1<я 1<]<п

где Ç = (с,у ) /<я £ Ма,п И ц =^Х(/ 4֊ f.ÿf/ ,
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Из (1.1) непосредственно следуют соотношения:
€ С\|0|, (1.2)

d рЛ,л (С + ч0)==</!^.я (-)• V^o € Мп,П‘
Далее, если X, У£ Мп,п—произвольные фиксированные матрицы, 

то имеет место соотношение:
rfHn.n(*-C-y) = |det(*)Mdet (У)|։я-<Кл(Э; (1.3)

на доказательстве которого мы останавливаться не будем.
В частности, если X £ Мп,п, а X* £ Мп.л суть эрмитово сопряжен

ная к X матрица, то
rfp„,n(A4-**)=|det (X) |4л-^п.л (С). (1.4)

(б) При произвольном п>1 через Н„ обозначим множество всех 
эрмитовых лХл — матриц, то есть таких матриц ч£М,.л, для которых

Иначе говоря, матрица С—‘(<;f.»)i</,/ п(- Мп,п принадлежит Н„ лишь 
при выполнении условий

К'» /<«• ' (1-5)
При л^>1 лебегова мера |Ч на пространстве НЛ задается так: 

. п

dy.n (Н) = 2я(п-1)'2- П dh“* (1;б)

где Н= (hij) кц j „ £ Нл и hij = xtj֊>- i yij a ֊ J<l<n).

Из (1.6) легко получаются следующие соотношения:

^л(*Я) = |а |Л’ </рл(А), R \ I0), (1.7՝
(н+ н0) = rfix„ (Я), у нп е Нл.

Кроме того, для произвольной фиксированной матрицы Х^Мп.п соот
ветствие Н-* X- Н- X* отображает НЛ в себя, и справедлива формула

d?a(XHX*) = |det (X)|* d^(H), (1.8)
доказательство которой также опускаем.

(в) Наконец, укажем полезную формулу, сводящую интегрирование 
по мере цп, п к вычислению интегралов по мере ц«(п 1). А именно: 
для произвольной измеримой функции f: Мя՝ п ->-[0, -f-oo] справедливо 
равенство

/ (С) d^„.„ G) = [ / (Х+ ։■ У) d?n (X) X d^.n (У). (1.9)

Mn.n НлХНл

•1.2. При произвольном л 1 через М*п,п обозначим множество 
матриц С С МП։П, для которых def (С)'#0. Иначе гойоря, суть 
множество всех обратимых лХ л—матриц. Для каждого С<Я*л,л че
рез С՜1 будем обозначать обратную к С матрицу, так что

(1,10) 
где /(л’— единичная матрица порядка л.
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Переходя к дифференциалам в равенстве (1.10), получим

• :) = </(/<«)) = 0 
или же

о С֊1, • : + :֊։ • </'з=о»
откуда вытекает, что

</(:֊’։ ~ —• л-с-ч (1.И)
Таким образом, мы приходим к следующей важной формуле:

1 ^д;), ’^м\.п. (1.12)
Не! (С) |4п

1.3. (а) Пусть А £ М„.„ (п5®1)—произвольная матрица. Догово
римся употреблять запись А^>0(А^=0), если, во-первых, А £ Ня, и, 
во-вторых, матрица А. положительно определена (неотрицательно 
определена). И вообще, если А։, А։(;Л/Л,П, то будем писать А։ > А, 
(А1^=А։), если А։ — А։^>0 (А։— А2^=0). Далее, хорошо известно 
(см., например, [10], § I, п. I. 3 (б)), что любая матрица А£ЛГЛ.„ мо
жет быть единственным образом представлена в виде

А = В+։ С, В, С £ Н„, (1.13)

при этом используются обозначения

В = Не А, С = 1т А. (1.14)

В работе [10] была рассмотрена матричная область

Мп.„ = { А е Мп.п : Не А >0| и (-4 £ Мп.п : 1т А > 0 } и
II 'Д :-1т А >0) (1.15)

и установлены следующие утверждения:

— если А £ М„.п, то Я ( Мп.п <С = > А* £ Мп.п ;

— если А £ Мп,п и а- (0, + СО), то а-А £ М„.п;

— множество Нп всех положительно определенных эрмитовых 

матриц содержится в Мп.п

— область Мп.п звездна относительно единичной матрицы 7<п), то 

есть из А ^М„.п и t £ [0,1] следует, что t • А 4֊ (1 —0 • 7(п) € Мп.п՝>

— М„,п с М*„.п , то есть для любой матрицы А - М„.„ , det 
(А) =*= 0.

(б) В указанной работе [10] было установлено также существова

ние и единственность голоморфной в области Мп,п функции g(A), 

А £ Мп,п , удовлетворяющей условиям

ехр (A)} =det (А), А £ Мп.п, g (/м )= 0, (1,16) 
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Эта функция g обозначается через Indet и обладает следующими 
свойствами:

Indet (Л*) = Indet (Л), Л (■ Мя.я,

Indet (а- Л) = п • Ina -f- Indet (А), Л £ М„,„ , а € (0, — ОО);

Indet (Л) =« In [det (Л)], Л£ Ня+с=ЛГя...

Имея в нашем распоряжении функцию Indet, можем определить 
степенные функции, полагая для произвольного 3 — С

[det (ЛЖ^ехр {?• Indet (Л)), А^М„,п. (1.17)

При атом нетрудно проверить, что

[ det (а Л)]’ = an' -[det (Л)]’, А^М„.Я,
аС(0,+ ~). (-118)

(в) Как видим, хотя голоморфная в области Мп, п функция Indet 
определена однозначно, она не задается конструктивно. Поэтому жела
тельно иметь как можно больше относящейся к ней информации. Так, 
например, из (1.16) легко следует, что

Re [Indet (Л)] = In | det (Л)., Л £ Мя.„. . (1.19)

Что же касается поведения мнимой части функции Indet, то этот воп
рос подлежит более тщательному рассмотрению, к которому мы и при
ступаем. Прежде всего, справедлива

Лемма 1.1. Пусть Р (z), г£С—такой многочлен степени 
п^О, что Р (f)=£0 при [0, 1], причем Р (0),=- 1. Обозначим через 
ln[P(Z)], /€[0,1], непрерывную на [0,1] функцию, однозначно опре
деляемую условиями

ехр |1п[Р(/)|) = /€[0Л].
In[P(f)| ,„, = 0. (1.20)

Тогда справедливо неравенство

| Im {In [ Р(П]} | /€[0,1]. (1.21)

Доказательство. Прежде всего заметим, что справедливо тож
дество

М/Ч/)]^ [֊^*./€ [0,1]. (1.22)

о
Затем исходный многочлен Р(г) запишем в виде

Л

Р (г) =» Л • П (г — а*) , г € С, (1.23)

где Л € С\[0>, { а*}, С С \[0,1 ]. Тогда легко проверяется равенство
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Р' (Ч) Л 1 
֊֊“£—(1.24)
Р (') 4—1 - ֊ 04

Полагая далее для произвольного а€С\[0,1] 
<

, / € [0.1]. (1.25)
о

из (1.22), (1.24) и (1.25) будем иметь

1п[Р(/)]=уУв4«), <6 [0,1]. (1.26)
4-1

Следовательно, для доказательства основного неравенства (1.21) доста
точно установить, что при любом фиксированном о € С\[ 0,1]

11т то (0 |< к, <6 [0,1]. (1.27)

Если к тому же то 1т Ф՝о(<) = 0, /£[0,1], и тогда (1.27) оче
видно. Поэтому пусть теперь а -֊ а ± г ■ В, а £ R, ? > 0. Тогда имеем

Наконец, из (1.28) следует неравенство (1.27):

(1.28)

Im Та (0 = «./€[0,1],

и тем самым лемма доказана.

Лемма 
равенство

1.2. Для произвольной матрицы А £ Мп,п справедливо не-

Im Indet (Л) j <«•/». (1.29)

Доказательство. Зафиксируем произвольное А £Мп,п и по
ложим

Л(*) = х Л4-(1-։).1<«) £Л/.Л, г. £ С, (1.30)
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Р (z) = det (A (z)), г £ С. (1.31)
Легко проверить, что P(.z) суть многочлен некоторой степени k, где 

к п. Кроме того, поскольку область Мп,п звездна относительно 

единичной матрицы Вл) (см. 1.3 (а)), то A{t)k.Mn,r. при /£ [0,1]. и 
потому Р (/) =р 0, t £ [0,1]. Очевидно также, что А (0)=В',), А (1) — А 
и Р(0) = 1. Таким образом, многочлен P (г), удовлетворяет
всем условиям леммы 1.1. Следовательно, ес՝и через In [ Р (t) ] обо
значить непрерывную на ( 0,1] функцию, однозначно определяемую из 
соотношений (1.20), то будем иметь

Im {In [/>«)]] < т.-к < ~ п, t £ [0,1 ]. (1.32)

Далее, легко убедиться в справедливости следующего тождества:

In [P (/)]= Indet (Л (О ). t- € [0.1 ]• (1.33)

Комбинируя (1.32) с (1.33) и полагая t = 1, с учетом того, что А = 
А(1), мы получим (1.29), и лемма доказана.

§ 2. Вычисление некоторых интегралов и другие 
вспомогательные результаты

2.1. (а) При произвольном п^1 обозначим через U,, множество 
всех унитарных п X л-матриц, то есть тех матриц U 6 Мп, п для которых

(/.£/* = £/*.£/=1("). (2.1)

Напомним также, что Нп и Ня обозначают соответственно простран
ства эрмитовых и положительно определенных эрмитовых матриц. Да
лее, для произвольных комплексных чисел >։, договоримся обо
значать через Л — [ /֊!,•••, >„’] квадратную пХп—матрицу, на диаго
нали которой стоят числа л։,- ••,՛/.„, а все остальные элементы равны 
нулю.

Хорошо известна следующая

Теорема 2.1. Пусть эрмитовы матрицы A'i}, Л(2)^НЯ ком- 

мутируют, то есть у4'|)-/4(2)=/1։2)./1(|\ Тогда существует уни
тарная матрица £/£Un, такая, что справедливы представления

А<'> = .£/* (/ = 1,2), (2.2)
где

Л<') = Гл։'’, L । 9 9 nJ
Следствие. Пусть эрмитовы матрицы A<J>, А<?> £ НЛ комму

тируют, причем /4<2՝2== 0, тогда

det (Hll))^=det (^(2))S»0. (?.3)
Иногда оказывается полезным следующий частный случай теоре

мы 2.1, . ' г
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Теорема 2.1'. Для любой эрмитовой матрицы А £ Ня справед
ливо представление

A — U • Л U*. (2.4)
где U £ ия, Л= |>-я ], '•։ Э® •• причем Д>0<^ = > лпЭ»0 
и А > 0 <^=^> > п 0.

Следствие. Пусть А^О, тогда существует единственная 
матрица В^О такая, что

А=В* = ВВ. (2.5)

Для нее используется обозначение В=]А А. Заметим, что det (У А) = 

=jA det (Д), причем р А 0 <С=С> А 0.

(б) Сформулированные результаты в дальнейшем будут многократ
но использованы. Так, например, основываясь на них, мы сейчас уста
новим некоторые полезные неравенства.

Для произвольного п 1 положим

«я = I 10 € Мп,п : Im (И > 0 } =Н„ 4- i ■ Н*. (2.6)

Область я« называется обобщенной верхней полуплоскостью и будет 
главным объектом нашего рассмотрения.

Лемма 2.1. Для любой матрицы (i)£nn справедливы неравенства

|</et(« + MW)|>l, (2.7)

| det (<u 4֊ i • Itn)) det (Im u). (2.8J
Доказательство. Для произвольной матрицы ш £ М„,„ 

имеем

| det (ю -f- i • I(n)) |’ = det (ш 4՜ i ՝ I*՞’) ■ det (o>* — i • I<">) =

= det [ («> 4- i • I(nl) • (<■»* ֊ i ■ I‘"‘) ] =

«= det [ <o ■ ш* 4՜ 2 • Im ш 4՜ I(n)j • (2-9)
Если к тому же <о £ кя, то

ш • ш* 4՜ 2 • Im «■ 4՜ 1(я) (2.10)
Поэтому в силу следствия из теоремы 2.1

det [ ш • ш* 4- 2 • 1m ш 4֊ !<")] det [ Пя'] = 1. (2.11)

Комбинируя (2.9) и (2.11), мы получим (2.7).
Необходимо отметить, что неравенство (2.7) допускает следующее 

обобщение:

Если и» £ кя и А 0, то 

| det (ш 4֊ i • A) j >= det (Д). (2-12)

Действительно, пусть Т = ]/Д^>0, тогда Г՜1 • w • Т 1 £ пп, так 

что в силу (2.7) имеем

| det (Г-1-ш. 7^’4-М(">) |>1. (2.13)
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Следовательно, справедлива цепочка соотношений

| det (Ш 4- / • Л) I = | det [ Г • (Г՜1 -ш. Г՜1 + ։• • К">) • П I =

= [ det ( Т) I’ ldetfr՜1-«- 7*՜* + f • 1(я)) I >

> [det ( У) ]а =det (.4)

и, тем самым, (2.12) установлено. Наконец, (2.8) вытекает из (2.12) сле
дующим образом: если со ~ Лп, то

|det(a։ 4- /• 1(я,)| = i det [ (Re« +» -I'*1 )֊H -1тш] / Э» det (1тш).

Итак, лемма 2.1 полностью доказана.
2.2. (а) При вычислении некоторых интегралов мы будем сущест

венно опираться на следующее индуктивное описание множества всех по
ложительно определенных эрмитовых п X я-матриц Н+ (^^1), при
веденное в монографии [6, гл. II, § 2.1]:

Н*- (0, + oo)cR,

н+ = |//=('Л '*): лен/ р е с-֊\ I е r,

1 — р • А՜1-Р* >0 } (п>1), (2.14)

причем справедливо равенство

det (//) =det (Л) • (Z—р-л ' р*) , Я€НЛ(п>1). (2.15)

Кроме того, лебегова мера Цп на пространстве Нд допускает следующее 
разложение:

с/рЛ (Н) = 2л-‘ • G4)Xdpi.»-i(P)Xdp։ (Z),

лен;(п>1). (2.16)

(б) При произвольном п 1 введем в рассмотрение интегралы, 
зависящие от соответствующих параметров:

Нп (а) = Г-------
' J [det (№ + 1<я>) ]• 1 ’

Ня

г й)_ С [det (А/)]“ , . гт.

н+ ։, К R; (2.18)

I . . f [det (1шш)]։Jn (a. 1) « - I z ?-----7 , d Р„,Л (ш),
J | det (ш* — t • bn>) |t
«« a, TfcR. (2.19)

Затем приступим к изучению вопросов сходимости введенных интегралов.
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Предложение 2.1. Пусть п 1, тогда

О < Ня (а) < +00, если л > п------

Н„ (в) — + *, еСли ։ < л----- -—

(2.20)

За доказательством мы отсылаем к Монографии [6] (сМ. теоре-* 
му 2.1.5)։

Предложение 2.2. Пусть п 1, тогда

О < 1Л (<*,?) 1՜ ■» при « — 1. ₽ — ։>2п — 1, (2-21)
1л («, ?) = + °°> если хотя бы одно из этих 

неравенств нарушается.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по раз
мерности п. При п = 1 утверждение очевидно. Допустив справедливость 
(2.21) при п—1, перейдем к доказательству для случая п> 1:

1 .(.,?) - 2-' ■ С [|*°‘ УУу.’У [М X
J [det (А + 1С«->))]₽ J 

h~_j с"֊>

X Г (1-р-А֊> -р*)'

J [/+1-р-(Д+1<Л-1>)-։-р*Р 
р • я՜' • р՝

Введем следующее обозначение:

А=1 + р-Л~։ -р* —р (Л+7<п֊1>)-1 -р» =
= 1 + р՝ • X •р* о, 

где

Х=А՜' -(Л + /։"֊։))-։>0.

Тогда внутренний интеграл в (2.22) по переменной I равен

7. Г .<// - - -1- - • 7—£—л =

J (/+).)₽ tf—։ .1 (1 + /)’ Х₽—-»
о о

Сопоставляя (2.22) и (2.25), получим

/„ (а, р) = 2«-։• /, (а, р)• [ tdet <Л)? dp„-i (Л) 
' J (det (Л +/<—*>)]»

н+_։

х 1' d н.л-1 (р)
.1 (1+р.Х .₽•)•—V
с*-1

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Далее, поскольку Л^>0, то Т=У'Х^>0, и во внутреннем интеграле 
(2.26) произведем замену переменной: р = и - Т~х , ц^С՞՜1 . Тогда

d и.н-1 (м- т֊>) - I det (Т->) I ’ (и) , ^1)
det (А)
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поэтому в (2.26) интеграл по переменной р равен

1___ . <6ч,я-1 (“) e const
det (A) J <1 4֊ и ■ и*? det (А)

с՞՜1

X Г____ ± 3 dr..-= consi— / (n-2, 3-a-l). (2.28)
J (1 -г г’Г—’ det (А)

О
Затем, принимая во внимание (2.24), получим

(А 4- Л»֊1’) • X • А = Л*֊« (2.29)
и, следовательно

det (А + ЛЛ-1)) • det (А) • det (А) = 1. (2.30)

Комбинируя (2.26), (2.28) и (2.30), окончательно получаем

1п (а, 0) = const • Ц («, Р) • Д (л—2, р—а—1) X
,■ [det (Л)]՞՜1՜1 (А) _

[det (А + Л՞-1')?՜1
Нд-1

-const • 7։ (а, р) • /, (л—2, Р-а-1) • 4֊i («4-1, 0-1). (2.31)

Учитывая (2.31), а также индуктивное предположение, мы приходим к 
следующим (необходимым и достаточным!) условиям сходимости инте
грала Ai (а, Р):

а>֊1, ?-а>1, л—2>—1, 0 — « — 1 — (л — 2)> 1, 
а+1>-1, (0 — 1) — (а 4֊ 1) >2 (л-1)֊14

которые равносильны соотношениям —1, р — а^>2л—1 и, таким 
образом, предложение 2.2 доказано.

(в) На основе предложений 2.1 и 2.2 устанавливается

Предложение 2.3. Пусть п. 1, тогда

0<СЛ (“> Т) < тк лри а > —1, 7>2л—1, ~ — а > Зл—1; /л (я, 7) = 4֊ ю 
если хотя бы одно из этих неравенств нарушается.

Доказательство. Согласно формуле интегрирования (1.9) 
имеем

,а .л fidet (Я)]° dpn (S) X dy., (Н)
■' J | det (5—/ • (//4-Ля))) J i

= [det (Я)]’</|л„ (Н) ------------ ---------------------- (2 32)J J |det (£-/•(#+Л">))Г
«п

Во внутреннем интеграле (2.32) произведем замену переменной

S = • Q • [■ <?€ НЛ. (2.33)
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Тогда в силу формулы (1.8)

d и» (S) = [ det (Н + Д’») ]• d Ря (Q), (2.34)

и потому в (2.32) интеграл по S равен

_______ 1 ___ I *М<2)
[ det (Н— J | det (Q — г • ЛЛ)) | т

н п

=_______ 1 I՝ *М<2) _
[ det (//-|-/(л)) J7՜" J [ det (Q։ +/<л>) p'2 “ 

H n

<=-------- --------------------- (2 35)[det (//+/(")) ]T— V ’

Комбинируя (2.32) и (2.35), приходим к равенству

J. («. т) = И. (T/2)J (<Я)-

~ Н„ (7/2) • /„ (а, 7 ֊ и). (2.36)

откуда на основании предложений 2.1 и 2.2 получаем требуемый резуль
тат.

Доказанное предложение полезно сопоставить со следующей фор
мулой.

Предложение 2.4. Пусть п>1 и £ R, тогда при лю
бом w£-x„ справедливо равенство

[det (Im и>) ]а 
I det (и>*— ш) |т

Рл,л (Ш)=___ •/" .
[det (Imw)]1՜՛՜’՞

(2.37)

(2.38)

Доказательство. Прежде всего заметим, что в силу (1.2) ин
теграл в (2.37) может быть записан в виде

[ det (1шш) ]« 
■ . .. »—(«). I det (и>* -j-Imw) р

Затем в этом интеграле произведем замену переменной

ш = КImw • т • ]' Imw , т £ тс„ (2.39)

и при этом заметим, что справедливы следующие соотношения: 
dp.i.n(w)= [det (Imw)pn • rfpn.„ (t), 
det (Im ш) = det (Imw) • det (Im x), 

det (ш* — i ■ Imw) — det (Imw) • det (т* — / -К^), (2.40)

с помощью которых уже легко устанавливается формула (2.37). 
2-60
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§ 3. Основные интегральные представления в обобщенной 
верхней полуплоскости (л 5s 1)

3.1. (а) Напомним, что в § 0 обобщенным единичным кругом в 
пространстве Мт, п (Л1, Л^ 1) всех комплексных пг X л-матриц мы на
зывали область

Кж.п = {С6Ми.в:/'“-С-Сш>0}. (3.1)

В частности, при т = л>>1 будем иметь
Кя.я= |С6Л!я,п:?»»-С-С*>0|. (3.2)

Можно показать (см., например, [15, стр. 61—62]), что при произ
вольном Л 1 между обобщенным единичным кругом Кл.л и обоб
щенной верхней полуплоскостью яп существует биголоморфный изомор
физм, осуществляемый посредством матричных преобразований Кэли:

ф( :) = »•(?"> + :)•(/՛"’--)-’, '€ R-.«; (З.З)
Ф՜1 (։.») = (ш • }■ У<Л> )•(։՛> 4՜ / ' )“'> ш С кя-

Заметим, что поскольку Ке (У1՞1 — ')>0, 1ш (>« + г •/<я*) ]> 0, то 
обратные матрицы в (3.3) существуют.

При произвольном р£ (0,1 ) будем полагать:

р • Ил.« — | р • с, сеКп.л) , 

кл.р = Ф ( р • Ял.л )•

Перед тем, как перейти к изучению свойств преобразований Кэли, 
ради упрощения записи, договоримся обозначать впредь единичную 
матрицу И") £ Мп,п просто через /.

Лемма 3.1. 1. Имеют место следующие формулы замены перемен
ных:

С < Rn.nj

(\ 4П"Ф՜1 (ш) ) = --------------------- Ju. (ш),՝ / | det (<»+/■/) Г’՞’'1 1 )г
ш £ «л.

2. При любых w, ш (; г.„ справедливы равенства

det [/—Ф-։(ш).ф-։(и>)*] = --------- drt i^]_____
det[ w 4- i • /] ■ det [ u>* — i • ]]’

det [ I -Ф֊։ (ш) • Ф֊։ (...)»] =_______ det [ 4 • Im ш]________
det ( ш 4֊ i • /] • det [ u>* — i • l]

3. Для любых w, ш £ выполняется равенство 
Indet[/-Ф-» (ш)-Ф֊։ («>)*]= Indet[2/ - (ш*-«,)]_

— Indet [ w + i ■ /]-- Indet [ <u*— i ■ /],

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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Доказательство Утверждение 1 легко вытекает из соотноше
ний (1.2) и (1.12), 2. проверяется непосредственно при помощи формул 
(3.3), а 3. следует из 2. и соответствующих свойств функции Indet.

(б) Пусть п>1 и р £ (0, 4֊ а-), ։£( — со,-f-co). Для произволь
ной измеримой по Лебегу (вообше говоря, комплекснозначной) функ
ции /, определенной в области т.я, положим

l/(u))l₽ • [det (Imw) (3.9)

т: я 
и затем введем соответствующее пространство:

£'(«„) = {/: ||/|А.<+эо|. (3.10)

р
А через (■*„) обозначим множество всех голоморфных в области 

р 
функций, принадлежащих классу А, (кя).

Следует отметить, что аналогичные классы для обобщенного еди
ничного круга Rm, п (т, п>1) рассматривались нами ранее в работе 
[10]. Представляется целесообразным напомнить определение этих клас
сов хотя бы в важном для нас случае т = п 1.

Пусть р£(0, + оэ), а£( — оо, со), для измеримой функции 
g ( С ), 6 Rn,n , полагается

Ii£ii'։= (’ig(C)H-[det (/-:•:*)]«^Я.П(С), (3.11)

Rn.n 
затем

(Rn,n) = |g : I! Я il p.«< 4-ooJ, (3.12)

p
a H* (R„,„) обозначает пространство голоморфных в R„,„ функций из 

р
класса Ла (Rn,n). Из предложения 2.4 работы [10] вытекает следую
щий факт: пусть п>=1; если 0<^p-f-oo и —— 1. то прос
транство НР (R,.n) = [ 0}, то есть состоит лишь из тождественного 
нуля.

(в) Путем несложных вычислений устанавливается следующая 
Лемма 3. 2. Пусть n 1 и 0 р -f- со, — оо<^а <^ -|- со. ]

1. Если f £ Н՞ то функция

‘ ('■ > °' [de. <”-’>■ (3,13)

2. Если g£_H? (Rn.n), то функция

[ det /)]’։’»+•).*€ Я, (кЛ). (• )
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Следствие. Пусть п>1; если О "г 00 и — 00 < а -С

Таким образом, изучение пространств Нг (Лл) (л^1) представ.

Ляет интерес только в случае 0<^р<^+°о, а> I*
3.2. (а) Пусть 1<р< + °°։ — 1! Для комплексного числа р

Договоримся писать ₽>-(/>. «). как только будут выполнены условия:
Rep>(a + 1)/р — 1. если 1<р<4֊со, 
RepS^a, если р = 1.

Справедлива важная

Лемма 3.3 Пусть 1 < р а> max {— 1; р(л —1) —

(3/1 — 1)) и Если Р 1- (р, а), то функция

с. <..л - /(“) •[ det (Im ш)]3___

(3.15)

(3.16)

Доказательство. Пусть о) £ яп, тогда на основании леммы 
1.2 имеем

| f <«) | =^1-1^ у
| det (ш*-г • /) р"+я«3

X ехр | 1m р • Im [Indet (ш* — ։•/)]( С

< (ш)-ехр I к -п- | Imp | ) , (3.17)
где

7 , ч |/(ш)| ■ [det (1тш)]Л։? -г? (ш) = 174/1—i------ -------- —---- , Ш £ It, . (3 18)| det (<»♦—/ ./)|2-+«‘3 C"

Нам достаточно установить, что F9 £ Z.’ (кя). Если р = 1, то в 
силу исходных предположений будем иметь: а>— 1, Refy'^.a. Поэ
тому с учетом леммы 2.1 получим

Г? («“) = [/(•«*) I • [det (Im ш) ]• X
[ det (Imo>) ]*«?-« 1

I det (ш*—։•/) | R*3~։ | det(u>* — i • Г) ]։<•+»
< [/(»)[- [det(Imu))p^£i (w„), (3,19)

и, таким образом, при p=~l лемма доказана.
Если же 1<^р<^4~оо, то перепишем (3.18) в виде

(<») — |/(о)) | • [det (Imш) х 
[ det (Im ш)

| det (<■>♦ — i l) |2л+л«з’ ш ’ (3.20)

и затем применим интегральное неравенство Гёльдера с сопряженными 
показателями р и 9=р/(р—1):
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(3.21)

[де! (1ти)„
----  ----------------------------- --------------------------------«/Цл Л (й>) а
|де! (•• — /. 7) [•<*•+*« ' (3.22)

Очевидно, сходимость интеграла / влечет включение Тр £ 7.1 (кя). 
А для сходимости /, как это следует из предложения 2.3, необходи
мо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения:

<7 (Ее р — а/р) > — 1,
<7 (2л 4՜ Ее Р) 2л — 1,
<7 (2л 4֊ Ее8) — <7 (Еер — а/р) > Зл — 1, (3.23)

которые действительно имеют место в силу исходных условий, наложен
ных на параметры. Итак, лемма полностью доказана.

(б) При произвольных п>1 и (Еер^> —1) на функциях 
/ (ш), заданных в области рассмотрим интегральный оператор

,й, Г / (■<■>) ֊ [де! (1т ф) У </рЛ,я (
Г.) [де! (։(“* — » ))]2л+’

4**+|,р • с».» (р)
[де! (и + I • 7) Р"+?

и, ш; р։ Л Л|П (3.24)

где
С» («>, Р» / ) =

/(«>)•[ де! (1т ш) ]?
[де! (7— Ф-’(Ш).Ф-։(ш)*)]2л+'։

Х [де!(о>*-1 • 7)] ’̂ (3.25)

а константа с„,„ (Р) определяется из соотношения (0.3) при т—п.

Лемма 3.4. Положим 1 < р < 4՜ °°» а^> шах [ — 1; р (л — 1) —

— (Зл —1) } М-

1. Пусть р=1, компакт К с: «л, 0 А 4՜ 00 а а < а < 4՜ °°. 
Тогда существует функция Ч (ф) = Ф, (ш)£7,1 (кл) такая, что 
оценка

| вп (ш, <о; Р, /) I < Ф (ф), ф £ к„ (3,26)

дправ.едлива равномерно по. т^Ки Р^С при 11тр1<4 « 
а < Ее р < а.

2- Пусть 1<р<^ + 00» компакт К с: к„, 0<^Л<^-|-30 и 
(а 4-1)/р—1 < а, < а։<< 4-а>. Тогда существует функция Ф (“>)^ 
= Ф։ (ф)£7? (кя) такая, что оценка (3.26) имеет место равномер-. 
цо цо Ц ^Ри П°Ч Р | <4» & К®Р



526 М. М. Джрбашян, А. О. Карапетян

Доказательство. Введем в рассмотрение функцию

7) (Z, (,₽) = [det (/-Z-C*)]2"^

sexp | (2n+P) lndet (/—Z C*)), Z£R».BI (Re£>—1). (3.27)
Из продолжения 2.2 (в) работы [10] следует, что если Z£Rn.„ и

C^Rn.n, то Re (/—Z-C*)>0, и потому /—Z-C*^f">n. Следовательно, 
функция т) посредством формулы (3.27) определяется корректно; к 
тому же очевидно, что эта функция непрерывна по совокупности пере
менных Z, ₽ и не обращается в нуль во всей области своего опреде
ления. Поэтому существует число б £ (0, -|-оо), такое, что в обоих рас
сматриваемых в лемме 3.4 случаях 1 и 2 справедлива оценка снизу

| [ det (Z-Ф-1 (то) ■ Ф֊։ (со)*) Рп+? | > о > 0, (3.28)

которая с учетом леммы 1.2 дает неравенство

!/(<■>)! • [det (Im ш) ]/г,!> ехр [я-п Л} 
| det (ш*—i ■ Г) |2п+я,Э 8

Наконец, комбинируя (3.29) и леммы 2.1, 3.3, при р = 1 приходим к

]՝(7Я (то, ш;Р, /)| <

неравенству

| Gn (то, ш; р, /) | < const ■
|/(co) | • [det (Im co) ]* __ 

| det (co*—i f) l^-H —

= ¥, (co) C L' («,), (3.30)
а при 1 <p< Ч-co--к неравенству

|Gn (то, co; ?, /) I const ■ /(co) | • [det (Im u>) ]*> 
| det (co*—/ ■/) I2՞-*-“։

'F։ («) { L' K), (3.31)
что и завершает доказательство леммы.

Следствие (а). Пусть 1 <р< + со, а^>тах ( — 1; р (л —1) —

— (Зл—1)), / (ш)£ (г.„) и р >-(р, а). Тогда Л.р / (то), как фун
кция от то £ п„, голоморфна в г.п.

Следствие (б). В тех же предположениях 1<р<^4֊сг՝

а^>тах { 1; р (л—1)—(Зл —1) ), / (со)£Д։ (я„), при w (; я„;

—если р = 1, то Тп,ь / (то), как функция от В, голоморфна вну
три и непрерывна в замкнутой области Ые Р а;

если же 1<р<^4֊со, то 7’„,з/(то), как функция от р, голо
морфна в области Ие Р > (а ֊(- 1)/р — 1,

3.3. Перейдем к установлению основного результата данной работы.
Теорема 3.1. Пусть 1<р < + ֊о, а>шах [ — 1; р (л — 1)—

(Зп—1)) и Р г- (р, а). Тогда любая функция («п) допус
кает интегральное представление

f (w)=T„.9 f (то), то£ял, (3.32)
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Доказательство. Допустим, что («„) и зафиксируем 
произвольное wo £ Мы должны показать, что

/ (w0) = Г,.э / (w0) (3.33)
при любом ? £ С, удовлетворяющем условию 3 г- (р, а). Но поскольку 
Т„.$ f (и»о) голоморфно зависит от ? (см. следствие (б) из леммы 3.4), 
то нам достаточно установить (3.33) лишь при вещественных Р ро= 
= тах | 0; (։-|-1)/р— J |. Для этого введем в рассмотрение вспомога
тельную функцию

которая, очевидно, голоморфна в области R„,n. Следовательно, при 
любом Ре (0,1) функция g (р-С), CeRn.n, [ограничена в области Rn,n и

р
потому принадлежит классу (R«.„). Применяя теорему II (§ 0) при 
т=п, для любого р£ (0,1) будем иметь:

, 7\ чх Г g(P<) [det (7-СС*)]? . ...8 (р՜ )=Спл(Р) ] [det (7-Д-С*)]։л+? Ия'л ’ ’

Z^Rn.n. (3.35)
Далее, полагая Д0=Ф՜’ (w0) £ R„,n, подберем р0^ (0,1) таким образом, 
чтобы при ро-^р<4:

Z0/p€ Rn.n< = > (p-Rn.n)=«n.p. (3.36)
Затем при р0<р<^,1 в (3.35) произведя замену переменной С-«С/р и по
лагая Z=Zolp, приходим к равенству:

а (Z) = с (9) • о2"* ■ Г (-)' Het (ра-7—С-ч*) У </р.я п (С)
8 ° Л,Я Р Р J [ det(p’-7—Zo-C*) ]2л+₽

pR-" Ро«1. (3.37)

После этого при фиксированном р, p0-<p<J, в (3.37) подставим явное 
выражение (3.34) для функции g (С), в интеграле справа произведем 
замену переменной С=Ф-](ш), «։£«п, притом не забудем положить 
Zo=$_1 (и’о)« В результате после несложных преобразований получим 
следующую формулу:

/(wo)-[det(woi-։ /)]։"+,'l=cB.n (₽)•?’'”• (u»)dp«.n (Ф՜’ (։՛>)),
«Л

Ро-<Р<1, (3.38)
где ради сокращения записи положено

F z. s [ det (р*-7—Ф~* (<»>)• Ф~1 (<о)*) Р
Р [det (p’-7-Ф-1 (w0) -Ф֊։ (ш)*) ]2»+f>

X/(“>)• [det(о>-|-։-7)]։"+₽• хЛ,р (ш), (3.39)

И xn f (ш), <i>^itn, суть характеристическая функция области "П1р
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Далее, легко видеть, что существует такое 6 £ (0, +°°), при кото
ром

| det (p։-/-Zo-C*)|>S>O (3.40)

равномерно по р£[р», М и CCp Rn.n-
Таким образом, имеет место следующая оценка:

, - , ., . [ det (р> • /-Ф֊’ («>)• Ф֊’ (<»)♦) Р v
I 6 (“>1 <---------------х

X |/(<»)I • | det («4-1-7) P"+s, 
р0<р<1, ш £ кя.р. (3.41)

Кроме того, в силу следствия из теоремы 2.1, при р0 < р < 1 и 
ю £ пЛ>р имеем также

0<[det (р*/—Ф՜1 (®) Ф-1 («)*)]< [det (7-Ф֊1 (ш)Ф֊։(ш)*) ]. (3.42)

И поскольку ₽ > 0, то на основании (3.41) и (3.42) приходим к не
равенству

. , ... . [det (M֊‘(e)4֊‘(«)»)]' v
I М<°) I <----------- --------------------X

X !/(•)! • |det(®4-»‘/) |։я+₽, «>Оп, (3.43)
для всех р£[р։, 1).

Из формул (3.5) и (3.7), в силу леммы 3.3, заключаем, что правая 
часть (3.43) ив класса £’ (~п; (Ф՜’ (“))), и, тем самым, для се
мейства функций ( Г, (ш) | (р»^р<Т) она является мажорантой, инте
грируемой по области относительно меры (Ф-։ (ш)). Поэтому 
переходя в правой части формулы (3.38) к пределу при р 11, мы на 
основе теоремы Лебега об ограниченной сходимости будем иметь:

/(®ft)•[det(шо+1/)]։"+₽-ся.п (В)- /(о.)-[det (®+/./)]’-+₽ X

[deUZ-O-1 (»,)•«>-' W)]1"«
(3.44)

Остается заметить, что в силу формул (3.5)—(3.8) (см. лемму 
3.1) равенство (3.44) в точности совпадает с (3.33), и, таким образом, 
теорема 3.1 установлена.

4. Ограниченные проекторы

Оказывается, что введенные выше интегральные операторы Тп^ 

являются ограниченными проекторами в весовых пространствах (։„) 
при определенных условиях, цдлодеииыд на параметры а н7р. Точцее, 
справедлива следующая
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Теорема 4.1. Пусть п>1, 1<р<֊г°с, а>р (л—1) —л и ком
плексное число р выбрано так:

Re8>(։+n)/p-l. (4.1)
Тогла оператор T„.i является ограниченным проектором из 

(-„) в Н[
Доказательство. Прежде всего отметим два обстоятельства 

(1-<р< + х>):
—если ։>р (л —1)—л, то тем более

։>тах [—1; р (п—1)—(Зл—1)};
—если ReP^>(a-f-n)/p—1, то Р »- (р, а).
Допустим далее, что параметры р, а и Р выбраны именно так, 

как это оговорено в формулировке теоремы 4.1. Тогда для произ- 
р

вольной функции ("«) в силу следствия (а) леммы 3.4 функция 
Г„,з / (то), то£-„, голоморфна в области матриц к„. Поэтому, устано
вив оценку вида

И Т’п.? / II р,« <const- ||/ Up.«, (««), (4.2)

мы тем самым докажем ограниченность Tn,f, как линейного оператора 
р р

из (иЛ) в Н՝ (гс„). Учитывая затем, что согласно теореме 3.1

/ (то) = Г„.з f (то), у /С Ы (4.3)

мы получим, что Тл.р является ограниченным проектором из // (к„) в 
Нр (кЛ), то есть утверждение теоремы 4.1. Таким образом, дело сво
дится к установлению оценки (4.2).

С этой целью заметим, что для произвольной функции/ИС 

("") справедливо неравенство:

it , / х । л \ 1/(ш) |- [det (Im ш)]л*₽ , . . -[ (то) | < Д„3- —у՜.՜ ♦---- ТЪТЬ dpn.n И, ®С'л, (4.4)
J I det (hi*—w) |2л+л<? 
к п

где
Дл,з= 12"'?-с„,Л (Р) |-ехр [к-л-/Imp| |. (4.5)

При р=1, на основании (4.4), теоремы Фубини и предложения 2.4, 
получаем следующую цепочку соотношений:

|| Л,з/|| !.«= J| Гя,з/(то) I-[det (Im то)]1 dv-n.n (w)< 

т. П
<дл,3- I [det (Im то)]" d|*n.„(w) С *(dp-л, я (ш)~

J J | det (ш* — w)п кП П

= Ап, з ■ | | / (“) | • [det (1m ш) X 
IC Я
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X
Г [det (Imw)]’ .—------ *--------- —-dv-n. п («О он«, л

.) | det (w*—о») |2л+я'3
«я

— А п, з • (I/WI- (det(Imw) ** *(,>-

Л

= А„.г]п («. 2л+КеЗ). II/II,... (4.6)
Остается проверить, что /л (а, 2л + Кер) < 4՜ °°> а это согласно 

предложению 2.3 равносильно выполнению условий:
а> —1, 2П + Ие ₽>2л-1, 2л+₽е ₽-а>Зл--1. (4.7) 

которые действительно имеют место в силу исходных предположений. 
Итак, при р = 1 теорема доказана.

Если же!<р<+°=, то положив д = р; (р— 1), введем обоз
начения

dv(iu)=[det (Im oj) |՝ d^n, п (w), шСкл;
, х [det (Imw)]^ “С/ (w, ш) =--- ----------------------------

| det (ш*-ш) |2л^
, w,

С учетом введенных обозначений неравенство (4.4) принимает вид

I Тп.9 /(“’) К^л.з- («> '")-|/(։,)) I dv (ш), 

V <€ ("«)•

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Следовательно, если воспользоваться леммой Фсрелли-Рудина (см. 
[7]), то для установления оценки (4.2) достаточно указать заданную 
в области Яп положительную измеримую функцию £ такую, что

^Q(w, ш)-[? (ш) ]’ d't (w)<const [g(w) ]’, w^-n; 
К n

^()(w, ։՛։) •[ g (w) ]° rfv(w)^const-[g (։՛>)]'’, 0>^Kn.

*n
В более подробной записи последние соотношения соответственно могут 
быть записаны в виде

1՝ [det (Im ш)
,----- . ,.,п4 „„a [g (“’) Н dv-n,n (to) <J | det (w*—w) 

IC П

< const •[#(») ]’, W^-ni
r[det(ImW)J^3- .|det(Imw)] 

| det (co*—w) | 
л

[?(w)]P dnn. „ (w)<

< const • [ g (j>) ]P, co £ isn,

(4.11)

(4.12)
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Эту функцию мы будем искать в виде

— [ Не! (1т ю) ] 4 > ‘“б՜! (4.13)

где 0 < г < + о:.

Из предложений 2.3 и 2.4 следует, что функция вида (4.13) 
будет искомой, если одновременно имеют место следующие две сово
купности условий:

ИеЗ— (п -1) — — 1, 2л + Еер>2л—1, (4.14)

2л (- Кер—'Ке? — (п — 1) — д-е}>3л —1;

а — )> —1) 2п-(-Кер>2л—1, (4.15)
\ Ч /

2л + Кер —( я—р • (------֊+еП>Зл — 1.
I \ ч ! ]

После небольших упрощений эти же условия в своей совокупности при
нимают вид

КеЗ> КеР-(н-2). > 8 ։ ±±1 Л-2> е ։
Ч Р ч

£> л-!- ИеР + я л-1 (41ь)

Р Ч
Поскольку условие Ре0>—1 выполнено в силу (4.1), то нам остается 
выбрать положительное число е так, чтобы имели место и остальные 
неравенства (4.16). Для этого заметим, что в силу условий теоремы 4.1 
справедливы следующие соотношения:

КеР—(л- 2) д а + 1 л —
Ч Р Ч

Кер—(л—2) л—1 —КеРТа л—1 (4 17)
Ч Р Ч '

г 1 л — 1 п—1—КеР+а п — 1
Р Ч Р Ч

А из (4.17) уже следует возможность выбора е > 0, удовлетворяющего 
(4.16), следовательно, установлено существование функции удовлет
воряющей интегральным неравенствам (4.11) и (4.12). Тем самым, тео
рема 4.1 доказана и при 1 < р < + оо.

В заключение отметим, что для авторов остался открытым вопрос 
о возможности ослабления условий, налагаемых на параметры а и р в 
формулировках обеих основных теорем 3.1 и 4.1.
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Մ. Մ. ՋՐԲԱՇՑԱՆ, Ա. Հ. ԿԱՐԱՊԵՏՏԱՆ. Ինաեգրա։ էերկայացումԱւր րէւյՏանրացված վերին

կիսաճարթությունում (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկված է ընդհանրացված վերին կիսահարթիկն կս. ,սդ 
-Ո (ո>1) մատրիցային տիրույթը, ըա,կացած այն Ո%Ո չափսի Ш մ ա ս, րիցնե ր ից . Ո ,սնց 
1то,<1еГ—(и>—ю*)121 կեդծ մասը դրականորեն որոշված է, Ներմուծված են Т.п տիրույթում 
հոյոմօրֆ և լբ (-ո; [ժ«ք (Лпш)]’ <1^п.п (<•>) ) 42»“^Ֆ տարածություններին պատկանս, 

ք ֆուկցի֊՚եերի քՀ (Т.п) դասերը (0<р < -*• օօ0О<а<Ч-0С): Ապացուցված է. որ եթե 

1<р<+<Х>, а>тах (—1; р (п—7)֊(3п —7)] , ապա НР, (֊„) դասի ֆունկցիաները թույլ 

են տայիս ինտեդրայ ներկայացումներ հետևյայ վերարտադրող կորի,ով.

[det (Im т)р____
eo։,t [det (i(o>*—w) )]2л+3

. »4-1 .
Re3 • ------- — 7 (7<յ»<֊ք֊օօ),

P
Re3>։ (p=l).

Ցույց ք տրված նաև, որ համապատասխան ինտեդրայ օպերատորը որոշակի պայմանների 
դեպքում հանդիսանում է սահմանափակ պրոյեկտոր.

M. M. DJRBASHIAN, A. H. KARAPETIAN. Integral repreeentatone tn a generalized 
upper half-plane (summary)

In the paper a matrix domain r.n (n>l) consisting of all a Zn—matrices u> with 
positively determined imaginary part Im w=(o։ — <u։) | 2i (the so-called generalized up 
per half-plane) is considered. The classes Hf (~n ) (Ocp^-f-oo,—oo <a <•—oc) of holomor
phic functions f («), wgx/i, from the weighted spaces Lp (~n; [det (Im u>)]» dpn,n (m)) 
are introduced, where p-n,» (n>l) denotes the Lebesgue measure on -the set of all 
complex nXn—matrices. It is proved that for p f. [l,-l-oo) and ։>max ( —1; p (n—I)— 
— (3n—1)} the functions in the class HJ (r.n ) admit an integral representations with 
the reproducing kernel

[det (Im ա)]3 
const •----- --------------- ---------- .

[det (i (»>’—w) )]2n-3
Re ------— 1 (l<p< ֊ <x) ,

P „ ,
Rei յ» 1 (p --1).

It is established also, that under Certain conditions the corresponding integra 
operator is a bounded projection.

ЛИТЕРАТУРА
1. M. M Джрбашян. О представимости некоторых классов мероморфных функций о 

единичном круге, ДАН АрмССР. 3. № 1, 1945, 3—9.
2. М. М. Джрбашян. К проблеме представимости аналитических функций. Сообщ. 

Ин-та матем. и механики АН АрмССР, вып. 2, 1948, 3—40.
3. М. М. Dzarbaijan. Survey of some achievements of Armenian mathematiciacs 

in the theory of integral representations and factorization of analytic functions. 
Математически Весник (Югославия), 39. 1987, 263—282.

4. M. М. Джрбашян. Краткий обзор результатов исследований математиков Армении 
в области теории факторизации мероморфных функций и ее приложений, Изв. 
АН АрмССР, «Математика», 23, № 6, 1988, 517—545.

5. А. Е. Djrbathian F. A. Shamoian. Topics in the theory of A£ spaces, 
TEUBNER-TEXTE zur Mathematik, 105. Leipzig, 1988.

6. Хуа Ло-кен. Гармонический анализ функций многих комплексных реременных в 
классических областях, М., ИЛ, 1959.

7. F. Forelli, W. Rudin. Projections on spaces of holomorphic functions in balls, Ind: 
Univ. Math. J.. 24, № 6, 1971, 593-602.

8. M. Stoll. Mean value theorems for harmonic and holomorphic functions on bounded 
symmetric domaips, J. r^n? und angew. Math,. 290, 1977, 191—198,



М. М. Джрбашяи. А. О. Карапетян 533

9. М. М. Джрбашяи. А. О. Карапетян. Интегральные представления в обобщенном 
единичном круге, ДАН СССР. 312. № 1, 1990. 24—27.

10. М. М. Джрбашяи, А. О. Карапетян. Интегральные представления в обобщенном 
единичном круге. Изв. АН АрмССР, «Математика», 24. № 6. 1989, 523—546.

11. С. Г. Гинликин. Анализ в однородных областях, УМН, 19, № 4, 1964, 3—92.
12. R. R. Coif man, R. Rochberg. Representations theorems for holomorphic and har

monic functions in LP, Astörisque, 77, 1980, 11—66.
13. M. M. Джрбашяи, А. Э. Джрбашяи. Интегральные представления для некоторых 

классов аналитических функций в полуплоскости, ДАН СССР, 285, № 3, 1985, 
547—550.

14. М. М. Джрбашяи, А. О. Карапетян. Интегральные представления некоторых клас
сов функций, аналитических в области Зигеля, Изв. АН АрмССР. «Математи
ка», 22, № 4, 1987, 399—405.

15. Б. В. Шабат. Введение в комплексный анализ, ч. II, М., Наука, 1985.


