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ВЕРОЯТНОСТИ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ 
ДЛЯ ГИББСОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

0°. В этой работе для гиббсовского случайного поля доказывается ло
кальная предельная теорема для вероятностей больших уклонений числа 
частиц в конечном объеме V. Полученное при этом асимптотическое соот
ношение по форме подобно известной асимптотике для вероятности боль
ших уклонений сумм независимых случайных величин [1, 2]. Однако, ко
эффициенты в этом соотношении не в точности равны константам как в 
упомянутом случае независимых слагаемых, а зависят от формы области 
V, точнее имеют вид констант с малыми (при больших И) поправками.

Рассматривается случай решетчатых гиббсовских случайных полей с 
общим парным взаимодействием при малых значениях активности. Анало
гичный результат получен и для частиц большого гиббсовского ансамбля 
в конечном объеме при свободных граничных условиях. Доказательство 
идейно свяаэно с известным методом Крамера исследования вероятностей 
больших уклонений, а технически основано на сильных кластерных оцен
ках усеченных корреляционных функций [3, 4]^

1°. Пусть X—'»-мерная целочисленная решетка. Для любого мно
жества <7 из 2’ обозначим через С (С) множество всех подмножеств 
С, а через СЦ(С) — множество конечных подмножеств С.

Рассмотрим случайное поле Е(/), 1^7' со значениями в множе
стве X — [0, 1}. Пусть X1 — пространство всевозможных функций х((), 
(^Х" со значениями в X. Интерпретируя функцию х(0 как конфигу
рацию частиц, при которой точка I занята частицей, если только 
х(/) = 1, пространство X7՜ можно отождествить с множеством С (X ). 
Обозначим через А (2’) а-алгебру подмножеств (конфигураций) из 
С(2’), порожденную цилиндрическими множествами (подробности см. 
в [5]).

Распределением случайного поля $ (#), ^Х' называется вероят
ностная мера Р на (С(2՝), А(2”)) такая, что

Рг{(ф), ^Х')ЬВ} = Р(В), 5£А(2’).
Согласно известной теореме Колмогорова задание Р эквивалент

но заданию согласованной системы конечномерных распределений (Р)у 
^Си(Х). При этом ’•

Рг 1(5(0, <€И)еВ]=(Р)и(5), ВеА(И).
где А ( И) — множество всех подмножеств из Со (И).
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Предположим, что частицы поля взаимодействуют с помощью 
парного потенциала Ф, где Ф : (0 + со^ -> R. Мы пока полагаем, что 
функция Ф такова, что

|Ф(М)|<оо.
/62’\<о>

Ниже нам придется наложить более сильное условие убывания на Ф. 
Класс потенциалов, рассматриваемых в настоящей статье, описан в пунк
те 2.

Распределение Гиббса в конечном объеме Ус. Г с потенциалом 
Ф и граничным условием с С(2Г\И) задается формулой (см. [5])

с6С(Ю. <։•։)
3 ( V, Р, г/с)

где Н — число точек в конечном множестве

^(с/с) = 2 Ф(1Х_|Г|)+ 2Ф(|х-5|), 
> х • У } С с хСс, уб с

нормирующий множитель'(статистическая сумма) ‘ \՜՜՜՛

3 ( V, Р, г/с) = 2 ехр (— Р £/(с/с), •
г€С(И)

а Р (обратная температура) и г (активность) — положительные пара
метры. Заметим, что если в качестве граничного условия взять пус
тую конфигурацию с = 0, то формула (1.1) задаст обычное распре
деление Гиббса Ру. в конечном объеме Р (конечное.՛ гиббсовское 
поле) с параметрами Риг:

Рк?.Ис) = д„(с/0) •-= —е^֊^-^(с))֊ ’сбС(И), (1.2) 

где (/(с) = Щс)/0), 3(И,р,г) = Е(И,р,г/0).
Распределение Гиббса Ру,р, г в конечном объема V можно трак

товать как распределение случайного поля Е (#), такого, что с 
вероятностью 1 Е (6) = О при а совместное распределение
случайных величин |Е (/), задается как Ру,ц,2.

Случайное поле ;(/), называется гиббсовским, если его ус
ловные вероятности задаются формулой (1.1). В настоящей статье мы 
рассматриваем только гиббсовские поля с малой активностью г (К^ г <^г, 
где г>0 достаточно мало. Известно (см. [6]), что когда [ФД оо и 
активность г достаточно мала, существует единственное гиббсовское 
распределение Рр,, с заданным потенциалом Ф и параметрами Риг, 
которое допускает следующее описание: для любых И£С0(£’) и

Со(0'), '1Г*  | £’ при 1с -*  сю, имеет место соотношение

в» (*Ч.  ₽, ,м*)  = (») и (5), в е а( и),

где (Р)у означает распределение вероятностей на (С(И), А(И)), ин
дуцированное распределением Р на (С(£’), А (^)). При втом сходи
мость в (1.3) равномерна по г при г<^г.
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Как было отмечено выше все распределения Рък, я, * можно счи
тать заданными на одном и том же пространстве С(Д’), А (Е ). Тог
да соотношение (1-3) означает, что распределения Р'Х'^, р, г сходятся 

слабо к распределению Рр. * равномерно по։<։ при к — «о.
Мы будем рассматривать также гиббсовские поля с переменной, 

т. е. зависящей от V, и, вообще говоря, комплексной активностью: г, 
в конечном объеме V и я, вне V. Соответствующее гиббсовское рас
пределение на (С(Е), А(Д))будем обозначать через Рр.*,.*,.

2°. Введем необходимые обозначения. Пусть Е — семейство всех 
финитных функций на Я со значениями в Д+, где = \г £ 22, 0).

Элемент X из Е удобно рассматривать как подмножество Х=֊зиррХ 
из каждая точка которого повторяется X (<) раз. Для X £ Е по
ложим: |ЛГ— 2 ХЦ-). XI = п Х(1)1- Мы будем писать Г, X, У^Е,

если для всех /£7’, У (О- Положим, кроме того, Еу= Х£Е,

XcV\, VcX.
Пусть —функция на Е, определяемая формулой

t₽W= S П (е-₽ф«'֊’0-1) при *|>1,
I«՜ (X) (X. У)€т

фр(Л) = 1 при |Xj = 1 и фр(Аг)=»’О при Х-=0. Суммирование произво
дится по множеству Г (X) всех связных неориентированных графов 'на 
X, а произведение берется по всем ребрам (х, у) графа •[. Функцию 
фр называют функцией Урселла (см. [7]).

Далее, обозначим через H(d), d^>Q, класс параллелепипедов 
Vc.Z', удовлетворяющих условию: diam И-<с/| И)17’.Пусть<^|сП И>Р, *— 
среднее число частиц поля, попавших в объем V, вычисленное отно
сительно распределения Рр,г, Со(Д’), т. е.

< |сП И>м- £ nP3,,(c€C(Z’): [с ПИ| = п).
II И=О

Для любого параллелепипеда ИсД’ через Р"” обозначим совокуп
ность всех его ш-мерных граней, а через |И|т= у |и| — суммар- 

Я .(1.1) Иолумяоф иотснгу-вн нто&нтеопес эшниол 
ный.объем всех ш-мерных граней Нараллелепипеда и. Например, У|о -<кдличес?в£ верши! V, /Мони/Ът мэвнидЖоэв^’ 
н бги! £М°И °Т‘- Д[о] .ь/оГ онтэ^яеТЧ ' .олгм овротстэоь 0<Гх эдл 

ч^ ги&совсжаго ^чанного паля^ .понавших в конечный ^бъе), 

у при гэЛ£о4|$ет??^ т§ж;?5т ^сй?1ае^он^го( г^бЦ,¥к^° 
поля составляет содержание теоремы 2. ‘

Опишем кла^Ы^фасс'м^+рйвАемы^ ни^кё^пбтенциал^й^Пусть б — эвкли- 

ек иквгРиантная относительно всех автоморфизмов 

мэниэлэдзцпэвд эоннваодкцуд.
•х>х иди х оп андэмонавд (£.[) 8 атэом
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Тг(р) Е (1+ И)'ехр (- -U(0, 
<ez’ \ 2 /

В качестве метрики 3 можно взять, например 3 (0, 0 = 7 к1» 7 > 0 или 
»(0,0=eln(l+7kl). 7>0, е>2р+2*.

Обозначим через Bi (р) класс потенциалов Ф, удовлетворяющих 
условию

А(Ф) = У |Ф(И)|е։л<,<оо.
ifZ’Mo)

Положим также
Мi (Ф) = 2 ехр (£>։ (Ф) 4֊ ехр £>։ (Ф) - 1). 

Теорема 1. Пусть z <_ [Л/։(Ф) (2е Tj (р) 4- I)]-1, Ф £Вг (р), р>*  
и пусть a = a(N, И, ₽, z)=N—< |с П И] >з, г, N^Z±. Тогда если

“ а = о(И) "Р“ И|2’, V^Hd, то имеет место соотно

шение: __________________

Р9„(с^С(Гу. (°)Х

(2-1)
х ехр 2TFT л’՛'(0)) 'хр ( - и а’-‘ (и)) 11 + °(£|)} ’ 

где Лр,։—т. н. функция отклонений (см. [18]), а через обозна
чен степенной ряд 

сходящийся в некоторой (не зависящей от V) окрестности нуля. При этом՛

in'1^AL(°)=(te*(?,i)iH«-*+/?(^, ₽, 4 ’• (2-2)
dx1 I»-о J

jj f v 13
И՜2֊ <Д0) = - £ a»(?,z)|7|._*4-/?(K₽, 4 X 

rfx3 [ Zo J
(2.3)

xly 1И, k I
1^0 rf(lnz) 1 rf(lnz)

где коэффициенты а*.  k = 0, !,•••, v зависят только от потенциа-

। s П1) d a (In z)]_
j = 1,2. ул^и.цоЦ» аж.»« (,о = «о логов .£ ,1 — \
KOTbQ^fi Д1Р tB ИйьчсНустццавЫ1Юлнены1л<увЛ0ви4тэ Л^эрейй af ^й^этом

a = о \|И| Тогда ertoT .
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Рассмотрим теперь случай распределения Гиббса Р\՛, з, х в конеч
ном объеме задаваемого формулой (1.2). Пусть |с|^>к. р, * ~
математическое ожидание числа частиц в объеме И относительно рас
пределения Ру. р, *>  т. е.

<|с|>и,р.х = £ пРи,р.х(ссИ:|с| = /V).
п^О

Теорема 2. Пусть х (Ф) 2е Т., (р) + 1)]-1> Ф 6 -5»(р). р)>ч 
и пусть а = а(П, И, ₽, г) = П— 1С1р, *,  Тогда, если

1а1 . >. 1 и а = о(1И), при У ] 2', У^Нд, то имеет место следу ю-
У\У\
щее соотношение:

Ру. ₽., (с е с (У): |с| = И) = ]/ Л V. р, х (0) X

(2.4)

Хе'Р(՜^ 5 ЛМ.И0))ехр('֊|И|2к,..(֊))х

где Av.fi, г — функция уклонений, а

п-з п! ахя
(ряд справа сходится в некоторой, не зависящей от У, окрестности нуля). 
При этом

1И՜’֊^ ЛИ.₽. , (°) = / È а*(Р,  х)|И|,_л-н/?(И.?, 
dx Н=0

—о ’ — — 1—3IH ^-Av.3.,(0)=֊ |£а*(₽,х)  1Н.-*+/г(И,  ₽, x)l X (2.5)

v ! V _^а*(₽» 2) irzf | <*Я(К₽,  2) I 
xlÀo rf(inx) |Z/’-* +~“tf(h7)~J’

где коэффициенты an, k = 0, 1,- • •, v зависят только от потенции
ла Ф и параметров р и =, а величина d—^' *) =0(l) при У + Z

а(1п z) ' г
J ~ 2՛ При этом а0 — а0 (см. ниже формулу (2.6)).

Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 2 и при этом
/ Х±2\
( 2’ 1

а=о\| У1 / . Тогда

X
Ру. р,, (с 6 С( V) : |С| = N) = — 1 / _______

У2*\У\а0(?,г) Р\ 2|И|а0(?, г)
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Отметим, что метод доказательства теорем 1 и 2 позволяет получить 
разложения и для следующих производных функции уклонений, аналогич
ные разложениям (2.2) и (2.3). Явные выражения для коэффициентов ал 
и ал, А = 0, 1,..., V через функцию Урселла легко получить с помощью 
формул (4.10), (3.15) и (3.3), приводимых ниже. Например, приведем 
выражение для во:

- я|Х| I Л’?
ао(М) = ао(М)= Е (2.6)

где фр — функция Урселла.
Заметим также, что появляющийся в теоремах 1 и 2 ряд 

соответственно 2^,?. г, является обобщением известного ряда Краме
ра (см. [9]) на случай гиббсовских случайных полей.

Аналогичные результаты справедливы в случае классических спино
вых решетчатых систем с вакумом и общим П-частичным взаимодействием, 
а также в случае непрерывных систем с парным взаимодействием. В обоих 
случаях взаимодействие предполагается достаточно быстро убывающим на 
бесконечности.

3°. Рассмотрим конечное гиббсовское поле в объеме Й7(;СО(£’), 
заданное распределением Р\у, р, х на С (I?7), где X = 1п г. Введем обо
значения

Рг. X (УУ) = р», Л л (с е С( 1Г): |С П И| = /V)*,

* Для упрощения записи и-дкс Р, з дзльчейш-м. как правило, будем опускать.

<|сП И|>^х= £ Л(Р^х(Л/);<|сПИ։>^*=  Ё ЛаР^х(£>);
ЛГ-0 . Н-Ь

£\г,х1сП И| = <;сП И2>։г,х~ <|сп

т£,х(*)=Ё  '“"ЯМ 
Ы-0

Аналогичные объекты для бесконечного гиббсовского поля х будем 
обозначать, соответственно, через Рк (№), <^|сП И|^>>, /)х|с П И| и 
?х\ В случае гиббсовского поля с переменной активностью, прини
мающей одно значение в объеме V и другое — вне V, для соответ
ствующих величин мы сохраним те же обозначения, с той лишь разни
цей, что вместо парамнтра л будем писать упорядоченную пару Л1։ л2; 
при этом первый из этих параметров всегда будет соответствовать 
значению активности в объеме V, а второй — вне V. Например, 
Аг.х„ >-(Л7), РА„ х,|сП И| и т. д.

Пусть С — группа автоморфизмов группы 2', функция / на Е 
назовем С-инвариантной, если /(#(Л)) = /(Л) Для любых Х^_Е и 
£ £ С. С-инвариантная функция на Е называется трансляционно-инва
риантной (соответственно, эвклидово-инвариантной), если С7—группа 
сдвигов решетки Z’ (соответственно, группа всех автоморфизмов £’).
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Обозначим через пространство действительных функций д на 

.2' таких, что

Ы=Е 19(01(1 +И)₽<°°. р>')-

.Пусть —совокупность положительных функций из обладаю
щих свойством д (М = Я (^։)> как только |Л|=“1М-

Трансляционно-инвариантную функцию / на £ назовем кластер
ной, если существует константа </^0 и оценочная функция д такие, 
что для всех X £Е

1/(Х)|<</ и п д(х—у), (3.1)
Т61.(Х)(Ж,»6Т

где Г0(А՜) — совокупность всех цепей, построенных на точках множе- 
ства X. Напомним, что цепью называется связный неориентированный 

.граф, каждая вершина которого инцидентна не более, чем двум реб
рам. Обозначим через Кя семейство всех кластерных функций, удов
летворяющих оценке (3-1) с заданной оценочной функцией д. Приме
рами кластерных функций являются функция г|Х| Ф? (X), Х£Е, где 

— функция Урселла, а также определяемая ниже формулой (3.6) 
усеченная корреляционная функция при условии, что потенциал Ф 
принадлежит классу В։ (р), и г < (Л/։ (Ф))՜՜1 (см. работы [3, 10]).

Для любой кластерной функции с 1 определим вели
чину Ху(/), 1^6 Со (2 ), формулой

<3-2’

С помощью оценки (3.1) легко убедиться, что ряд в правой части 
»(3.2) сходится.

Следующая теорема описывает асимптотическое поведение вели
чины 2у(/) при У\7?. Прежде, чем сформулировать ее, введем не
обходимые обозначения.

Для любого параллелепипеда Ис2’, не уменьшая общности, мож
но считать, что начало координат является одной из вершин V. Как 
и в пункте 2, пусть V"1 — множество всех его /п-мерных граней. Каж
дая V —т-мерная грань И’ т, т¥=0, единственным образом оп
ределяет т-гранный угол содержащий И. Заметим, что любой 

./п-гранный угол £₽ является пересечением т соответствующих полу
пространств. Через обозначим вертикальный к 5-, т-граннный 
угол, лежащий во внешности И. Любая грань V £ У'~т, т =^0, одно
значно определяет /п-мерную перпендикулярную к V грань Vх,содер
жащую начало координат, при этом V = у X V1. .Пусть ох— пересе
чение и т-мерного подпространства 2*,  содержащего Vх. Пусть 
Л(5о) совокупность всех конечных подмножеств объединения т со

ответствующих подпространств, не лежащих в объединении ника- 
.кой подсистемы из т — 1 подпространств.
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Далее, пусть /—кластерная функция; определим вспомогатель
ную функцию Е на Со(7. ) формулой:

гм- 2 .(-»■ 2 .
|«и«,| „Хо.. *

Теорема 3 ([11], см. также [/0]). Пусть эвклидово-инва

риантная функция где Ч^Ор> -у и Тогда для

любого параллелепипеда У^На имеет место разложение

М/)=£ М/Ж-я + ад 
/п — И

где коэффициенты ЬьЦ) определяются следующими равенствами-. 
М/) = ^«0)).

6.(/) = МЛ «) = Е 2 Г(|х}ис), т/бИ’՜1», (3.3)
*е»! сбс,(57>

Ьт{{) = Ьт(/,«) = Е ((-1)т՜1 Е_ Л(х))ис) +
■гС-»! I <■€£•($„>

. + Е f<|x;)uc) , «6 и'՝՜՞1’,/п = 2,---, л
сел '$„> J

а остаточный, член R{V) удовлетворяет соотношению: Л(И) = о(1) 
при И| Z*.  (В силу эвклидовой инвариантности функции F коэф
фициенты bm(f, «)> на самом деле, >не зависят > от выбора

Заметим, что полагая в формуле (3.2) f(X) = ех՝Х| |i?(А), полу
чим 7.v(f) = 1пЗ(V, р, X) (см., например, [7] или [10]). Таким образом, 
теорема 3 описывает, в частности, асимптотическое поведение лога
рифма статистической суммы.

Пусть £:Z’-»C— комплекснозначная функция на решетке такая, 
что Щи)|-С1» t£Z’. Рассмотрим величину

3(У, Е,Р,Х)= £ еХ|с|ГЦ(/)е-?"Ч (3.4)
I&

Заметим, что при 5^1 формула (3.4) задает обычную статистическую 
сумму. Известно (см. лемму 1 работы [12]), что при Х<^— 1п^։(Ф), 
где Ф£В»(р), р > v, имеет место соотношение

1п2(ИЛХ) = Е еХ|Х| П(Ц0Х(° ’ (3.5)
лея у ~ А!

/ед

Пусть функция 7j:Z’->C такова, что |т;(/)|<С1 для всех 
а параметр X удовлетворяет условию Х<^ — 1пЛ/։(Ф), Ф£В։(р), р'^'1՝ 
Для HcZ’ положим

4*1
«»у.ч.х(Г)«= S е— П01(/))Х{%(АЧ- ?). (3.6)

x^ev Xl &
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Отметим, что при т) з= 1 функция ши, 1, х “и. х првДставляет со՜ 
бой групповую или урезанную корреляционную функцию (см. [7, 13]) 
и, как это показано в [3], является кластерной функцией.

Лемма 1. Пусть с и т)— комплекснозначные функции на Х'1 
такие, что |5 (01<1, М*)|<  1» *€  2”. Тогда при Х< — 1п Мь (Ф), 
ф£В»(р), р^>У, имеет место разложение

1 /И
1п з (V, Е, X) - 1п з ( V, ц, X) = у ֊֊ “И. % X ( у) п_(5 (0-

(3.7)
Доказательство. В силу (3.5), имеем

1п 3 ( V, Е, X) = у ех |Л| П (Е (О - 7, (0 + (0 )х (О = 
/ел Л!

= 2^^ 2 П(Ч0֊’։и))Г(/)П(ч(0)х<<>֊^ =
XI ։-

= У —- п (Ч0֊^))г(',2 ֊ПМП)* (0ЫХ-1-У), 
у*Еу Г! ,67 Х1 /€х

откуда следует утверждение леммы 1.
Следующая лемма дает полезное представление характеристической 

функции <рхи числа частиц гиббсовского случайного поля, попавших в 
объем V, и описывает ее важные свойства, используемые при доказатель
стве теоремы 1.

Лемма 2. Пусть X < — 1п 7И«(Ф) и Ф £ В։ (р), р > у. Тогда

1) 1П<РГ(3)= ?
лесу: л .-0 

где шх=

2) ~ Ь ф^(5) = г < 'с П И] >х+и, х;

^2
3) —а 1п тУ (5) = гаА+ь. X |с п И|.

Прежде, чем перейти к доказательству леммы 2, заметим, что из 
1) вытекает вещественная аналитичность характеристической функции 
ф/(5) по 5 ПРИ условии X < — 1п Ме, (Ф). Кроме того, для любого 
т’ т<—1пЛ£;(Ф)—X, в силу утверждения 3) леммы

А+., х |с П И - <|с П И| >х+-, х. (3.8)

Доказательство леммы 2. Как легко видеть 

ехл
>. (/V) = у ехр(Х|С։| —рб/(С1ис։)),

( • '•> С։СИ:|е1|

откуда, пользуясь формулой <3.4), для характеристической функции 
фиг, х получаем
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' = Е(1Г,՜)՜՜ ' (3֊9)

где 1у—индикатор множества V. Поэтому

1п «ри?, * («) = 1п 2 ( е 1, /.)—1пН(Н7,л).

Теперь, применяя лемму 1, получаем
X |Х| 

.(*)=*  ₽2^пЧг(е'։-1) в”г->(Х)- (ЗЛ0)
ХеЕу-.ХчкО л!

В условиях леммы 2 усеченная корреляционная функция является кластер
ной, в силу чего ряд в правой части 1(3.10.) сходится равномерно относи
тельно №сТ. Отсюда, с учетом того, что Ит х=ш,, получаем 

«• ♦ 2’ 
первое утверждение леммы.

Далее, как легко видеть

֊ 1п х (5) = 1п 2 ( )•) = /< |с П И >„, х+/л х,
аз аз

(3.11)

7^ 'п ?V, х (։)= г ~ *С1 с 0 И х+ х’
<1з7 <1з

Отсюда, так как Ряг, х слабо сходится к Рх при й՜ 1 2’, то согласно 
теореме непрерывности Леви—Крамера [14] с учетом аналитичности 

х при Х<— 1пЛ^в(Ф) получаем, что

Ит 1п х (з) = 1п<рх։'(з); Ит <|сП И>г . х+/,. х = < |с П И>к+/Л х; 
«712’ 1^12’

(3.12) 
Ит 2)^ х+и< х|с П И| — Ок+1. х |с П И

«7|2։
равномерно по в на любом ограниченном интервале вещественной оси. 
Следовательно, дифференцирование и предельный переход можно переста
вить, т. е.

— 1и <РхИ («) = Ит 1п х(з), к. = 1, 2. (3.13)
<75*  И712’ аз՛

Комбинируя (3.11)—>(3.13) с очевидным равенством

— *С|с  П х+/», х = ։2)1г, х+и, х|сП И|, 
</з

получаем утверждения 2) и 3). Таким образом, леммы 2 доказана.
Лемма 3. Пусть V ^На, Ф £Вз '(?)» Р^՛*  и *̂̂^։(р)  — 

= — 1п [М.(Ф) (2 е 7» (р) + 1)]. Тогда для логарифма характеристи
ческой функции справедливо разложение:

1п ^(в) =£ Ьк (X, 5) | И|, .к + R ( И, 1. з), (3.14)
*=о



442 С. К. Пвгосяж

где величины ^^(5), Ь*(Х.  з), Л-О, I, --, * “ R (УЛ, з) анали
тичны по 5 в некоторой достаточно малой окрестности нуля, а 
R (У, К 5)։=о(1) при Иф г’*

Доказательство. Согласно формуле (3.2) и утверждению 1՛) 
леммы 2 имеем

1п (5) = Хи(/х, Д

где функция /},г(Х), Х£Е, определяется формулой /х, г (X) = ех ■*•  X 
Х(е“ — 1)1*1  <ох(Х) при Х=£0 и /х, ДО) = 0. В условиях леммы, как 
известно, »х является кластерной функцией (см. [3]), что влечет кла- 
стерность функции /х,*.  Отсюда полагая

6*  (), ։) = 6» (/», Д к — 0, 1, • - •, л (3.15)

с помощью теоремы 3 получаем разложение (3.14). Аналитичность ве
личин 1п ®хИ (з) и 6*  (>֊, з) при достаточно малых значениях |з| вытекает 
из их явных выражений, приведенных я утверждении 1) леммы 2 и 
формулах (3.3) соответственно.

Лемма 3 доказана.
В заключение этого пункта приведем результат об асимптотическом 

разложении в локальной предельной теореме для числа частиц гиббсовско
го поля.

Теорема 4 [15]. Пусть ^<Лъ(р), потенциал Ф принадлежит 
классу В*  (р), р и последовательность параллелепипедов Уп £ На 
такова, что У„ Т 2’ при п — Тогда для любого фиксированного 
числа а > 0 и всех натуральных П таких, что |Л— с П ^я| ^>х| 
<С а |/ 11/п| имеет место асимптотика:

Л(|сП УП\=Ч) = ________ 1 ____
/2«7,(Ия,л)|к„| ехр

(УУ-<|сПИ,|>х)«>
2ъ(Ип, Х)|ИЯ| Iх

х ( 1 ֊ 73 ( Ия’ ?) Г 3 л/— < |с П И|>». _ /V—<|сП И„'>х ]
I б/7з(.ия,/)|ия1[ Ут։(Ия,л)|Ия| /ъ(Ия,1)|ия| ] +

4- О('—))

равномерно относительно М в указанном промежутке. При этом 

|Ия|7я, (уп,А) = тжо^11й^Ш1^^(^^^)(х.(9)1^я|х_4։^.11։йкоЯ

1(4 0), -т^3։> Ь

с1т 1

м *<Ч.(ч) ;ЯЭФ .ДИМ дтоцТХ Е вммеЛ 
,ОнЕ£ ,[Ь

оамлдэавцпо пнцмниф
՝ х(։) (4.1)(М.£)

Р^Х(ЛГ)=2- | Х(5)е֊/№Л.
.(г .л ,\ ) 9х 2*  д!|\У'(г .л) аА = (г) П1

0-Л



Вероятности уклонений 443

Далее, из определения статистической суммы следует, что 
3 (1У, X) аналитична по X на всей комплексной плоскости и отлична 
от нуля для вещественных X, Следовательно, в силу (3.9), функция 

։(л) аналитична по $ на всей комплексной плоскости при условии 
1т/. - 0, которое всюду ниже предполагается выполненным. Отсюд а 
для любого вещественного с следует равенство:

с я-Ь
[ Тг. 1 (*)  е՜'"' Л = У V*.  х И 2)

—« — х—/т

После замены переменной $ = ы— 1՜ в правой части (4.2), в силу (4.1) 
иолучаем

•С другой стороны, поскольку с учетом (3.9)

»(«-*)  3(1Г, е1/и+х)Ч1)
11т ——------гт—==11т-------------- ֊7----------

ф\г՝ Тяг.х( ^(^,е и, X) 

то совершив в (4.3) предельный переход при | 2’» получим

РГ (/V) .-= е՜^^- п) С уГрТ х («) е՜^“ Л» =
2к Л 

—с
= е-^ (_ ։Ч) к (7у)֊ (4.4)

Определим функцию ЛГ(х), — оо <^-с<^ 4-со, по формуле

Ах'(*) = «|с п К|>х+Т, X - < |с П и >х). (4.5)

В силу (3.8), функция Лх՜ (т) вещественно аналитична по т при усло
вии шах (X, ХЦ- т) < —1п Л/г (Ф).

Далее, из леммы 2 работы [16] следует оценка

х’с П И > С(Ф) > 0 (4.6)

для всех достаточно больших V и т из промежутка |т| — 1пМ։(Ф) —X.
Замечание. Некоторые известные результаты, используемые на

ми в настоящей работе |(в том числе н лемма 2 из [16]), доказаны для 
гиббсовских полей с постоянной активностью. Однако, как легко видеть, 
соответствующие доказательства, распространяются без изменений и на 
тот случай, когда активность поля принимает два значения.

Согласно (3.8) и (4.6), — ЛГ(т) > С (Ф) > О при пхах(Х, Х-|-т)

—1хх AG (Ф), откуда следует, что для всех достаточно больших V, 
в некоторой окрестности нуля: |х|<^х+, существует вещественно ана
литическая функция (х), обратная к (т). Как это следует из фор-
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мулы (46), в качестве величины х+, не зависящей от V, можно взять
величину — С(Ф) (1п М& (Ф) 4՜ М-

Теперь положим

_±1пТГ(-^Г:(х))։ |х)<х+. (4.7}

Следуя [8], назовем функцию А/ функцией уклонений. В силу 2) лем

мы 2 и формулы (4.5) получаем, что -*Ax V (*)  = S*  (■*)»  откУДа сле

дует вещественная аналитичность функции уклонений при |х| < х+, а 
также соотношения:

л,” (0) = (О)=о, £ лГ(ж) - « Г -
dx ах 'a' ։-<Kw/

=/— — < !с П И| >*  и, X V V = Г.77 D v |с п И V . (4.8} 
\|И| ^|7| x+rfcnx’ 7 т

Предположим, что <Jc П И) ^>х-и, х = где 7V^Zh, тогда сог
ласно теореме 4 имеем

при шах (л 4֊ т, л)<С — 1пМ(Ф) и V ] Z՝.
С другой стороны, полагая t = gV(x'), из (4.5) и (4.7) получим 

?/(—i’)exp(—5<с П И|>х+т, х) = ехр(—И|Ахи|(х).

Пусть теперь Ta=g',(— где величина а та же, что и в теоре- ‘ 

ме 1, тогда согласно (4.5) для достаточно больших И имеем
<|сПИ|>х._,у / и / а \\ <|сП К|>х+..,х <|сПИ|>х

И |И| (.*  й й

откуда <С Iе П ^>Х4-Т։,). = 7V. Таким образом, в силу (4.4), (4.8) и 
(4.9) получаем, что

А (ЛО = )/ Ах (—j exp ( - I И| Ax^-pj)) (14֊ О (yypj)) *

Отсюда, имея, в виду, что А/ (А) = АЦ0} + 9^,

A? A*(w)  = h (0) + ° (|pj) пр>։ И 1 Z’’

получаем соотношение (2.1).
Перейдем теперь « выводу асимптотического разложения (2.2}. Со

гласно (4.8) имеем
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Лу (0) = ~ |п (*)1  ) .
*/х \|И| с/з3 |5-о/

■С другой стороны, в силу леммы 3

£֊ 1п (0) = Ъ֊Ь> (X, 0) I и.-*  + £ R (К х, 0).
с/х й=о </83 с/х3

Отсюда, полагая

а*(г)  = -^-6л(1пх, 0), (4.10)

получаем соотношение (2.2).
Формула (2.3) доказывается аналогично. Таким образом, теорема 1 

доказала.
5°. Доказательство теоремы 2. Поскольку доказательства 

теорем 1 и 2 следуют одной и той же схеме, в этом пункте мы приводим 
лишь набросок доказательства теоремы 2.

Пусть Ру7).^)=Ру,х(ссУ:\с\ = /Ч). Согласно формуле обра
щения имеем

X
Ргл(Н)~~ | Фкх(0е-ЫЛГЛ,

—X
где характеристическая функция числа частиц в объеме V имеет вид

В условиях теоремы статсумма 2 (V, X) аналитична по X на всей плос
кости (см. [7]) и отлична от нуля при вещественных X. Поэтому функ
ция Ту х(0 аналитичная по t на всей комплексной плоскости. Кроме 
тог», очевидно

Таким образом, по аналогии с (4.4) получаем

'-'"Р^-.М-

Определим функцию Ку,х(х), —оо т + оо, формулой

Ку. х (') = « |с| >и, х+ % ֊ < |с| >/. х).

Имеют место следующие легко проверяемые соотношения:

<!с|>и,х- —1п5(И,Х),
(/К

(5-1)

— ,'с1 >>и. I ’=— Оу. х |с|.
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где £)у,х|с| — дисперсия числа частиц в объеме И, вычисленная отно
сительно распределения Ру. 1. В силу (5.1) функция Ли, х(х) аналитич
на по т на вещественной оси. С другой стороны, согласно лемме 2 
работы [17] для достаточно больших объемов V и для любого конеч
ного замкнутого интервала значений X имеет место оценка

Р֊£>и,х|с| >С(Ф)>0.

Отсюда для большил V в некоторой окрестности нуля, не зависящей от 
И, следует существование аналитической функции 8у։х’ обратной к

Определим функцию уклонений

Далее, повторяя рассуждения, использованные нами в предыдущем пунк
те при выводе формулы '(2.1), легко получить соотношение (2.4) теоре
мы 2.

Для доказательства (2.5) заметим, что

^-Ли.;(0) = |1/|('-~֊1пЕ(И,1) V 
с1х*  \.<Д։ /

Остается воспользоваться асимптотическим разложением логарифма 
статсуммы (см. выше теорему 3). Таким образом теорема 2 доказана.

В заключение отметим, что теорема о больших уклонениях для гибб
совских случайных полей может быть доказана также с использованием 
результатов 'В. Статулявичуса и его школы, полученных применением ме
тода семиинвариантов '(см. [ 18]).

.Институт математика
АН Армении Поступала З.Х1Д989-

U. Ч. ЧПЧПОЗИЪ. ffkk gb^auIUr|> £«и{ш(шЦш1ж1]»]а1ББЬгр ^awaBaljak ^арвкг)
ladar

Hrr-h t ptePij Фп*-
i-r У t-^^j P4J. jit tivuni,fP
*«*  meesgfmt t Ьшк ^кр1ш^р Jit mkeseJPlp

P4f ^etJmP ШЦШШ ишЫиЛшцрЬ ж)ш^шИЬР1, ^кя^ши!,

S. K. POGOSIAN. Probabilities of large deviations for Gibbs 
random fields (summary)

.... th' $ibb։ ,r։ndom field։ » local limit theorem is obtained for the probabi
lities of large deviations of the number of particles in a finite volume V V-*  ee An 
analogous result is obtained for the number of particles of the grand canonica*  
ensemble In a finite volume with free boundary Conditions.
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