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1. Пусть мероморфная в круге D = |z, [z|<l| функция W = 
=■ W(г) имеет счетное множество нулей (г*]]՞, занумерованных в по
рядке возрастания их модулей и 7’(r, W}—её характеристическая 
функция Неванлинны.

В работе М. Цудзи [1] было установлено, что если

р— lin sup и р= inf |/.|, £ (1 — (г,')'՜1 < + со (1)
֊-■

1 — г
суть соответственно порядок роста функции W (г) и показатель схо
димости для последовательности ||г,||Г, то справедливы неравенства

0֊<Р<?. (2)
На пути построения общей теории факторизации мероморфных в круге 
О 'функций 'M. М. Джрбашян [2] конструктивно построил произведения 
ß«(z, z*), зависящие от непрерывного параметра а£ (—1, -j- оо), схо
димость которых в круге D имеет место только при условии

S (l-|zft|)a+1<+oo. (3)
*=1

Эти произведения, переходящие в классические функции Бляшке 
В (z, Zj։) лишь при а = 0, строились таким образом:

Во-первых, вводится в рассмотрение две функции

(։' ° “ S rfTnr.ti1» (-։)> f (1 “ <4>
я-о Г (а 4- 1) Г(1 + 1с) J

Kl
А »CI

«ГО (z, С) = V Г(а + 1+&) /_z \ Г dx (5)
’ ^оГ(а+1)Г(1+ С/ J

о

Во-вторых, для любых С (0 <С|Ч <С 1) и определяется функ
ция

Ал (г, 5) = (1 ֊ у) ехр (г, Q - ш<» (г, С)}. (6)
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Указанные произведения определяются следующим образом:

В„ (х, х») = П (>։« (*> *»)• (7)
А—I

Наша цель доказать следующее предложение.
Теорема 1°. Если

рОО+1» (8)'

то для функции В, (г, яа) имеет место равенство 
т(г.В')

• р-ишзир:—г=“- (9)
г-1-0 1ог -—

2°. Если а^[р, И+1] м показатель р таков, что

2 (1 — < + «», (10).
1

то всегда р = р.
2. Сначала докажем следующие леммы.
Лемма 1. Если — 1 < а < 0, то справедливо неравенство

„ I Г П—*)“ , 1-U
R'1J “

15/

(f)7»֊*>^} >ММ<1). (иг
О

Доказательство. Рассмотрим функцию

֊ + Ê а՞ (р) <<*)•, 0 < р = 1՝1 < 1. (12)՛
Л Л-1

где 
1

o,(p) = 2[|(l-x)‘-l]È, (13).

Î'

ап (Р) = ֊ ֊ Г(а + 1)Г(1+)я) J (! - *)**' 1 d* (л> 1) 

о
или

1
°՛(|>)“ г(.î 1)г^ + „)՛ jt(1 -л)'՜ -^>4х'՜'<»>!)• (М)

Из (13) и (14) видно, что а„(р)>0 (п = 0, !,•■■).
Далее убедимся, что

Ял-н (р)< ап (р), п = 0,1,-• -, (15).

ул(р) = Л։ал(р)^а.,(р)-2ал+1(р)+ ал+2(р)>0, л = 0, !,• • •. (16)
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Для значений л 1 имеем

-м-°-(?)-г(г.(:\)Тб+п)1|(։- *՝՛- (1֊₽,)‘)х 

о

X Р+1+п- х -Л Xя-’ </х < 0.
\ л + 1 )

Для значения же л = 0
։

о0(р) ֊ а, (Р) >2 С П~*Г՜-1" </х - 2 (« + 1) X

р*
1

х у [(I - хГ- (1 - р’х)*] Лс = ь (р).

Но Ь (1) = 0 и при р < 1
1

Ь' (р) = - ֊ (' [1 - (а + 1) х] <1 (1 - р։ х)‘< 0.
Р .1 

о
Таким образом, Ь (р) Ь (1) =0 и, тем самым, одновременно будем 
иметь

а։ (р) < а0 (р), А» а0 (р) > 0.

Нам остается установить неравенства >(16). С этой целью заметим, что

Д’ ап (р) =
Г (я 4֊ 1 4֊ и) Г.

Г(а + 1)Г(1 + л) .) 
о

— х)“ — (1 — р’х)*] X*

Г(а +1+ п) (я +2+ л) 2_2 а + 1 + П , 1 
х| (» + !)(„+ 2) ։+п х"՜1 </х (л=1, 2, • • •).

Но легко видеть, что при х£[0, 1]

(я 4՜ 1 4՜ л) (д+ 2 + п) _ 2 а + 1 + п > (я +1 + л) (п +2) 
(л + 1) (л + 2) л + 1 (п + 1) (я +2+ л)

_2 (я+1 + п) (л+2) + 0 (п>1)
(л 4-1) (я 4-2 4՜ п)

■т. е. Д’ая(р)>-0 (п>-1). Отсюда по известной теореме о положи
тельности сумм тригонометрических рядов (см. [3]) следует доказа 
тельство леммы 1.

Лемма 2. Пусть —1<^а<^4-оо> 0<Св<О и я-}-е^>0. Тогда 
имеют место следующее неравенства

|Д.(х, С)|<ехр(-^֊ 
(е(1 —е)

(17)
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|Д« (л, С)| ֊< ехр< сопя!
1-|С| ’+1

1 19

Доказательство. Оценим |ш(.*5(ж« 91* Из (4) имеем

(18>

Чтобы получить неравенство вида (18) выберем 0<е։<1 такое, 
что а -+• е։ о.

Имеем



О порядке роста произведений 405

при 0 < |г| |С| < 1 имеетДля оценки (а. С)| заметим, что 
место (см. [2], стр. 624)

Но последнее равенство справедливо в |л| <С 1 всюду, кроме то
чек множества е(С)— |г/|;|-С|г|, аг£2 = аг£$).

Рассмотрим отдельно два случая

1) •1-1Я

1֊1Ч
1_։
2 '

В этом случае имея в виду, что

Легко видеть, что если г^е(С), то условие 2) удовлетворяется.
Если а > 0, то интегрированием по частям получаем
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4« («, С) - (г, С) = а (23)

Пусть а = [а]-|-|ч|, при |а| =?=/=□ по (23) получаем:

(24)

Последнее слагаемое представим в следующем виде:

■ Г (Р + *)
& Г (р) Г(1+к)

о
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Далее имеем

Из (19)—(27) и по лемме (1) получаем доказательство леммы 2 при 
[։) = Р^Ои —1 <а<^0. Если [а) =0, то вместо (24) получаем

= Ие 1о^/1-----֊֊ 1-С1 \< 1 1-|С|
1-Я։) Й

отсюда вытекает справедливость леммы и в случае {а} = 0.
Доказательство теоремыч В силу определения тюказателя 

сходимости ц для любого е > 0 имеет место

2(1-|д*|Г+1+'< + '*- (28>
«-о 

Пусть р+1. Тогдя для любого е, 0<^։<^1 такого, чт»
<х + е^>р-|֊1, из (28) по лемме 2 получаем

сопз! “
з (1 — е) Ло

։_а_ 1х>\
Следовательно

тг(В.)=А С 1ог+|Д(ге»», х»)| М +0(1) « (29)
2* Л е(1— з) (1—г)т
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Отсюда получаем

р= lim sup 
г-1-0

logmr (В.) 
— log(l — г)

О + *!■

где Е։ 2> 0 удовлетворяет условию а-}-е = р-|- 1 4֊ е։. Из (29) ввиду 
произвольности в, а 4- е > |1 4֊ 1 получаем р ֊< |*' Если последователь
ность сходящегося типа, т. е. X (1 ~~ .г*|)'х՜1՜1 <1 4՜ °°> то из (18) по 
аналогии с (29) получаем

const
(1-<

И Р < |1. (30)

Следовательно, в обоих случаях получаем
Р < Р- (31)

Из (31) и (2) получаем утверждение теоремы.
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