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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ СОПРЯЖЕНИЯ СО СДВИГОМ 
В КЛАССАХ Ар

Пусть Т — единичная окружность, — единичный круг, а О — 
множество |г[>1. Обозначим через Н(2) класс функций, определен­
ных на 2 и удовлетворяющих условию Гельдера,а через Нй(Т-, <։,-• • 
•••,/я)—класс функций, имеющих разрыв[первого рода.в точках 
(£=1,—, п) и удовлетворяющих условию Гельдера на каждой зам­
кнутой части Т, находящейся между такими соседными точками.

Рассмотрим задачу сопряжения в следующей постановке:
Найти голоморфную в Оь II £> функнию Ф (ж), обращающуюся в 

нуль на бесконечности, по граничному условию

Пт ։Ф+(га(*))-£>(0 Ф"(г-Ч)-/(/)Ь = 0, (1)
/■-►1-0

где О(Г)£Н0(Т; /х, •••,/„), £>(•/) 0, / (/) £ Ьр (7) (р > 1), Ф+(г) и
Ф՜ (г)— сужения функции Ф(г) соответственно на и £)՜, а а(£)— 
гомеморфизм, сохраняющий ориентацию на Т.

Задача сопряжения в классах Ар, когда Ф (з) ищется в классе функ­
ций, представимых интегралом типа Коши, изучена многими авторами. 
Полученные результаты и их приложения подробно изложены в работах 
[1]-—[6] и др.

В постановке (1), при р = 1, задача сопряжения исследована в рабо­
те [7]. В настоящей работе мы проводим исследование задачи (1), когда 

.Р > 1.
Положим а* 4֊ / р*» (2к։) 1 (1п £) (/* — 0) — 1п О (£* 4-0)), где под 

1п £)(/) подразумевается любое определенное значение, непрерывно 
изменяющееся на каждой дуге #*+г. Для произвольного числа р^>1 
через Т’(р) обозначим подмножество множества (/1։ /։, •••, ^я), состоя­
щее из точек /*, где имеет равенство (1 — (а*)) р = 1 ({аА} — дробная 
часть числа аА), а через Т'(р) и Т"(р) — подмножества, где выполня­
ются соответственно неравенства (1 — [а*|) р < 1 и (1 — {а*}) р^> 1.

Везде предполагается, что а' (£)££р(1). •
В пункте 1 рассматривается случай, когда Т(р) = 0. Устанав­

ливается, что решения задачи (1) принадлежат классу Нр (см. [8]) и 
.результаты совпадают с результатами работ [1], [2]. В пункте 2 изу- 
■ чается однородная задача (1), когда Т (р) 0. В пункте 3 вводится 
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пространство (7")с:£,р(Т) и исследуется задача (1), когда /.(<)€ 
еГ ЧГ) и Т(р)У=0.

1. Паре функций Ф+ (х) и Ф՜ (х), определенных на О~ и Л՜, со­
поставим функцию Ф(х) равенством

ф(։) = (*+<‘>-

ф-(х), гбО՜.

Обратно, если Ф (х) определена на и Р՜, то через Ф * (х) и Ф՜ (х)г 
соответственно, обозначим сужения функции Ф (г) на £)+ и О՜.

По теореме о конформном склеивании (см. [4]) существует такое 
решение Цх) граничной задачи

Ф+(а(0) - Ф“(0 = 0, /С. т,

что ).+ (х) и к՜ (х) (Г(г) = х+ Х~(х), к~(оо)«=0) конформно отобра­
жают области О+ и О~ на некоторые области Д+ и Д_ с общей гра­
ницей и удовлетворяют условию Липшица в £)+ и Г и О՜ II Т, соот­
ветственно. Положим

п+(х)= П(Х+(х)-кт (а (/*))/*, х££>+,
«-1 *

П (г)=П (х-(-) —К~(М) *>
*=1

где Х։, кя — целые числа, выбранные таким образом, чтобы име­
ло место — 1 <С -С 0, если 1к С Т(р) и Т' (р) и 0 ■< аА 1г 
если Г"(р).

Далее положим
1 I- У (3 (Т))

2*1 3 ■։—։
5+(х) = е ’ , х££>+,

где Р (/) — функция, обратная к а (/), а ф(£)— решение уравнения

Ач> ֊ <р (0 ֊ гЦ Г (֊Ц------ ՝ ) ф (х) = Ь ^(/).
2кг 3 Кт— I а(-) — а(/)/ 

Г
Введем в рассмотрение функцию

5р(х)=5(х) П,(х). х6£>+и^-.

Теорема 1. Пдсть /(/)^£Р(Г). Если Ф (х) есть решение гра­
ничной задачи

>+ (г 1 (0) - £> (О Ф-1 (г֊10 -/ (<)|р - о, (2)
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имеющее конечный порядок на бесокнечности, то ее можно представить 
в виде

ф+(г)=5₽(г) Г 2££)',
2тс г .) Т — г

Т
Ф- (։) _ ££) [ +з; м <2(«>, = е о-, (3)

2к I .) т — г 
т

где (?(*)— некоторый полином, а у (О— решение уравнения К у = 
= <2(0+/(0(5? («(/)))-’.

Доказательство. Пусть /<(/) (: Н( Т) и /<(<) -* 1 (0> при г —* 
—»1 — 0 по метрике Ьр (Г). Так как (* (0) — 0(1} 5Р (/) = 0 и 

• (5р (а(0))~1€^(7’). <7 = р(р —1)՜'. то условие (2) можем записать в 
виде

Нт |Ф+(г<Ф)) _ Ф՜ (I֊-10 _ ^(<) | 0.
г.1-0 I 5/ (а (0) 5р (I) Зр (а (#)) В,

• Обозначив

чг /Л = ф+ ('а (0) _ Ф՜^-1') _ /г (/) , 
#(«(<)) 57(0 5;(«(0)

К (г) = (г 6 П+), /> (г) = Ф {г $ О՜), (4)
Зр (г) Зр (г)

будем иметь

& («(0) - /т (о = (о+/, (о (5; (а (О))՜1, ։ е т.

Так как функции Г? (г) и К? (г) представимы в виде интеграла типа 
Коши с плотностью из класса £.’(Г), то (см. [1], [2])

/+ (г) = — ( </т, г е О+,
2^ I 3 т — г 

т

Г7{г} = %П + ^°՜՝ (5)
т

где О,- (г) — главная часть функции /“7 (г) на бесконечности, а <рг (<) 
— решение уравнения Ллр = Ф՜, (/) + Qr (О + А (О (3%(а (<)))՜*- Совер­
шая предельный переход в (5) с учетом (4) получим доказательство 
теоремы.

Теорема 2. Пусть р > 1, Т(р) = 0. Тогда общее решение за­
дачи (2), имеющее конечный порядок на бесконечности, определя­
ется формулой (3).

Доказательство. Так как при Г(р) = 0 функции Ф+(<), 
Ф {Т) (см. [1]), то функции Ф+(га(/) и Ф~ (г՜1 <) сходятся по

: метрике Ьр (7^, когда г->-1—0 (см. [8]). Теорема доказана.
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2. Пусть "С Т. Для любого 3>0, г < 1 через А (3, г, г) обозна­
чим множество точек t^T, удовлетворяющих неравенству |f — -| < 
<8(1-г).

Лемма 1. Пусть tk(; Т(р). Тогда существуют числа ։0>0 и 
С9 > 0, не зависящие от г такие, что, если /£Д(80, /*, г), то

15; (га (о) - d (о s~p (г֊’ 01 > Со |5; (га «»ь t + tk.
Доказательство. Рассмотрим выражение

./(г, t) = In |П7 (Г֊1 о (П+ (га (0))-J| I гarg Щ (г֊Ч) (П* (га (f)))՜1 -

— I (Art'. 0 + *(ъ 0) <?(■։) Л — ?(0У 
\2* t J /

т
где К? = In D(t), a

A a- g,N . 1___
r'՜’ а(т) —ra(0 t — r-4

В достаточно малой окрестности 7* (ti £ Тц, i=f=k.) точки tk имеем 

?(0=—*(&* — ?*) x(t) 4-<р'(0, ?'(0€Я(Т*), (6)
где х(0==1> при <£(#*, tk+i), z(0 = — 1» ПРИ <6 I'M**» f*+i)- Так 
как при t £ А (8, tk, г) (8 > 0)

,'arg П; (г֊1 0 (П; (га (О))՜’ + « X(t)f < С-8

тде С — постоянная, не зависящая от 8, то при t £ А (8, /*, г), учиты­
вая (6), получим

Im /(г, 0 = О(8)+*(«* + >*) X (0-
Поскольку ]а* + >.А| = р՜1, то 80 > 0 можно выбрать таким образом, 
чтобы при А (80, tk, г) имело место

0<— -80<|1т/(г, /)|<2к-80.
Р

В силу этого

|е/ (г, <) — 1| > const |lm I (r, t)| Со 0.

Для завершения доказательства леммы остается учесть, что

|5+ (га (0) - D(t) 5р (г֊1 01 = I# (га (01 |е'(г' ° ֊ Ü-

Из леммы 1 и теоремы 1 следует
Теорема 3. Общее решение однородной задачи

lim 8Ф+(га(0)-£>(ОФ"(г-1ОВр = 0, (7)
r-1-O

имеющее конечный порядок на бесконечности, можно представить в виде
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ф+(։)=ЛМ
2я i J t — г 

г

ф-(х)_ Аё<‘>- fill л+ «•(.)<?(’)■ «60՜

2։ i J х — z 
т

где функция и полином Q(z) связаны равенствами

А? = Q(0-
-֊ ? (**> + ֊֊. f ( * (Т) ,֊т Ф (') dx = °’ '* ^ г0>)-
2 2я г J а(т) — a (ft)

г
Пусть <р4(t)—решение уравнения A<f> = f*(£==!> 2» - • •, л). По­

ложим f
Г

Ф*<*’=К9 iiD՜-
г

Из равенства K<fk =tk и из формул Сохоцкого-Племеля следует

ф|(а(<))-ФГ(0 = Л

Применяя теорему о конформном оклеивании будем иметь

ф; (*) = (>-+ (2))* + 6։ ().+ (я))*-1 + • ‘ • -Н 6*.

где 6։, bit‘• •, bk — некоторые комплексные числа. Из этого представ­
ления для функций Ф* (z) непосредственно следует

Лемма 2. Пусть х։, xi,---,xn— произвольные точки единичной 
окружности. Тогда

def : : | =/= о.

\Ф։՜ (•։*)• • -ф*֊1 (ta)/
Определим числа *(р) и х' (р) следующим образом: пусть *(р) = 

= — (Ь։ ч------- h Х„), а х' (р) есть количество точек множества Т^р).
Из теоремы 3 и леммы 2 следует
Теорема 4. Если *(р)>х'(р), то однородная задача (7) име­

ет х(р) х (р) линейно независимых решений, ровных нулю на бес­
конечности: Если *(р)<х'(р), то задача (7) не имеет решений, 
обращающихся в нуль на бесконечности.

3. Отнесем функцию f(t) к классу LP։ * (Г), ₽>0, если
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Выберем р'^> р таким образом, чтобы имело место Т(р’) = 0 и

Sp՛ (z)=~Sp (z) п (}.+ (z) _ k+ (a (£*)), z е D+, 
'*6 7 (P)

tk£T{p)

Далее, для любого f(t) ^Lp'՝ (Т) обозначим

(№/)(0=^֊֊
2к I (Mb О + k Ь, 0) d-, SP՛ (a (t))

St'(ri(i))-D(t)Sp(r֊4) d~
2k i

/(*)
S+B- («

Лемма 3. Существует число С, не зависящее от г и f такое, что

Доказательство первого неравенства следует из оценки

|Лг (т, t) + k (s /)| < const Pr (~, t), 

где Pr (т, 0 = (1 — ra) |x — rf|՜2 — ядро Пуассона. Для доказательства 
второго неравенства можно воспользоваться неравенством (см. [7]) 

|5? (га (0) - D (0 57 (г-.*Г)1 < С։ |5? (га (f))| (֊֊֊ + О«1- г)՝) ) •
\|fk — rt) J

t(z T/t, о > 0,

где Tk — некоторая окрестность точки tk такая, что ti £ 7* (z =/=£). 
Положим

<f+ (z) = -pj- [у(Р(т)) rft, ze£>+, 
ZK I J 1 — z

T

= [֊/. ^£'՜,
г

где <f> (0 определяется из уравнения ~f(t) (Sp- (a (t)))՜1.
Из леммы 3 следует
Лемма 4. Пусть f (t) Lp՝ ' (Т). Тогда

Jim ЦТ+(га(0)-D(0 ՝F(r-4)-/(^o = 0.
г-1-0

Так как порядок функции Sp- (z) на бесконечности равен —* (p)-h 
-]-‘/(р), то из леммы 4 и теоремы 3 следует

Теорема 5. Пусть f(t)^Lp''(Г). Тогда общее решение зада­
чи сопряжения (1) можно представить в виде:

а) если *(р) — *' (р)^-0, то
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и-о у

х(л)-1 с- (г\ [' <р (х)
ф- и) --= 5; (2) 2 с* (фг + х*) + | ֊г

‘֊“° /

где Со, С,,՛• •, Сх(р)-| произвольные комплексные числа, удовлетво­
ряющие системе уравнений ,

Со Фо (6) + • • • + & (р)-1 Ф^(р)-1 = 0, 6 € Т(р),

при х(р)^1 и Со = С1 =■ • • = Схур)-! — 0, при х(р)=О.
б) если *(р) — (р) *СО> то задача'имеет решение тогда и толь 

ко тогда, когда

<р(О ?<// = О, £ = 0, !,•••»—(*(р)— *՞ (р) + 1)>

при этом решение определяется по формуле (8), если положить Со~
=■ С, = — Сх(р)-1 = 0.
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