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Рассмотрим ряд Ньютона

- Ф (п\ <и ~^(х) = V ^г(г + 1).. .(г + л֊1) = ф(0) +
л-и Л1

+ £֊г(г + 1)--(г-1-п-1). (D
л = 1 Л1

где Ф(г)—целая функция экспоненциального типа (ц.ф.э.т.), представ
ленная в виде интеграла Меллина

*(*) = ֊֊, J’ (2>

4 (7. 6]

здесь L [а, Ь] — спрямляемый контур с началом в точке а и «концом 

в точке Ь, принадлежащий области {|г| 1}\[—1, 0], а •Чг (f)—непре
рывная на этом контуре функция.

В настоящей работе получены признаки полной регулярности роста 
(п. р. р.) ряда Ньютона (1), аналогичные некоторым из полученных в [1] 
признаков п. р. р. степенных рядов. Предполагается, что читатель знаком 
с основными результатами теории целых функций вполне регулярного 
роста (в. р. р.) в объеме глав I—III монографии [2].

Покажем, что функция F (г) есть ц. ф. э. т. С учетом (2) преобразуем 
равенство (1):

р(2)=— jn*(* + l)---(« + n —В Г tn^^dt =
2я i„=о л! • J

4 (7,7]



386 Н. М. Чорных

Возможность перестановки суммирования и интегрирования в (3) 
обоснована ввиду оценки

«40 2 
л [?. 7.

£1

Г(я + *) 
|Г(г)|-|Г(/<+1)1

1,

4 (о,

справедливой при п > No, полученной с помощью асимптотической фор
мулы [3, с .272]

1пГ(-)= Л— — 1п х — *+ — 1п2«+ о(—}> !аг?т| <к —3, 3 > 0. 
\ 2 / 2 \ * /

Из формулы >(3) непосредственно следует, что Е (г) — ц. ф. э. т. 
Обозначим через 5 (а) функцию

5(а)=Г(г)е-« = ^ «40,-7-----֊Г- (4)
2тг I и (1—0

4[я։4՜!

Под знаком интеграла в (4) перейдем -к новой переменной т = 1 + 
+ 1п(1 — 0. где 1п(1 —<)>0 при <<0, после чего имеем

5(г) = — Г Т(1-е’-’) (е-,('-։,-։ 
2к ։ 3

4 (а, »]

где Ь — 1 4- 1п (1 — а), а = 1 + 1п (I — Ь). 
Обеспечим теперь 

л йс։ —
<?(•:) = е-_։ Ч’(1 — в՜՜՜1). (5)

Таким образом, получим

5(г)==-Ц Г «р(х)е-”«/х, 
2тс I 3 

4 (а, 4]
где (т) — непрерывная на контуре Б [а, 6] функция.

Далее нам потребуется следующий результат Дюфренуа и Пизо.
Лемма 1. ։[4, с. 15] Пусть функция а (I) непрерывна на спрямляе

мой кривой Г. Тогда А (г) = а (() е*‘ <Н — ц. ф. э. т. Ее преобра- 
г

■зование Бореля имеет вид а (г) = Г (11. 
3 г — 1 
г

Через Ф (г) обозначим функцию 5(— г), т. е.

Ф (г) = 5(— г) = — I <р (") бх. (6)

4 (п, 6|
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Из равенств (4) и (6) следует, что п. р. р. функции Ф(г) экви

валентна п. р. р. функции Согласно лемме 1 индикаторная диа
грамма функции Ф (г) принадлежит выпуклой области С, ограничен
ной кривой г = 1 4- 1п (1 — <), I = е‘г, |<?| < « и отрезком [1, 1 + 1п 2], 
причем ее преобразование Бореля инеет вид

Рассмотрим теперь стеленной ряд

(7) 
л-0 Л!

Из соотношений (6) и (7), как и в лемме 4 [1՝, с. 1159], получим, что 
ц. ф. э. т. F(z) представима в виде интеграла

[ ?(’)«'*<*։. (8)

2п i J 
£ [о, 4)

Определим функцию F*(z) равенством

df ” а
F* (z) = F(—z) е** = Е ■֊?•«-. (9)

л—О П1

Согласно определению 2 из работы [1, с. 1158] будем называть ин
терполирующей функцией коэффициентов ряда '(8) такую ц. ф. э. т. Ф*{г), 
что Ф*'(п} = ап. Покажем, что интерполирующая функция коэффициен
тов ряда (8) представлена в виде

**(*)=֊
2n i J 

L 4]

(Ю)

Действительно, имеем
1 е(К — Г) с _

1
l («. 4J

zn (e՜ — e)n
dt =

2k i j 
Ца. b]

“ Zn 1

п!

=о п! 2« i J 
L [о, л]

'ет — е)՞ dx.

л = 0

Отсюда следует равенство (10).
Производя в интеграле из (10) замену переменной /=1—е'՜1, полу

чим представление

2n ։ J t - 1
L hLTj

(11)
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а = 1-е'-։, 6 = 1-е4֊1.

Обозначим

Н1 + 1п(1-0՝ . 
’ --------

Теперь равенство (11) принимает вид

Ф* (л) = ~~ [

4.(0. 6]
Таким образом, ц. ф.э. т. Ф*(^), определенная формулой

ф*(=) = ^-. I 
2я I 3 

Д (о,4] 
является интерполирующей функцией коэффициентов ряда (9).

Поскольку из формулы (2) следует равенство

ф (г) = Ф* (~)-е՜*, (12)

то п. р. р. функций Ф(г) и Ф*(г) эквивалентна.
Следуя терминологии, принятой нами для степенных рядов, назовем 

функцию Ф(г), определенную формулой (2), интерполирующей функ
цией коэффициентов ряда Ньютона (1).

Из равенств (3), (4), '(6) и (7) вытекает, что интерполирующая 
функция коэффициентов ряда (7) имеет вид

Ф (г) = Р(—г) е։. (13)

Из формул (10) и (12) следует, что функция

ф*(г)=ф(г).е* (14)

интерполирует коэффициенты ряда (9), т. е.

Г* (г) =7 (- г) е« = £ (15)
лги Л! Л=0 и!

Заметим, что если в формуле (2) произвести замену переменной 
й= ет ,го получим

Ф(г) = -1- [ Ф (е ) ах. (16)
2^ I J

Учитывая лемму 1 заключаем, что индикаторная диаграмма функции

Ф (•։) лежит в полуполосе С== [г'Кег < О, |1тг|<^п}, а ее преобразо
вание Бореля имеет вид
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£ [|п а. 1яй]

Обращаясь к равенству (16) и свойству 1 [2, с. 111], заключаем, что 
индикаторная диаграмма функции Ф* (г) лежит в полуполосе {х|Кеж<^1, 
1шг| я|.

Из формулы (15) и леммы 2 [1, с. 1159] вытекает, что индикаторная 
диаграмма функции Р*1(г) принадлежит кругу |г] < е с разрезом по от
резку [-е, 0), а из равенства (9) следует, что индикаторная диаграмма 
функции Г(з) лежит в области

О = |х| |х — е| е, [е, 2е)}.

Функция I (г), ассоциированная с ц. ф. е. т. по Борелю, имеет 
вид (ср. [2, с. 393], [1, с. 1161])

/«--!֊ Г
2к I .) г — е® 2 Л т (г — т) 

£ !“• &1 Г [«“, еь1
где Г[е°, е4] — образ контура £ [а, 6] при отображении т = е®.

И, наконец, индикаторная диаграмма функции Г (г) лежит в области, 
ограниченной кривой

е = -1п(1-0. < = е% |?|О, (17)

и отрезком [—1п2[. Обозначим эту область через О. Из равенства (13) 
следует, что для в. р. р. функции Ф (г) необходимо и достаточно, чтобы

функция Г (г) имела в. р. р.
Ряды (1) и (7) будем называть двойственными, если они подчинены 

условию (13).
Учитывая установленные выше зависимости между двойственными 

рядами, установим несколько признаков п.р. р. рядов Ньютона.

Теорема 1. Пусть (р (ш)— функция, ассоциированная по Борелю 

с интерполирующей функцией коэффициентов ряда Ньютона Ф(ш).

Тогда, если функция имеет конечное число особых точек одно

значного характера ш,, и>2, • ••, и>/г в гголуподосе С— {ш |Яе ги <^0, 
|1тш|<^к), и не имеет никаких других особенностей, то ц. ф. э. т. 

Р(г), представленная рядом Ньютона (1), имеет в. р. р.
Доказательство. Введем в рассмотрение •вспомогательные 

функции

X— (18)
л—о е
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■
ЛЮ-Д£>- <19>

Через/а (я) ибуем обозначать также и аналитические продол
жения элементов, представленных рядами (18) и (19).

Из леммы 5 [1, с. 1161] вытекает, что функция /а (я) имеет к осо- 

бых точек однозначного характера: Zյ^= е , (/ = 1, 2,-«*,А:)։ и не 

имеет никаких других особенностей, а функция (х) имеет единствен
ную особую точку г9=е.

Обратимся к функции /*(«)• Из формулы (15) следует, что 
функция /* (я), ассоциированная с функцией Б* (я) по Борелю, имеет 
вид (см. [4, с. 10])

/•(-•>-Р») 
/,«_и *

Функция (г) представляет собой квазиадамаровокую композицию 
функций (18) и (19). (Это понятие введено в работе [7]).

По теореме 1 из [7], которая является простым следствием резуль
тата, полученного в [8], заключаем, что функции >(20) имеет в комплекс- 

ной плоскости к особых точек однозначного характера вида г, — е 
(/ = 1, 2,• к) и не имеет никаких других особенностей.

Из формулы (15), применяя свойство 1 из [2, с. 111] и теорему о вы
делении особенностей аналитических функций [9], нетрудно вывести, что 
функция Кг), ассоциированная с ц. ф. э. т. по Борелю, имеет к особых

точек однозначного характера вида Ду = е — е (/ = 1, 2, • • •, к) и не 
имеет никаких других особенностей.

Из теоремы 3 [1, с. 1160] вытекает, что функция ф'(г), ассоциир-г: и- 
ная по Борелю с функцией Ф (г), имеет к особых точек однозначного ха-

рактера вида я^ = 1-}-1п(1—е ), (/ = 1, 2,■••,&), а из (13), как и 

выше, выводим, что функция /(*) имеет к особых точек однозначного 
«7

характера: Яу = — 1п(1—е ), (/ = 1, 2, •••,£), причем функции <р(я) и 

/ (г) не имеют никаких других особенностей.
Рассуждения завершаются применением следствия 1 из теоремы, до

казанной в [5]. Приведем его формулировку: ц.ф.э.т. А(г) имеет в. р. р., 
если функция а (я), ассоциированная с А (я) по Борелю, имеет конечное 
число особых точек однозначного характера и не имеет никаких других 
особенностей.

Теорема доказана.



Полная регулярность 391

Учитывая теорему из [6, с. 106], установленные выше связи между 
рядами Ньютона и степенными рядами и формулы (18) из работы 
[1, с. 1159], легко убедиться и в справедливости обратной теоремы.

Теорема 2. Пдсть ք(տ) — функция, ассоциированная по Бо

релю с ц. ф. э. т. Г(ж), имеющая конечное число особых точек од

нозначного характера я(, «»,•••, лежащих в области Б, и [не 
имеющая никаких других особенностей.

Тогда функция Б (г) представима в виде ряда Ньютона (1), 

интерполирующая функция коэффициентов которого Ф(ш) имеет 

в. р. р. Функция Б(г), ассоциированная по Борелю с ц. ф. э. т. 

Ф(ад), имеет к особых точек однозначного характера вида

Шу = 1п(1— е у), у = 1, 2»—• к, (22)

и не имеет никаких других особенностей.
Из теорем 1, 2 и теоремы 3[1, с. 1160] получаем

Следствие. Если ք{շ), Ч>(»), /(г), ?(ш)— функции, ассоции

рованные по Борелю с ц. ф. э. т. Е(г), Ф(ш), Բ (я), Ф (ш) соответ
ственно, и какая-либо из них имеет конечное число особых точек 
однозначного характера, лежащих соответственно в областях 

Б, С, Б, С и не имеет никаких других особенностей, то ц. ф. э. 

т. Е{г), Ф(<в), Е(г), Ф(ад) имеют в. р. р.

Теорема 3. Пусть ф(ад)— функция, ассоциированная по Бо
релю с интерполирующей функцией коэффициентов ряда Ньютона.

Если <р(ш)—алгебраическая функция и ее особые точки лежат 

в полуполосе С={ш|Кеш <0, |1тад| < л}, то ц. ф. э. т. Е(г), пред
ставленная рядом Ньютона (I), имеет в. р. р.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1. 
При этом вместо теоремы 1 из [7] приходится опираться на теорему 6 из 
[7], а вместо ссылки на следствие 1 из теоремы, доказанной в [5], следует 
сослаться на следствие 2: ц. ф. э.т. А (г) имеет в. р. р., если ассоциирован
ная с ней по Борелю функция а‘(г) является алгебраической функцией. 
(Можно сослаться и на более общий результат — теорему 6 из [1]).

Из установленных связей между двойственными рядами и леммы 1 
вытекает следующая

Лемма 2. Если функция ф (ш) регулярна во внешности простой 
кривой Լ, лежащей в полуполосе

С— | ад | R его < 0, |1тад|<^я}, 

то функция ք (г) регулярна во внешности простой кривой Г, полученной 
из Լ преобразованием (ср. (18))
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Г = ,{z|* = — In (1 - ew), w C £)•
Из теорем 6, 7 статьи [1] и замечания к ним, леммы 2 и зависимо

стей между двойственными рядами вытекают еще две теоремы.

Теорема 4. Пусть ц. ф. в. т. F(z) представлена в виде ря

да Ньютона (1), где Ф (z) - ц. Ф- в. т. (2).

Пусть сопряженная диаграмма функции F (z) есть отрезок 

вещественной оси [a, 6J, 0<а< Ь, и функция f(z), ассоциированная 

с F (z) по Борелю, аналитически продолжима через каждую точку 
интервала (а, Ь).

Тогда функции Ф(г)» Б(г) имеют в. р. р.
Теорема 5. Пусть сопряженная диаграмма интерполирую

щей функции козффициентов ряда Ньютона (1) — Ф (z) есть отре

зок вещественной оси [с, ժ], շ<Լժ<ԼՇ, и функция <р (г), ассоцииро

ванная с Ф (zi по Бсрелю, аполитически продолжима через каждую 

точку интервала (с, </)• Тогда функции Ф(г) и / (г) имеют в. р. р.
Автор празнателен црофессору Говорову Н. В. за постановку зада

чи и полезные советы.
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Ն. IT. SibIFbl'hi. Նյոաանի շարքերի աճման լրիվ կանոնավորությունը (ամփոփում)

Նյուտոնի շարքով ներկայացվող էքսպոնենցիալ տիպի ամբողչ ֆունկցիաների աճի լրիվ 
կանոնավորության վերաբերյալ! նույնատիպ հայտանիշներ նախկինում ստացվել էին հհ֊ 
ղինակի և ն. Վ. Գովորովի կողմից աստիճանային շարքերի վերաբերյալ,

N. M. ÔERNYH. The complete regularity of growth of Newton eerie» (summ r )

Sufficient criterions of complete regularity of growth (c. r. g.) of entire lui,„ci 
ons of exponential type represented by Newton series is proved. The same criterions 
(c. r. g.) have been obtained earlier by the author and N. V. Govorov for power :e- 
ries.
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