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ОБ ОПЕРАТОРНОМ УРАВНЕНИИ HY— YK=C

Пусть X—слабо полное (в частности рефлексивное) банахово простран­
ство, а Н, К — вообще говоря, неограниченные спектральные 
операторы скалярного типа (подробнее см. [1]), для которых спектры 
а(Н), а (К) с. R*.

В данной работе нас интересует вопрос о разрешимости операторного 
уравнения

HYu—YKu—Cu, (А)
где u^D(K), С£ В(X) — спектральный оператор скалярного типа, 
при условии, что У £ В (X). Здесь В(Х)—алгебра 'ограниченных ли­
нейных опереторов, отображающих пространство X в себя. Получен­
ные в этой работе результаты усиливают результаты из [2], [3].

Хорошо известно (см. [4]), что для операторов i//, iK вышеска­
занное равносильно тому, что существуют строго непрерывные одно­
параметрические группы H(f), K(s)(/, (Ч։)2спектральных операто­
ров скалярного типа, у которых спектры лежат на единичной окруж­
ности, соответствующие разложания единицы Ен, Ек равномерно ог­
раничены по норме и инфинитезимальные производящие операторы, 
соответственно, являются '■Н и iK՜.

Так как
+~

<^Н(/)м, ч>^>= | е1'" Ен (<А) и, <р^> ,
— во 

+-

<К($)м, ?> = | е3'-<Ек{^)и, с>,

и^Х, <f£X*, то ясно, что sup[Н(f)J < оо, supjX(s)||<^ оо. 
t 3

Поэтому в силу теории Хилле-Иосиды ։(см. [5], [6], [7]) Н и /(-замкну­
тые, плотно определенные операторы, для которых нормы резольвент име­
ют оценки •’

|1тя| /1т г/
где Мн, Мк— константы. С другой стороны, ввиду того, что

Ни = Jim St'H> и и Kv — Jim S<K> v, 
/-»o+ f-»o+

где u£D(H), v£D(K), />0, a SfH> = - it sin Hi,
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5, А՜՜'=—/7 ят АГ/— спектральные операторы скалярного типа, у 
которых спектры а (57Н>)с°(5* )с1» где 1= и соот­
ветствующие разложения единицы равномерно ограничены по норме, 
то в силу результатов (см. [1]), гл. XVII) следует, что операторы 
//* и К* — спектральные операторы скалярного типа класса X. От­
метим, что вышеуказанные свойства и оценки резольвент операторов 

Н п К будут выполняться и для операторов Н* и Л*.
Хорошо известно (см. [8]), что когда Н„К, С£В(Х) и о (//)П

(К) = 0, то -операторное уравнение НУ— УК=С имеет един՜ 
ственное решение в алгебре В(Х), которое получается по формуле

V 1 Г Г ВнО-)СВк(У-) . .
4к։ .) .1 >.-|А

Г// Гд-

где Г//, Г>— контуры, охватывающие спектры, соответствено, опера­
торов Н и К, а Вц(г-), В* (р) — соответствующие резольвенты. При­
меняя методику работы [2] и вышеуказанное соображение в случае 
непересекающих спектров мы покажем, что операторное уравнение

(Н т ф/) Уи — У (К— г'у 1)и= Си, (1)
где и^И(К), у^>0 имеет единственное решение Гу £В(Х), которое 
позволит получить критерий разрешимости операторного уравнения 
(А).

Очевидно, что оператор У^В(Х) будет решением задачи (А) 
тогда и .только тогда, когда является решением одной из задач

<ЯГИ, <р > — УКи, Г> = Си, ч>^>, (А,)
где у^О(Н*) или

УВк(г) — Вн(г) У— Вн (г) СВк{г) + 2 г'у Вн{г) УВк(з), (Л։) 
где г — х 4 г'у, г — х — гу, у 0.

Используя вышеуказанные оценки на нормы резольвент операто­
ров Н я X, легко получить, что

1 г • ;Ип։ — </?н(г)ц, <г >Лг = Нт — [ < В к (г) и, <р > <1х =
г~~ ~1 и г->*. кг /

- 5£п У < “, ?>• (2)
В силу слабой полноты пространства X при у > 0 существует опера­
тор Ту = Т(Н, К, С, у) как слабый интеграл

1 ' 7
1 * =Д- 2^ ] СКк дх = («) (г) (3)

— «■

/1емма 1. Пусть у^>0. Тогда оператор Ту В(X), ЦГуЦ-С — 
т У~ еЛылстеенног ограниченное решение операторного уравнения 

<Н гу I) Уи — У (К— гу 1)и = Си, гдг и^О(К).
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Доказательство. Пусть и £ X, |u| « 1, <р £ X*, |<р| = 1. Тогда 
•х 00
I |<Яя(я) CRk(z)u, <p>|rfx = J К CRK (z) и, Rtr (z)<p >| dx <

< icj ( [ |/?x (z)j’ rfx У2 ( J I**- & Г dx у ”.

Но так как

IR„. (i)f < f J- -'H • |Лг WF < f ֊ J If — z J \t — z ’
։(«*) »(*•) 

TO

C|/?x (.-)]’rfx<֊^֊. f|/?«.(<rfx<֊^>
J V у J V у

тку да следует, что |7у|< — • 
У

Убедимся в том, что оператор Ту— решение уравнения (1). В 
самом деле, если u^D(K), <р £ D (//*), то

< {Н 4- iy /) Ту и, <р > — < Ту (К— iy, 1) и, ? > = 
г ‘-

= lim —i [< CRk(z) и, ®> — < Rh{z) Си, ® >] dx — < Си, <р >. 
/■—2«։J — Г

Пусть теперь уравнение (1) имеет ограниченное решение Y. Тогда 
при у > 0, u£D(K), имеем

< YRk(z) и, ® > — < Rh(z) Yи, <?> = < Rh (z) CRk (z) и, ?>, 
откуда 

Г г
lim Г <Z YRk (z) и, dx — lim —— | Rn(z) Yu, <p dx=

—r —r
r

= Пш-Ц I <Rh(֊) CRk(z)u, <f^>dx.
r— 2 iti J

Но тогда в силу соотношения (2) имеем, что <С Ки, <р> = <^ Туи, ® > 
т. е. К= Ту. Лемма доказана.

Теорема 1. Задача (А) имеет ограниченное решение тогда, 
и только тогда, когда семейство {] 7’у|: у 0) ограничено. Если 
семейство {|гУа : у > 0} ограничено, то существует слабо сходя­
щаяся при уп-+0 последовательность ТУп> и всяк ая слабо сходя­
щаяся последовательность слабо сходится к ограниченному реше­
нию задачи (А).

Доказательство. Предположим, что задача (А) имеет огра­
ниченное решение К Тогда при а^О(К), у^>0 из (Д։)
имеем
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<Ки, ?> = <Г(Н,/Г, С, у) и,?> + 2/у< Г (гг, К, г.у/и,
В силу леммы 1 семейсмво |У|.Г(Я, К. У, у)|: у > О|ограничено и 

следователяно, ограничено семейство {17^11}: у^>0}, где Ту ( » , , у).
Обратно, если семейство операторов |Ц7\|| :у>0| ограничено, то суще­
ствует последовательность [ГУя| суя-*0, которая слабо сходится к 
ограниченному оператору У. В силу леммы 1 имеем, что ^НУи, ср^> 
— < УКи, <р > — < Си, <р >, т. е. Г—решение задачи (А). Теоре­
ма 1 доказана.

Замечание, а) Доказанную теорему 1 можно обобщить, если 
вместо пространства X рассмотреть пару слабо полных банаховых про­
странств Х1։ Хч, где Н действует в X,, К действует в Х2, а оператор 
С^В(Х„ Хх).

б) Нетрудно видеть, что вышеуказанные результаты работают 
и в том случае, если а(/т), з(/Г)сК' и нормы резольвент имеют оцен­

ки |/г,(я)|

Отметим, что две операторные матрицы ^')1> И

как операторы из В (Xф X), у которых компоненты

есть спектральные операторы скалярного типа, называются ьподобны- 
ми друг другу, если существует обратимая операторная матрица 
I/В(Х ф X) такого же типа, для которых 1Л.= 51/. В случае, ког­
да операторы Н, К^В(Х), имеет место следующая

Теорема 2. Пусть Н, К—ограниченные эрмитовые спект­
ральные операторы скалярного типа, действующие в слабо полном 
банаховом пространстве X. Тогда уравнение НУ— УК= С, где 
С^В(Х) — спектральный оператор скалярного типа имеет огра­
ниченное решение тогда и только тогда, когда операторные мат-

I Н, О р“аы | О, К и подобны друг другу.

Доказательство. Если уравнение НУ—УК=С имеет огра­
ниченное решение У, то подобие вышеуказанных операторных матриц 
следует из тождества

Г /, — У 1 Г Я, 0 1 Г /, У
I О, I ] [о, К J О, I

I, НУ- УК 
о, I

Обратно, предположим, что эти операторные 
т. е. существует такой обратимый оператор и на

Н' С1 = £/-։ГЯ’ ° | и.
. О, К ] | О, К |

Тогда

матрицы подобны, 
ХфХ, что

— Вн(г') СЯк(г) _£у-1 О
О (г) ] [о, /?А'(г)

откуда получаем, что
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Rh(z),—R//(г) CRk (х) _ ^-։ГЯ»(*), О
О Rk(z) L 0, Яг(*)]

— 2ig Rh(z), О
О, I

^-1 Г Rh(z), о

О, ЯН*) J
U,

И)

где z = х + ig, у 0.
Применим к обеим частям тождества (4) операцию интегрирова-

1 Г ния Пт---- I • •rfx. Тогда в левой части получим операторную мат­

рицу

г-֊ 2 к/ J

а правая часть в силу леммы 1 будет равно­

подобны друг другу.

мерно ограничена при д > 0. Таким образом, семейство '{ЦГу||) J у > 0) 
ограничено, и в силу теоремы 1 уравнение HY— УК = С имеет ре­
шение в алгебре В(Х). Теорема 2 доказана.

Пусть Rw[7]> R/сИ — кольца полиномов, порожденные, соответ­
ственно, операторами Н, К^В(Х) над полем R’. Тогда имеет место

Следствие. Пдстъ X—слабо полное банахово пространст­
во, C(zB(X) есть спектральный оператор скалярного типа, а для 
операторов Н, К£В(Х) имеют место условия sup [|е<р (//,1:p€R«H)< 
< ОО, sup {leip <*|: р £ Rk fit J) < оо. Тогда уравнение HY—֊ YK=C раз­
решимо в алгебре В(Х) тогда и только тогда, когда операторные 

\Н, 0 1 \Н, С матриуы | 0 J « | 0 *

Доказательство. Из условия следствия (см. [9]) получаем, 
что операторы Н, К — спектральные операторы скалярного типа, у 
которых о(Н), a(X)cR։. Остается применить теорему 2.

Пусть оператор Т^В(Х) — разложимый оператор, т- е. Т = Н֊{- 
+ iK, где Н, В (X) — эрмитовы операторы и[-, •] — полускаляр- 
ное произведение в X, которое совместно Гс исходной гнормой на X 
(см. [10]). тогда в прямой сумме X © X можно задать полускалярное

I (^*1 \ f \ Iпроизведение I ’ )» ( ’ ) =[х։, xj 4- [дч, у։], которое совместимо 
I 47։ / \ У г ' J

с нормой в Хф X. Для дальнейшего нам понадобится следующая
Лемма 2. Пусть операторы TPq£B(X) есть разложимые опе­

раторы, т. е. Трд = Нр7 4֊ iKpq и HlPq, Kpq, где 1 = 1, 2; р, q = 1, 2 — 
эрмитовы операторы. Если операторная матрица

Т = Tut J։1 ^B-J(X©X), то T2l TA+T2iT^B-\X).
* /»J
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Доказательство. Рассмотрим операторную матрицу

1Г = 7» Ти,
Тц _ .7«,

Т’и +_ 7*ц»
Тц. .Тть

т„ Г 711։. 
Ти ] I ГГ։,

7Й] 
гй]

I Г„7?։+ ТиКъ Ти1Ъ+ /’„г;,!
՛ I Ти п + т„ Гй, Ти 1и + Ти гй ’ 

которая обратима в алгебре Е (X ® X). Так как
Тц Ти 4՜ ТГлТ22= Ни 4- 4֊ Л?2 + /1та + ։՛[^а։«, I 4՜ ։'[^а։»

и операторы 7/Д, КРЯ, г[Кря, Нря] — эрмитовы операторы, то опера­
тор Г։1 Ти 4- Ти Тп — эрмитов оператор. Поэтому спектр оператора 
7а1 Ти 4՜ Т12Ти совпадает с его аппроксимативным спектром. Для до­
казательства обратимости оператора Ти 7и -т Тм7п достаточно пока­
зать, что 0 £ <։(7՝М7՝Й 4՜ 7։։7м1. Пусть наоборот, тогда „существует 
последовательность [хя(сХ с 1х,| = 1 такая, что |К/։։ 7л-г 7Й) хп}—О 
при п -* оо. Но с другов стороны

(Т'։։7’Й4- ТиТи)х.
( Т„ Ти 4՜ 7’и7’г)хл . .

откуда
[ 0 ) ( 0 ) I = [(Ти к 4’ Ти 7Й) ХЯ, х„].
I \ Хп ' , \ Хп / J

Но так как |[( ТпТ& 4֊ ТпТп) х„, х„]| < |Г։։ Ти 4֊ Тг2 7м) хл| и при 
й - «>, К Ти Т& 4- Ти 7$) ХЯ| -> О, то .это противоречит обратимости 
оператора 1Г՜. Таким образом, оператор’ Ти Ти 4՜ Т’иТ’й полуограничен 
снизу и эрмитов, поэтому обратим в алгебре В (X). Лемма 2 доказана.

Теорема 3. Пусть В, О, С — ограниченные линейные [спект­
ральные операторы скалярного типа, действующие в слабо полном 
(в частности, рефлексивном) банаховом пространстве X. 7с? а 
уравнение В У — УЭ—С имеет решение Х£В(Х) тогда И 77ZG.ii.n-> 
тогда, когда операторные матрицы I ® I и I подоСгы

I 0, £>] 10, £> | 
ДРУг другу.

Доказательство. Как и выше необходимость следует гз 
тождества

։ I, — у 1 г в, о । г 1, у । гв, ву- уо 
! О, I ] | О, О ] | О, / I ~ [ о, О

Обратно, пусть операторные матрицы и подоб­

ны друг другу, т. е. существует обратимая операторная матрица 
| I У которых компоненты суть спектральные операторы ска­

лярного типа, как в лемме 2, для которой
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I Q, /? I В, ОТ = ГВ, Cj FQ, Æ՜!
I S, T I 0, D J I 0, D |.5, T J ’

Тогда (?В-В<2=С5, /?Р--В/г--=СГ, 55 = 05, ТО=ОТ. Используя 
теорему Фуганда—Путнама (см. [И]) имеем, что 5В+= 0*5, ТО+ = 
= О+Т, откуда 55* = 5+0 и ОТ+=Т*О. Кроме того, так как 
055+ = 555+ = 55+0 и ОТТ* =ТОГ+ = ТТ+О, то(5^+ Т7^)О = 
— 0(55+ + ТТ4"). Отсюда получаем, что

С (55* + ТТ+) = ((?В - ВО) Г 4֊ (50 - Д5) Г* =
= ((?55* 4- ВОТ*) -(ВОВ* 4- ВК Т+) -= 

= (Q5* RT+)D-B(QS++ RT+).
Отсюда

C-=Bl-(Q6+4- *r*) (55*4- ГГ+г1} - 

-|-(Q54’4-/?r+)(55+4- Т7'+)՜1} D.
Теорема 3 доказана.
Ереванский государственный 
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1Г. Ի. նԱՐԱԽԱՆՅԱՆ. J-JY — Y К С օպերատորային Քաւէասարման մասին ( ամփոփումy

Հոդվածում // =0 օպերատորային հավասարման համար, Հ՚որսրիղ իվ, , -Շ
սկալյար տիպի սպեկտրալ օպերատորներ են գործող X թույլ 1ԸՒ1Լ (մասնավորապես ռեֆ- 
լեկսիվ) ըանաքսյան տարածությունում, ապացուցված են լուծելիության որոշ չափանիշներէ 
Մասնավորապես ապացուցված էք ' որ ]£.¥— = Շ օպերատորային հավասարման լուծե-

ր //, 0 1 | Ո, Շ I
ւիությունը համարժեք է I I ե I I օպերատորային մատրիցների նմանությանը։

լ օ, /ր յ լ օ, /ր ւ

M. I, KARAHANIAN. On the HY—YK=C operator equation (summary)

For the operator equation HY •- YK=C, where H, K, C are scalar type 
spectral operators defined on weakly full (in particular reflexive) Benach space X. 
some sal ubulity enterions are proved. In particular it is provet that HY — YK=C

I H, 0 ] I H. C I
operator equation salubuliiy ia equivalent to I I and I I operator mafrix

I 0. AT J I 0. K ]
similarity.
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