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§ 0. Введение

0.1. Известный результат Винера и Пэли [1] (см. также [2]) гласит, 
что класс Харди Н2 в правой полуплоскости, состоящий из тех голоморф­
ных функций / (г), Яе г > 0, для которых

+-

зир | I '/(х+ ф)|* <1у )< + °О, (0.1)
х >° I 1

допускает параметрическое интегральное представление вида

+-

/(?) = Га) е-х,<И, Яег>0, (0.2)

о

где функция Г (/)(; £։(0, + оо) произвольна.
В дальнейшем в работах ряда авторов (см., например, [3], [4]) были 

приведены различные обобщения этого результата, не выходящие, одна­
ко, за рамки идей и методов монографии [1]. В то же время в исследова­
ниях М. М. Джрбашяна, подытоженных в его монографии [5], была раз­
вита теория гармонического анализа и интегральных преобразований в 
комплексной области. На ее основе в работе М. М. Джрбашяна и 
А. Е. Аветисяна [6] и в монографии [5] были получены существенно но­
вые интегральные представления типа Винера—Пэли посредством ядер 
типа Миттаг—Леффлера

(г; р) = Д Г(|1 + л/р) • О

Речь идет об) интегральных представлениях '(см. [5], теоремы 7.7, 7.7', 
7.8), установленных для классов [<։; ®]1(1/2 "Ь °°» — 1 < ® < 1). 
Эти классы, состоят из. функций /(г), голоморфных в области угла

л«.= (гес:0<н< + ос, |агдх|<к/2а} (0.4)

и подчиненных условию вида
+ со

лир 1 I 1/(ге*)|։т-</г | < 4֊со. (0.5)
|0<г/2а [ } )

0
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0.2. Одновременно с указанными работами велись исследования с це­
лью обобщения теоремы Вннера—Пэли на случай многих комплексных пе­
ременных. Для ознакомления с результатами, полученными в этом на­
правлении, необходимо ввести ряд обозначений и понятий.

Пусть С" и обозначают л-мерные координатные про­
странства, соответственно, комплексных и действительных чисел, при- 
чен R" будет рассматриваться как вполне вещественное подпростран­
ство в С". Каждое и = («!»•••։ ж»)С“ можно записать в виде

х = R® х։ 1т £ = х 4֊ (0-6)

где Ее х = х = (х։,-• •„ хЛ) 6 R՞, 1тх=у = (у,,-• •, уп) причем 
х*  = Хк + гук (К к < п). Для произвольного х = (х։, • • •, х„) £ СЛ поло­
жим X = (Х1, • • •> хЛ) 6 С", и’тогда легко видеть, что если х =х 4֊ {у, то 
г — х — Скалярное произведение в СЛ вводится обычным образом:

п __
<х, то> = £ х*-ш*,  (0.7)

м

где х= (х1։- ■ •, хл)£ С" и а> = (ги1։- • шп) С С՞.
Если х = х + 1у £ СЛ (х, у 6 R՞), ! то через Лп (х) = дх<1у будет 

обозначаться 2 л-мерная мера Лебега в пространстве С" = R2՞, где dx, 
йу — элементы объема в R".

Далее, для произвольного множества Е с R*  положим

Тг = {х=х + ф€СЛ:х^я, у^Е}. (0.8)

Трубчатой областью в С” с основанием В с. R" (где В— открытое связ­
ное множество) называется область вида 7дсСЛ.

Множество Ис R" называется открытым выпуклым конусом 
(ОВК), если оно открыто в эвклидовой топологии пространства R1, 
выпукло и к тому же является1 конусом, то есть из х = (х։,- • •, хп) £ И 
и (0, +°с) следует, что Х-х = (л-х։,-• •, >-хЛ)£ V. Конус И£ЯЛ 
называется острым, если в нем не содержится целиком ни одной пря­
мой пространства R՞. Наконец, отметим, что для произвольного ОВК 
Ис R сопряженным конусом называется множество

И*={։/(^ Л ; <у, 0 при всех И). (0.9)

В работе [7] С. Бохнер установил многомерный аналог параметриче­
ского интегрального представления (0.2) для класса функций, голоморф­
ных в трубчатой области Ту с СЛ и подчиненных условию вида

(У И(*+  ф)|։</х|с 4֊ со, . (0.Ю)

R՞

где V — произвольный острый ОВК в R՞.
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В дальнейшем оказалось, что теорема Винера-Пэли может быть пере­
несена на случай многомерных областей, более общих по сравнению с 
трубчатыми. Речь идет об областях Зигеля, имеющих вид

£)= [т) = (*.  и)еС"+я։:х6С", и^Ст> 1тх-Г(и,и) £ V], (0.11)

где И—острый ОВК в R՞ (л>1), а отображение Г'. Ст X С” ֊> 
-> С" (т ^>0) обладает рядом естественных свойств, в силу которых 
обычно называется И-эрмитовой формой на С՞*.  Если л^-1, но т=0 
(т. е отображения Г попросту нет), О называется областью Зигеля 
первого рода и, как легко видеть, представляет собой трубчатую 
область в СЛ, в основании которой лежит острый ОВК из R".

В работе С. Г. Гиндикина [8] наряду с многочисленными глубокими 
результатами было получено дальнейшее обобщение теоремы Винера-Пэ- . 
ли, а именно: результат С. Бохнера был распространен на случай областей 
Зигеля второго рода, т. е. областей вида (0,11) при п 1, т 1. В этой 
же работе на основе уже установленных интегральных представлений бы­
ли построены ядра Коши-Сегё для соответствующих классов функций.

0.3. Упомянутые выше исследования, обобщая классический результат 
Винера-Пэли в различных направлениях, тем не менее касались только 
пространств голоморфных функций типа Харди. А между тем в уже ци­
тированной работе С. Г. Гиндикина [8] впервые была поставлена и реше­
на задача получения параметрических интегральных представлений 
типа Винера-Пэли для классов голоморфных в областях Знгеля 
/ЭсС"^՞1 (л^>1, тп^-0) функций, квадратично интегрируемых ло 
всей области О. Там же на основе полученных представлений были 
построены воспроизводящие ядра для рассматриваемых классов функ­
ций. Следует отметить, что в частном случае, когда л^-1, но тп=0, 
результат С. Г. Гиндикина устанавливает интегральные представле­
ния типа Винера —Пэли для классов квадратично интегрируемых го­
ломорфных функций в трубчатых областях Т’/сС՞, где V—острый 
ОВК в R”.

Указанные результаты работы [8] в дальнейшем были продолжены 
и обобщены в исследованиях ряда авторов. Прежде, чем дать обзор соот- 
ветствующих работ, введем новые обозначения.

Пусть р, з £ (0, 4֊ со), В—область в R" и 7 (у), у~ В~ произ­
вольная непрерывная положительная (т. е. 7 (у) 0 при у функ­
ция. Через Нр. у ( 7в) обозначим пространство всех голоморфных в 
трубчатой области 7ьс:С՞ функций /(г) = /(х + ։у), для которых

7(/)= | |/(х + 1'у)\р</х } •1(у)с1у<-$- <”• (0-12)

В

При ] (у) = 1 (у £ В) пространства Нр. у(Тв) нам удобнее будет обо­
значать просто через Нр(Тв).

В работе Генчева [9] были получены интегральные представления 

типа Винера—Пэли для классов Нр (Тв) в случае л=1, 5 = (0,-|- со) с R
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и нри условиях 1-Ср<2, 5 = 1 или же 1 р <С 2> 5 = 1/(р — 1). Не­
обходимо отметить, что в наиболее важном случае р 2, когда соответ­
ствующие интегральные представления являются параметрическими, ста­
тья [9] повторяет результат работы [8] С. Г. Гиндикина, да и то для 
весьма частного случая п=1, /п = 0.

Затем в работах М. М. Джрбашяна и В. М. Мартиросяна [10, 11] 
иными по сравнению с [8] и [9] методами были получены интегральные 
представления опять же типа Винера-Пэли для весьма широких классов 
голоморфных функций одного комплексного переменного, включающих в 
качестве специального случая пространства Нз(Тв) при л = 1, 
В=(а, 6)сК(-«г><а<6< + оо) и 1 </>< + а>, 0<5< 4- оо.

Далее, в своих работах [12, 13] Генчев опубликовал аналогичные 
интегральные представления классов Нр(Тв) уже для п 1 и вновь 
при условиях 1-Ср< 2՛ 5=1 или же 1<Ср<^2. 5 = 1/(р — 1). Одна­
ко и они в важном случае р = 2 явились фактически повторением ре­
зультатов работы [8] при п^>1, т = 0.

0.4. Как видим, в работах [9] — [13] при установлении интегральных 
представлений классов П!л(Тв) предполагалось, что 7 (у) = 1, у В. 
В работах [14, 15] аналогичные результаты были получены в случае 
произвольной весовой функции 7(у) > 0(у £В)- В интересах дальней­
шего изложения мы приведем точные формулировки некоторых основных 
результатов (см. [14], а также главу II диссертации [15], в которой при­
водятся и подробные доказательства). Но прежде введем некоторые обо­
значения.

Всюду дальше, если не оговорено противное, В будет обозначать не­
которую область в пространстве КЛ(л>-1, а 7 (у), у (; В — произволь­
ную непрерывную положительную функцию. При этом использует­
ся обозначение:

7в />-7(у)^, (0.13)

в
Для функции /(х) = /(х + гу), заданной в трубчатой области ТдсС", 
полагаем (уу £ В):

/уМ “/(*  + (у), х£КЛ. . (0.14)

* В своем реферате (Zentral blatt für Math., Vol. 609, 1987, 30039) Генчев не 
оСтежтввво ссптгл ерь кетг/ег работы [11].

Далее» если у(х), х£И՞ — некоторая функция, то договоримся обозна­

чать через 8 ее преобразование Фурье (при условии, конечно, что 
оно определено).

В работах [14, 15] на основе методов, развитых в [10, 11], были 
установлены следующие основные результаты.

Теорема I. Пусть 2<р<+ со, д = р/(р —1), 0<з<-|- со м 
измеримая функция удовлетворяет условию вида

Я/ 

____________8 R՞

•т (у) dy <+ 00. (0.15)
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Тогда функция , .... '' _■ .• * • . -• .Г: ...•

zkTB, (0.16)

«Л у. ....
принадлежит пространству Н?,ч(Тв) и при этом

Л? '1 (ff) <(?<4՜
(0.17)" R"

Теорема II. Пусть 1 < р <2 и 0<^s< +°°« тогда каждая 
функция f £ Hs, ■, ( Тв) допускает интегральное представление вида

Тв’ <0Л8> 
(^тс) J 

. R՞
где:

1. При /> = 1 функция F (t), f£R", непрерывна и удовлетво 
ряет условию

SUP [ |Г(0Г• 1В (5-01 < - L, /6R՞ (֊')
•Мт(/)<^^- (0.19)

2. При l^p-C 2 функция F(t), f£R՞, измерима и удовлетво­
ряет условию (q = p/(p — l):

П (V (01’ '՝ <dt Г (Р՜ П -т (у) dy < * _„ ■• М т (У) < + оо.

в r" ” (0.20)

При этом для п. в. у kB справедливо равенство

fy(t) = r-(t)e-<y-l>,tkRn. (0.21)

Кроме того, при р = 2интегральное представление (0.18) класса 
Hs,i(Tb) является к тому же параметрическим, т. е. Нг,1(Тв) 
совпадает с множеством функций f(z), задаваемых формулой (0.18), и при 
этом выполняется равенство Парсеваля

Mi. 7(n=J|||F(o;։ 
В п

I -l(y)dy. (0.22)' dt

На основании теоремы II и методов работы [8] в [14, 15] были по­
строены воспроизводящие ядра для некоторых весовых классов функций, 
голоморфных в трубчатых областях 7дс:СЛ с основанием вида

В = (у = (у■ ■ ■> уп) £ R՞ :у 1 > £ ук 1. (0.23)
I к-֊1 I

0.5. В настоящей работе устанавливаются интегральные представле­
ния типа Винера-Пэли и строятся воспроизводящие ядра для классов 
Нз, у (Ту), где V— острый ОВК в R'1, 1 < р < 2, а параметр з и не­
прерывная положительная функция 7 (у), у£ И, подчинены определен- 
ым условиям.
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В § 1 устанавливаются некоторые вспомогательные факты. В частно­
сти, исследуются свойства функции

v
в зависимости от свойств функции ? (у), заданной в конусе V (предложе­

ние 1.2).
В § 2 приводится важное уточнение теоремы II в случае, когда осно­

вание В рассматриваемой трубчатой области суть острый ОВК в 

R". Тогда оказывается (теорема 2.1), что участвующая в интегральном 
представлении (0.18) функция F(t) обращается в нуль вне сопряженно­
го конуса И*,  если весовая функция у (у), yk И, удовлетворяет ус­
ловию

lim 1П/ У >0(у£ И). (0.25)
|у|-+ - 1у1

В § 3, исходя из острого ОВК Ис R" и функции у (у), у£У, 
удовлетворяющей, помимо (0.25), некоторым дополнительным усло­
виям, строится интегральное ядро по формуле

Ф (z, w) — | -------- dt, z, w£Tv. (0.26)
J. 1/(20

Затем устанавливается основная теорема 3.1, утверждающая, что по­
строенное ядро Ф (z, w) является воспроизводящим для функций класса 

где 1 <^р < 2, а параметр s пробегает определенный про­
межуток.

Считаю своим приятным долгом выразить благодарность академику 
АН Армении М. М. Джрбашяну за постановку задач и полезные обсуж­
дения входевыполнения данной работы.

§ 1. Вспомогательные результаты

1.1. Пусть Е суть произвольное множество в R"(n^-1), дого­
воримся обозначать через Е и Int Е, соответственно, замыкание и 
внутренность Е. Далее, напомним, что множество ÆcR՞ называется 
конусом, если из у^Е и >֊Ç(0, -(- ос) следует, что^-у^Е. Легко про­
веряется, что если Æ’czR'1 есть конус, то и множества Е, ïntE яв­
ляются конусами.

Единичной сферой в пространстве R"(n^-1) называется множе­
ство

S,=(ÿ = (ÿi, •••, лм) £ R՞ : |д,р = £ ^=1). (1.1)
I k=l • J

Поверхностную меру Лебега на сфере 5Л будем обозначать через о„.
Пусть Е—произвольный конус в R՞, тогда обозначим через Es 

проекцию множества Е на единичную сферу S„ при радиальном про­
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актировании р — у/\у\. Очевидно, что для любого конуса ЕсЦп ։ 
:Е$=Еп5п- Повтому легко проверяются следующие соотношения:

(Д?) = (£)$, 1п1 (£5) = (Ы Е)5. (1.2)

в которых операции замыкания и взятия внутренности снрава пони­
маются относительно евклидовой топологии R՞, а слева — относитель­
но топологии, индуцированной в Л’п из пространства R*.  Из (1.2) сле­
дует, что если конус Е—открытое (замкнутое) множество в R՞, то 
£5 является открытым (замкнутым) множеством сферы

Наконец, для ироизвольиого множества £сЯ՞ при <х>
положим . ,

£*■= (1.3)

1.2. Всюду дальше V будет обозначать открытый выпуклый ко­
нус (ОВК) в пространстве R". Выше мы ввели понятие сопряженного 
конуса И  (см. § 0, (0.9)), причем легко видеть, что И  в любом слу­
чае является замкнутым выпуклым конусом в R". Внутренность ко­
нуса И  обычно будем обозначать через Int И,  хотя более точным 
(но не удобным!) было бы обозначение Int (И).  Нетрудно проверить, 
что для произвольного ОВК Ис R՞ множество Int И  либо пусто, ли­
бо является ОВК в пространстве R՞.

* *

* *
*

*

Справедливо следующее
Предложение 1.1. (а) Каждое открытое выпуклое множе­

ство Æ’cR” канонически открыто, то есть Int (Е)=Е. Каждое замк­
нутое выпуклое множество EcRn с непустой внутренностью кано­
нически замкнуто, то есть (Int£) =Е.

б) Если V— ОВК в R՞, то Й+ И= И.
в) Если V— ОВК в R՞, то

Int И*  = (ÿ £ R" : <^у> v > 0 при всех v И\ |0| |. (1.4

(г) Открытый выпуклый конус HcR'1 является острым лишь 
при условии Int И  =ÿ= 0.*

(д) Если И — острый ОВК в R", то и Int И  является острым 
ОВК в пространстве R.

*
*

(е) Если V— острый ОВК в R՞, то

И=Int (Int И*)*.  (1.5)

Чтобы не отклоняться от основной линии изложения, мы опускаем 
доказательство, хотя оно не представляет труда. Отметим лишь, что со­
держание предложения 1.1, по-видимому, хорошо известно.

1.3. Всюду дальше V обозначает острый ОВК - в пространстве 

R՞» а 7(у), yÇ. И— произвольная непрерывная положительная функ­
ция. Сформулируем ряд свойств, которыми может обладать или не 
обладать функция 7.
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(А) ■■ -Ilm
PI-4— lÿl

(Б) (.<И).
D-I-+- 1у|

(В) lira JniM > 0 (у Ç И-
1У1—— 1у1

(Г) тС^’(И)-
(Д) 7 Ç £’((//?) для каждого R (: (0, 4՜ °°).

(Е) Существует константа С£(0, 4-°°), такая, что
7 (2 ÿ)< С-т (у), у(: И.

Далее положим

^R". d-б)

и при этом заметим, что (1.6) хорошо согласуется с ранее введенным бо­
лее общим обозначением (0.13).

Имеет место
Предложение 1.2. (а) Если 7 удовлетворяет условию (В), 

то 7^(#) = + оо при Rn\7*.
(б) Если 7 удовлетворяет условиям (Б) и (Д), то 0<7y(t)< 

<4-оо при < Int U  и функция y’v(t) непрерывна в конусе Int И.* *
(в) Если 7 удовлетворяет условию (Д), то для любого е > О 

существует константа С=С(ч, e)Ç (0, 4՜ °0)« такая, что

7и(0>С е-" |//, t£Rn. (1.7)

(г) Если 8 С[1, 4- оо), то

Iv&'i) (1.8)

(д) Если 7 удовлетворяет условию (Е), то для любого 
8 £(0,1) существует константа С=> С(7, 8)£ (0, + оо), такая, что

7’h(8 0<C'-7*zU), <6 И*. - (1.9)

(е) Если 7 удовлетворяет условию (Г), то 0 < 7и(0<+ 00 
при и функция 7у (f) непрерывна в конусе V.*

Доказательство. Пусть 7 подчинена условию (В) и t£R,x4 И*.  
В силу (0.13) найдется Cq£ Иус5Л, для которого <#, С0><0. Сле­
довательно, существуют открытая (относительно SJ) окрестность 
üc l/ç точки Со и положительное число s такие, что

<U><-e,C(2. (1.10)

Далее, так как 7 обладает свойством (В), то

7 (ÿ)>e-։,2 l՝l, |ÿ| > R = R (е) > 0 (у £ И). (1.11

С учетом (1.Ю) и (1.11) приходим к следующей цепочке неравенств:
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и тем самым утверждение (а) доказано.
Пусть теперь функция 7 обладает свойствами (Б) и (Д). Пока՜ 

жем, что для произвольного компакта Кс Int И*  существует функция 
4՜ £ £1 ( И) такая, что независимо от t £ К выполняется нераве нство

у£У, (1.13
после чего утверждение (6) становится очевидным. Заметим прежде 
всего, что в силу соотношений (1.4) и (1.2) для каждого имеем:

С>^>0, С£ ( Иу). Из соображений компактности следует суще 
сгво ։шэ нелэгэрэго положительного числа в такого, что

<6 С> >е, се Уз, (1.14)
или же

<6 у> >е.|у|, У, (1-15)

Следовательно, при имеем

е-<У.<> ^(уХе-'Ы -у (у) = Ф (у), у£У, (1.16)

и остается только показать, что 47 £ А1 ( У). Поскольку 7 * обладает 
свойством (Б), то

7(у)<^4 Ы>/? = /?(е)>0 (уб У)- (1-17

Учитывая (1.17) и тот факт, что 7 удовлетворяет условию (Д), по­
лучаем

У е՜*  |֊'’-7 (у)с/у+ I е՜"1'1 7(у)^<

И И/? г . 1

< [тЫ</у+ I е“։/2 |>,|с^ < + °°- (1.18$

’■ У/г У\У₽
Далее, пусть функция 7 обладает только свойством (Д) и поло­

жительное число в произвольно. Полагая в соответствии с (1.3) 
К = {у € У' 1р| <С ®}> при любом I е R՞ имеем

<£ у^У,- (1.19)

Следовательно, при I £ R՞ справедливы неравенства

Ту (О > У е՜ < ',У >։ 1 (у) <1у > е֊‘ 1/1 • (у) (/у =

Л И.
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= С(7, в) е —>'1, С(т. е) = у-г(у)^- (120)

V.
И поскольку 7 удовлетворяет условию (Д)> то С (7, е)6(0, + по)1 что 
и доказывает (в).

Если 3£ [1, +°°), то в силу (0;13) имеем
<։•*,»>  ><б у>. у<^ (Г21)

Поэтому для £ £ И*  получим

7-и(8./)= \е-'* ,'* >-'(у)4у< | е-<1։У> ■ т(у^у=^(П.

и утверждение (г) также доказано.
Если 7 обладает свойством (Е) с некоторой константой С^(0, +оо), 

то нетрудно убедиться в справедливости следующих неравенств:

7Ы<С*  7^/2‘), у£У(к = 1, 2, - )- (1-22)

Далее, если задано 8£ (0, 1), можно подобрать натуральное число П 
таким образом, чтобы 1 4^8-2^ т՜ Тогда с учетом (1.22) имеем

7^-0 <СЛ' ^е-<։''у>.7(.У/2Л') ^у, (1.23)

и
или же, после замены переменной интегрирования: у — 2Ы V, I/, и 
на основании (1.8)

;
дг 

у

= С"-2‘у,‘■ 7у(2Л'-8• () < С՝՛-2м’• 7И(0> и*.  (1.2:)

Таким образом, (1.9) выполняется с константой С(7, ь) = Сл -2^".
Наконец, если функция 7 удовлетворяет условию (Г), то неза­

висимо от И*  справедливо неравенство (у£ И):

е_<,'/>-7(у)<'Т(у)6^1(И)> ‘ (1-25)

которое и влечет (е). Таким образом, предложение 1.2 полностью дока­
зано.

§ 2. Интегральные представления типа Винера—Пали

Всюду в данном параграфе V обозначает острый открытый выпуклый 
конус в R“.

2.1. Справедлива следующая
Лемма 2.1. Пусть 1<^р<2, д = р/(р—1), 0<з< + оо ы 

Т(у). У € V — непрерывная положительная функция, обладающая 
свойством (В). Если измеримая функция Е(/), удовлетво­
ряет условию вида
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у {у։по1’е-лр' ։,т(^)Ф<+«>,
V кя

(2.1)

то /г(<)=0 для почти всех /£К"\И*.
Доказательство. Зафиксируем произвольную точку /0£И'1Х V*.  

Тогда имеем неравенчтво <^0, для некоторого Со£Иу. Сле­
довательно, существуют открытая окрестность В^сК'1\И*  точки 
и открытая (относительно сферы ^я)окрестность 2 с точки Со та­
кие, что

<6 С>< —е (<£ V, С^Й) (22)

для некоторого положительного числа е.
Далее, поскольку *[  обладает свойством (В), то

1 (у) > е-р։‘12 ,у', М > /? = R (е) > 0 (у 6 И). (2-3)
Комбинируя (2.1)—(2.3), приходим к следующей цепочке неравенств:

*(Р-1)

V R՞

1«.в-лГ(Р 1'1

R

V

-ря/2-г п 
е • г \"-е

з (р-1)

■ (Р-П е-ря.-2.г е,г..з(р-1)£/г

2

V

Таким образом, окончательно получилось

=Д2). (У'Л’(/)|’л|,(₽՜1’. у е'’ц/։ '՜ •/-’<//■< 4-ос. (2.4) 

V . я
Из (2.4) следует, что Л(^) = 0 п. в. в №. Итак, Г(1) = 0 (п. в.) в ок­
рестности каждой точки /0^КП\*̂>  а потому /(.')= О для почти 
веех Лемма доказана.

2.2. Комбинируя теорему II (см. § 0) с предложением 1.2 (а) и 
леммой 1.1, получаем следующий основной результат.

Теорема 2.1. Пусть 1 С р 2, 0<^ $ <՜ 4- то « ՛՛ (у). у£ У — 
непрерывная положительная функция, обладающая свойством (В). 
Тогда каждая функция /£.Нр։1(Ту) допускает и.ипггралькое пред­
ставление вида

-тЛя֊ ՛ [Ту, (2.5)
(2՞) и

V*
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։Дв
1А При р = 1 функция >F(t), f€R" непрерывна и удовлетво­

ряет условиям
ЕГ(П = О>^ИЛ\И*;  ?<2-б>

sup {|F(OI'Yv (s-OI <-А> '</)<+ °°- (2.7»
ttv> (2т)

2. При 1<р<2 функция F(t), te V  измерима и удовлетво­
ряет условию'(у = рКр—1)):

*

!՜ ( [ |Л(0|’.е“’<у' Z> dt \‘(p'l}-T(y)dy< 
J I v )

V v*

< (2.)^.«-« ■<■</)<+”• (2-8>

При этом справедливо равенство (для п. в.у (; И)։

= (2.9)
I о, «ек"\и*.

Кроме того, при р-=2 интегральное представление (2-5) класса 
Нз.т(Ту) является к тому же параметрическим, то есть 
Нз. т(7у) совпадает с множеством функций, /(я), задаваемых фор­
мулой (2.5), где Е(б), I £ V*  — произвольная измеримая функция, 
удовлетворяющая условию

[F (01’ • е-2<у' ‘ > dt\' • -г (у) dy < -г °0, (2.Ю)

причем выполняется равенство Парсеваля

e-2<^t<dt'\-{(y)dy. (2.11)

§ 3. Построение воспроизводящих ядер

3.1. Прежде всего установим некоторые вспомогательные утвержде­
ния.

Лемма 3.1. Пусь V—открытый выпуклый конус в биком­
пакт К лежит в V. Тогда существует такое а С V, при котором 
Каа+ V.

Доказательство этого факта простое и потому опускается.

Лемма 3.2. Пусть V—острый ОВК в б и ч(у), у £ V— не­
прерывная положительная [функция, обладающая свойством (Д\ 
Если а£ V и (О, ֊г ”с), «€ [0, + оо), то

при всех 0 < р < оа.
LTy(S.f)] (3.1)
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Доказательство. Поскольку а £ К, *о  в 'сяду 'предложения 
1.1 имеем

<а, «>>0, «С И*\(0|, (3.2)

откуда следует существование некоторого положительного числа в такого, 
что

<а, <> И*. (3.3)

Далее, так как у обладает свойством (Д), то согласно предложению 1.2 (в)

Й)>Се"/""1'1, *6«’, (3.4)

где С£ (О, +■ °о). Учитывая явный вид функции >։(<) (см. (3.1)) и не­
равенства (3.3), (3.4), получаем

-пиХ— е՜"21'1. (3.5)
С/

после чего утверждение леммы уже очевидно.
3.2. Всюду дальше предполагается, что V — острый ^ОВК в R", 

а I (р), у С V — непрерывная положительная функция, обладающая 
свойствами (А) и (Д).

Для произведения к положим

о,
М0- _п < г + 1о. I >

(2՜)'*' 2 ——Ы И*.
Ти(2-П

(3.6)

Кроме того, рассмотрим также функцию

Ф(г, ш) = I е . —Л, г, то^Ту. (3.7)
£ Ти(2-0

Основные свойства введенных функций устанавливает
Лемма 3.3. (а) Функция Ф(г, то), задаваемая формулой. (3.7), 

определена при всех г, ш £ Ту и является голоморфной относи­
тельно г и антиголоморфной относительно из.

(б) При любых Ту и V ® (/) (R") Аля всех 0«\р֊<°о
и пр л этом Ф (г, и 4֊/и), как функция от и£Кя, является преоб­
разованием Фурье функции R*,  у (Л).

Доказательство. Утверждение (а) следует из лемм 3.1 н 3.2, 
а утверждение (б) устанавливается сопоставлением формул (3.6) и (3.7) 
на основании леммы 3.2.

Перейдем теперь к установлению основного результата.

Теорема 3.1. Пусть V—острый ОВК в R՞, ч(у), у£ V—.не­
прерывная положительная функция, обладающая свойствами (А) 
и и ядро Ф(г, ш) определено по формуле (3.7). Допустим так­
же, что 1 < р С 2 и положительное число з удовлетворяет одному 
из следующих условий:

(а) 1/р« з<2/р;
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(б) —1), но при атом т обладает дополнитель­
ным свойством (£‘);

(в) !,><«< + оо, но при этом 7 обладает дополнительным 
свойством (Г).

Тогда любая функциядопускает представление 
вида

ш)-7 (и) </«</«> *£Ту,

(и> = и 4֊ го)

(3-8)

причем интеграл справа сходится абсолютно при всех Ту.
Доказательство. Пусть функция ]£Из. т(Ту), тогда к ней 

применима теорема 2.1, согласно которой имеет место интегральное
представление вида

/М-^Аг֊ Ту.(2л) ,1 (3.9)

где при р = 1 функция Р{1), /£!?'՛, непрерывна и удовлетворяет ус­
ловиям (2.6) и <2.7), а при <2 Л измерима на И*  и удовлетво­
ряет условию (2.8). При этом выполняется равенство

I о, /ен'хи*.
(3.10)

Затем зафиксируем произвольную точку г = х + гу£ Ту, положим

1
(2к)՞

, то)-7 (и) бибо (ш = и 4֊ го) (3.11)

и в предположении абсолютной сходимости интеграла (3.11) установим 
равенство /(г)=/(г) следующим образом:

1 Г С„ • 1т(») Д(и)Ф(г, и -Ь 1о)бибо• =
\^) и Jи

‘7 (и) Г /о (“)• V ( и) би бо =1
(2к)՞՜
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Итах, нам осталось убедиться в абсолютной сходимости интеграла 
(3.11), то есть показать, что

7(и) = (l(v) рА(м)|-|Ф(«. и 4֊ ։v)| rfu rfv < 4- оо. (3.13) 

и R«

Применяя интегральное неравенство Гёль дера, лемму 3.3 (6) и теорему 
Хаусдорфа-Юнга, приходим к оценке

1 (*)  < const • J, (3.14)
где *

j7(v) ^(v) T(v)rfv, (3.15).

v

(v) = ( J|/„(u)j*rfu)  , V, (3.16).

R՞
- /с \lip ... / < н ’.<> \’/рА’(«) = (]1/е։,0(оГл) = (2к) (j [7;(2.оГ ") >vkV- (ЗЛ7)։

R" V'

Нам необходимо показать, что J<^ -I- со. При этом в силу пред­
положения /£Н?, т (Tv) имеем неравенство

J (7 НГ •!(«)*'<+ °°- (3.18).

v

Прежде всего введем меру

(ЗЛ9>

которая в силу леммы 3.2 имеет конечную массу Vo < 4՜ °°. Сопоставляя 
(3.17) с (3.19), получим

[Я (о)]₽ < (2к)рл/։ • J e’p<v‘1 > d*  (t), v£V, (3.20)

v
откуда, кстати, следует, что

гир [/<(«)]< + <т>. (3.21).

Перейдем теперь непосредственно ж разбору случаев (а), (б) и (в) 
(см. формулировку доказываемой теоремы). Но сначала заметим, что при 
s = 1/р, когда неравенство (3.18) принимает вид

J/ (v) ՛ Т (w) dv <С+ 00> (3.22

у
сразу же получаем необходимую оценку:
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Поэтому дальше будем действовать в предположении з^>1'р. В слу­
чае (в), когда 1/р<։<+™ и 7 обладает свойством (Г), введем 
меру

d\^(v}=R\.v)^^{^.v)dv,vkV, (3.24)
■с конечной массой Но <С Н՜ 00> и тогда (3.15) запишется в виде

у= ^/(и) </(‘(о). (3.25)

и
Поскольку 1< р • 5 < 4- оо, то применив к (3.25) интегральное неравен­
ство Йенсена, с учетом (3.18) и (3.21) получим

.Г < I*« 5՜1 • [ [7(«)Г («) < & ՛ • (*  («И X
V

х | (7нГ--г(«)^<+°о- <3-26
V

Разберем теперь случаи (а) и (б). Так как 1 <р-з, то полагая 
.г = рз/(/>5—1) £(1, + оо), применим к (3.15) интегральное неравенство 
Гёльдера 

а~ \Мр*  / Г ~ , \ИГ|/(«)Г-7(«)^} ■( |[/?МГ • (3.27)

V V

Следовательно, в силу (3.18) нам достаточно установить конечность ин­
теграла

Л = J[£ («)Г -7 (v)dv. (3.28)

И
Поскольку в любом случае г/р^-1, то (3.20) дает

[Я («)]' < (2<л/։- tf"֊1 ■ С‘е՜' < ’■'><Ь (/), V Г. (3 29)

И'
Поэтому

У1 < const-J 7 (w) | е-'<°> '>dv(0 = const X 

V V*

X J lUr-O d՝» (/) = const • .e-p<"՝f> di. (3.30)

Далее, в случае (a) l<jo s<2, поэтому 2<><-(-oo, и в силу 
предложения 1.2 (г) имеем

(г‘0-С7«(2։0> ^6 (3.31)
В случае же (б) мы можем лишь утверждать, что 

7’z(r-0<const-7* z(2-/), И*,  /3 32х
как это следует из предложения 1.2 (д).

Но так или иначе, из (3.30)—(3.32) вытекает оценка 

z Г е~Р<У-1>
Jj •< const- —-------- -------dt■ J J Ьи(2ог-‘ ’ > 
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которая на основании леммы 3.2 дает /1<С+ос. Таким образом, тео­
рема полностью доказана.

3.3. Как видно из теоремы 3.1, если весовая функция 7 (у), у £ 
обладает лишь самыми необходимыми свойствами (А) и (Д), то ин­
тегральное представление (3.8) с воспроизводящим ядром Ф(х, w), 
ассоциированным с f по формуле (3.7), справедливо для функций из 
классов Hs։1{Tv), 1 < р < 2, лишь для значений параметра s из про­
межутка [1/р, 2/р]. Попытка же расширить этот промежуток (см. фор­
мулировку теоремы 3.1) привела нас к необходимости наложить на 7 
дополнительные условия типа (Е) и (Г). Тем не менее оказывается, 
что даже в том случае, ко да 7 обладает лишь свойствами (А) и (Д), 
для функций из классов Н^։ 1 (Tv) при 1 р 2 и произвольном s £ 
[1/р, + оо) справедливы интегральные представления типа (3.8), по с 
некоторой другой весовой функцией (д), у £ V, и соответственно 
другим воспроизводящим ядром Ф։ (z, w). Этот факт легко выте-ает 
из теоремы 3.1 и следующего простого предложения.

Предложение 3.1. Пусть V — острый. ОВК в R՞ > 7 (у)г 
у £ V—непрерывная положительная функция со свойствами (А) и 
(Л) и р6(0, + °°), s£ (О, + оо). Рассмотрим функцию

7i (ff)=min (7 (у); l/fofl, у б V(N^N0). (3.34)
Тогда

1. 7։ (у)> у£ У—непрерывная положительная функция, обла­
дающая как свойствами (А) и (Д), так и свойством (Г).

2- 7i(ffXl(») ripu у£ V.
3. HS.^m^HS^ATv).
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Ա. Հ. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ. Խողովակաձև տիրույթներում կշռային տարածություններին պատկանող 
հոլոմորֆ ֆունկցիաների ինտեգրալ ներկայացումները (ամփոփում).

Դիցուք ¥'֊ն սուր բաց ուռուցիկ C կոն է Rn (ո > 1) տարածությունում և Ty = 

~.{Հ= x+ (y € C" ։ X £ R՞, V} I Ենթադրեըով, „ր 0< p < 4- օօ, 0 <*  < -|- օօ. իսկ 

7 (y)“C' Տ V՝ անընդհատ դրական ֆունկցիա է, նշանակենք ղ ( vP"*̂  V խողովակաձև 
տիրույթում հոլոմորֆ այն f (z) Տ f (x + ly) ֆունկցիաների դասը, որոնք բավարարում ե1 
հետևյալ պայմանին,

|/(x 4- ty)|p dx | -7 \g)dy< ֊Ւ co;

v Rn
Երբ 1 ^p^.2, իսկ y կշռային ֆունկցիան և S պարամետրը բավարարում են որոշակի պայ- 
մաոների, H^ ^TV) դասի համար բերված է Պելի֊Վիների տիպի ինտեդրաէ ներկայացում, 
ինլպ! ս նաև կառուցված կ Փ (t, w), X, W g 7"y, վերարտադրող կորիզ։

A. H. KARAPETIAN. Integral representations for weighted »paces of functions 
holomorphic In tube domains (summary)

Let V be n yharp open convex cone is R՞(л > 1) and Tv=> {*  = *-)-  tyCC’1, 
x <հ R , у <հ И). Suppose thatO<p<-|-co, 0<s< + oo and 7 (у), у 6 ՚Հ, is a conti­
nuous positive (i. a. r(y) _֊- !.՝, у G V) functioj. Let 7 (Tp) be the space of all fun-
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ctions / (z) м / (x + lg) holpmorphic in the tube domain ТиГЗС and satisfying the 

condition

f { J l/(x т '0)1' dx }'• 7 (y) dy < + cr •
Й ДИ

For 1 < p < 2 and under certain conditions imposed on the function 7 and the para­
meter a, the Paley—Wiener type integral representations are established and the 
reproducing kernels Ф (։, w), z, w^Tv are constructed for the classes H? (Ту).
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