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Р. Аб. АВЕТИСЯН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
РЯДАМИ ПРОСТЫХ ДРОБЕЙ

Вопрос о представлении функций рядами вида у А/, ЦСь — г) с 

определенными ограничениями на последовательность полюсов С* и 
коэффициентов А,- изучался в ряде работ (см. [1]—[12])- Д- Вольф 
[1] доказал следующую теорему.

Теорема [1]. Пусть О — ограниченная жордановая область, и 
пусть ( аналитична в замкнутой области О. Тогда { допускает представ­
ление

f(z)= £ Կև|< + ~, z^G. (1)
*-i -k — 2

В работе [8] (см. также [9] — [12]) получено обобщение теоремы 
Вольфа для случая единичного круга. Чтобы сформулировать его введем 
некоторые определения. Пусть И = {г-. |г| < 1}. Через Е обозначим мно­
жество функций, аналитических в О и допускающих в О представление 
(1). Введем в Е норму по формуле

ll/և = inf s И*|, —J
(2)

где inf берется всем представлениям / вида (1).
Через F обозначим множество аналитических в D функций таких, что

/^=—
ձ~1 J Լ — z 

i)D

Норму в D введем по формуле

2к J 
dD

(3)

(4)

где inf берется по всем представлениям f вида (3).
В работе [8] доказана следующая теорема.
Теорема А. Пространства Е и F с нормами (2) и (4) идентичны. 

С другой стороны, в работах [2]—[7] изучался вопрос не только о пред­
ставимости определенных классов функций в виде (1), но и об оценке ко­
эффициентов Ah в представлении (1). В настоящей заметке мы обобщим
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теорему А на случай жордановых областей со спрямляемой границей так. 
чтобы получит։» гахже некоторые оценки коэффициентов Ан в представле­
нии (1). Отметим, что эти оценки будут несколько иного вида, чем в ра­
ботах [2]—[7].

Введем некоторые определения. Пусть G — ограниченная жордановая 
область со спрямляемой границей Положим G֊ = С/G. Пусть ю — 
функция, непрерывная в G. Через В.„ (G) обозначим множество функ­
ций /, голоморфных в G и допускающих в G представление вида

/։«>=S,A ■ -О». 6 (5)
*=։ -.к— z *-1 .'“(ч*)!

(если ։»('.)= 0, то считается тогда, что и А* = 0 и соответствующий 
член в (5) опущен).

Норму в пространстве B„.(G) введем по формуле

(6)

где inf берется по всем представлениям / вида (5).
Через Fu(G) обозначим множество голоморфных в D функций 

таких, что

х£>-л,
. — г

00 00

Норму в г’., (G) введем по формуле

■Лга(О) ~ |

00

(7)

(8)

где inf берется по всем представлениям / вида (7).
Введем теперь подходящий класс функций Ы. Для этого обозначим 

через Ф(ч) функцию, конформно и однолистно отображающую область 
G- на дополнение к кругу D, и пусть Z-—b(«-՛)—функция, обратная 
к Ф. Отметим, что Ф не предполагается нормированной условием 
ф(со)=о°, Ф'(оо)>0. Через Аа обозначим множество функций ш, 
непрерывных в G-, таких, что допускают представление

•«^)= Еся|Ф(С)Г, 1]|с„|< + оо, (9)
Л=о • л=о

Отметим, что в частности, если ш— голоморфна в и ш/£
(;Е(С-}, где — известный класс В. И. Смирнова.

Теорема 1. Пдсть С — ограниченная жордановая область со 
спрямляемой границей. Если т > пространства 5. (С) и
Ет(С) с нормами (6) и (8) идентичны.

Доказательство. Мы будем использовать метод обобщенные 
преобразований Фабера (см. [13], стр. 126). Пусть «։£ Аа и Ф(^) — 
отображающая функция, участвующая в определении (9) функции <՛»• 
Положим
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?,(/)“ (■'(/ ') — «) для ( £ [), г £ (7.

Так как область С имеет спрямляемую жордановую границу, то сог­
ласно известной теореме о соотвествии границ (см. [14], стр. 46, т. 4) 
функция 'Г допускает непрерывное продолжение на дО такое, что Т 
взаимно-однозначно отображает дО на дС. Отсюда следует, что о (/) 
также допускает непрерывное продолжение на дО такое, что (^) 
имеет ограниченную вариацию на дГ). Следовательно (см. [15], стр- 
105), функция «р*(0 абсолютно непрерывна на дО и имеет абсолютно 
сходящийся ряд коэффициентов Тейлора. Последнее означает, что

Ё-Н— ’ ЁМ«>К+-. зес. НО. 
V / 2 /4=0 * /!«։1

где Ь,I (г) — полиномы степени п. Отсюда, учитывая (9), получаем 

г—= Ё /Д’-’ Ё + .-ее, (10)
- — г п֊֊.\ I'1’ (•))

где /?„(?)- полиномы степени п, зависящие только от и Ф.
В силу абсолютной непрерывности <рг(Н, функция ՛!*(/) также аб­

солютно непрерывна на <)Г). Поэтому мы можем отобразить простран­
ство У7. (С) на А’оператором Т՝,.,, определенным по формуле

г,..(/) (п.)- ֊֊. [ /-^Ф(/)) л, /ея» (С), и< с о.
2՜ I .] (— и> <Ч1'>(|'))

Очевидно, функцию g в представлении (7) можно выбрать так, чтобы 
* У1՛ (/)Jf ** Vif (0, + г, s^>0. Следовательно, по теореме А функция 

допускает в D представление вида (1) такое, что

Ё1л-<^,,(О(г2- (И)
Jt = l

Обозначим через а. коэффициенты Тейлора функции Очевидно

v_j4*_=JL fxJSL—£__
11 À wk՜' ‘i-i .' œ(C) [Ф(’)|"

i)G

где ил—полюсы в представлении (1) функции 7’ш(/). Учитывая (10) 
и полагая £* = ф(глл) для /£^»(6’) имеем

во
л?„ " r2r.i .) шС) [Ф(С)]Л 

дО

= È Ё
л-0 *— 1

в.
‘-к— г

где Вц = Ак-ш (L*) wk. Учитывая (11), имеем

!'!».(« < 2,тЧ< ЁИ.К1/|,.,ф + 2>-
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Следовательно, если f£F»(G), то /£ и |/||я (0) <(0, . 
Докажем теперь обратное утверждение. Ьудем считать при а — •х 

функцию —-—si. Отобразим пространство B.Af) на F оператором 
а — z

К«,, определенным по формуле

*.(/)(») = s ' /ea՝(G)> “’-■а
Ш (s*) (Ф (-*) — w)

Так как при |а| > 1, I—-—' =1 и F есть банахово пространство, то 
|'а — wr

можно выбрать такое представление (5) функции /, чтобы Kw {f)\p 
<|Л„ „ 4-е, г 0. Следовательно, допускает в D представ-

ление вида (3) такое, что

~ У^(О||Л|ЧИ'(։и(б, +2г. (12)

OD

Обозначим через ап коэффициенты Тейлора функции

—* 0° А Ь
а = V--------—-------" А «>(С*)[Ф(Сх)1

1
Ь֊ф'(С)^.2՜ г J 

дб

Вновь учитывая (10), для / (-В,..(G1, имеем 

,, , Д Д* Д
п =и

п

1
2г/

ÔO
(Ф(С)]"' 2-1 .

дО

d'-., 
: - г

где gi (С) = ^(Ф(С))Ф(С)-Ф'(’)֊0,(՝Ь Учитывая (12), получаем

№,.«<֊; .1-ног |л!=2=
да ՛ чп

Теорема 1 доказана.
Задачу о представлении функций в виде (1) очевидно можно считать 

задачей о нахождении «дискретного» аналога интегральной формулы Ко­
ши. Естественным продолжением этой задачи является нахождение «ди­
скретных» аналогов формул Шварца и Герглотца. С помощью метода 
Вольфа [1] может быть получена следующая теорема («дискретный» ана­
лог формулы (Герглотца).

Теорема 2. Голоморфная в круге О функция { такая, что 
Ие/(г)>0, /(0)^>0, допускает в О представление вида

/<г)= Ес*֊֊֊’ с*>0, £с,<+оо, (13)
*-։ г» 2 ьй

тогда и только тогда, когда
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те
1 1' е" — z/(*) = ֊ V՜-n(e")dt, (14)

2 т. J е" — z 
о

где и - положительная полунепрерывная снизу на ÔD функция из 
класса L' (ÔD).

Доказательство. Если f допускает представление вида ( 13), то 
в качестве uÇ''1) в'(14) можно взять функцию

«(*") = S c,Re^i֊■„ ^[0, 2с],
*-i zk е

которая, очевидно, положительна, полунепрерывна снизу на dD и из 
L՝ (oD). Обратно, пусть теперь f представляется в D в виде (14). 
Положим u(z) —Re/(z). Так как и — полунепрерывна снизу на dD, то 
существует последовательность непрерывных функций (иЛ (ez/)}7-i та' 
кая, что 0< ия (е") < u„+J (е1') и (е11) и lim un(e“) = и(е“), t £ [0, 2к].

Л—ОО
Обозначим через «„(с) решение задачи Дирихле для функций ип(е,(). 
Возьмем последовательность sn > 0, е„ 1 0 при п — Существует ni 
такое, что u(zl—un (z)^>0 при z^D и u(z) — ия (z) < е։ при |z|

Так как un (z) >0, то найдется 8 0 такое, что 28<ия(г)

при z^D и 48<^в։. Далее, найдется г։ 0 такое, что |иЯ1 (z)— 

—и (r,z)|<8 при z^D. Отсюда получаем 8 < ип (г) — (и (rtz)—28)< 

<38 при z£D. Функция un(r։z)— 28 гармонична и положительна в 
круге Dur,. Поэтому из формулы Пуассона получаем, что функцию 
ия (z) можно приблизить в D следующим образом:

0 < “л, (2) — £ С1 Re -ï' -jj—~ < 43 ПРИ z^D, 
k-l Zk z

где c]^>0, |z^|^>l. Положим

m, z\ z
Vi(z) = u(z)— £ c\ Re — — при z^D.

k—l Zk Z
Из предыдущих неравенств получаем, что v։(z)^>0 приг££> и^։(г)< 

<2®t при ]z|-C — • Заметим теперь, что граничные значения функции 
2

Vi (z) вновь образуют положительную и полунепрерывную снизу функ­
цию v։(e/z) на dD. Следовательно, предыдущие рассуждения можно 
повторить для функции и, (е11) и числа е։ 0. Повторяя таким обра­
зом эти рассуждения п раз можно получить, что

, п z{ z 1
0 < u(z) - J] J] Re —j—— < 2ь„ при |/ -< • » 

!-\k-l zn z 2
где cJk > 0, |z/|^>l. Устремляя здесь п -* œ, получаем нужное нам: 
утверждение. Теоржа 2 доказана.
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Замечание. Из теоремы 2 нетрудно получить также «дискретный» 
аналог формулы Шварца. Отметим также, что с помощью теоремы 2 мож­
но получить еще одно доказательство теоремы А из работы [8].
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УДК 517.5

О паилучшсм приближении классов функций с ограниченной первой 
производной кусочно-постоянными в одномерном и двумерном случаях. 
Авакян А. М. Известия АН Армянской ССР, серия «Математика», 1990, 
XXV. № 3, 215—235.

В статье получены точные оценки погрешности приближения Соболев­
ских классов кусочно-постоянными в произвольном пространстве Не­
которые оценки обобщены для функций двух переменных. Библиографий 6.

УДК 517.5,517.9

Кратная интерполяция в весовых классах Харди и регуляризация 
расходящихся интегралов. Дыбия В. Б. Известия АН Армянской ССР. 
серия «Математика». 1990. XXV. № 3, 236—260.

Работа содержит обобщение некоторых результатов М. М. Джрбашя- 
на, относящихся к кратной интерполяции в полуплоскости (Р. Ж. Мат., 
1979, 3690) на пространства Харди с Ар весом 1<р<оо. Доказывается 

интерполяционная теорема в в случае, когда интерполяция реализует­
ся на действительном множестве Карлесона. Этот результат используется 
для регуляризации интегралов, расходящихся на счетных множествах. 
Библиографий 30.

УДК 517.444
Интегральные неравенства в весовых рефлексивных пространствах 

Орлича для сопряженной функции. Казарян С. С. Известия АН Армян­
ской ССР, серия «Математика», 1990, XXV, № 3, 261—273.

В настоящей статье найдены необходимые и достаточные условия на 

весовые функции, чтобы для сопряженной функции ( (х) имели место, сле­
дующие интегральные неравенства:

| Ф(ш(х)/(х))</х

Библиографий 11.
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Ллпроксимдция гармоническими функциями на замкнутых подмноже­
ствах плоских областей. Нерсесян А. А. Известия АН Армянской ССР. 
серия «Математика», 1990, XXV, № 3, 274—283.

Описаны некомпактные замкнутые подмножества плоской области, на 
которых равномерно аппроксимируемы гармоническими в области функ­
циями функции, непрерывные на подмножестве, гармонические внутри и 
ограниченные на границе подмножества. Доказывается, что для этих под­
множеств существует скорость такая, что функции, непрерывные на под­
множестве, гармонические внутри и на его границе возрастающие не быст­
рее данной окорости (при стремлеюти точки к границе области), также 
аппроксимируемы. В терминах гармонической меры границы втих мно­
жеств указан интегральный критерий, характеризующий класс аппрокси­
мируемых функций. Библиографий 11.

УДК 517.98

Полиэдральные пространства: крайние операторы и расстояние Бана­
ха—Мазура. Восканян В. В. Известия АН Армянской ССР, серия «Ма­
тематика», 1990, XXV, № 3, 284—292.

Для пары конечномерных полиэдральных пространств X и У описы­
ваются в матричных терминах крайние операторы из X в К, а также рас­
стояние Банаха—Мазура (X, У) в случае, когда крайние точки единич­
ных шаров 5 (X) и 5 (У) явно выписаны. Библиографий 7.

УДК 517.53

О равномерной аппроксимации функций обобщенно-ограниченного ви­
да и полуплоскости и аналоге теоремы Акутовича. Джрбашян А. М. Изве­
стия АН Армянской ССР, серия «Математика»,' 1990, XXV, № 3 
293—302.

В статье установлены две теоремы о равномерной аппроксимации с 
произвольной точностью в классах мероморфных функций обобщенно- 
ограниченного вида в полуплоскости посредством произведений типа 
Бляшке. Одна из этих теорем является своеобразным аналогом известной 
теоремы Шу.ра. Установлен также аналог хорошо известной теоремы Аку­
товича для указанных классов мероморфных функций. Библиографий 10.

УДК 517 53

О представлении аналитических функций рядами простых дробей. 
Аветисян Р. Аб. Известия АН Армянской ССР, серия «Математика» 
1990, XXV, № 3, 303—308.

В настоящей статье рассматривается вопрос о представлении анали­
тических функций рядами простых дробей в областях в со спрямляемой 
жордановой границей. Показывается, что если функция /(г) есть интеграл 
Коши функции £ интегрируемой по определенному весу ы яа дС, то /

можно представить С в виде ряда — я) и оценить коэффи-
1

дИенты Д*. Библиографий 15.


