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А. М. ДЖРБАШЯН

О РАВНОМЕРНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ 
ОБОБЩЕННО-ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА В ПОЛУПЛОСКОСТИ 

И АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ АКУТОВИЧА

Введение

Статья посвящена установлению двух теорем о равномерной аппрок­
симации с произвольной точностью в классах мероморфных функций 
обобщенно-ограниченного вида в полуплоскости [1], [2], [3] посредством 
произведений типа Бляшке [4], [5], а также установлению аналога в ука­
занных классах хорошо известной теоремы Акутовича [6] (см. также 
[7] .стр. 191, [8]. стр. 198).

1. Прежде чем сформулировать установленные в статье теоремы, не­
обходимо привести ряд определений и результатов, лежащих в их основе.

Классом (—1<а<-|-оо) функций обобщенно-ограни­
ченного вида в нижней полуплоскости 6,{՜’ = [w:lmw <0) впредь бу­
дем называть множество мероморфных в 1 функций, допускающих 
представление вида

В (то) = I Г(1+а) Г----- (_ с j
Вл(п,\Ья\) Ч к J [/(ш _,)]'+« J

(1) 
где С—вещественное число, р(£)— функция ограниченной вариации 
на любом конечном отрезке из (— со, + оо), подчиненная условию

1՛ (/)'

I + °°^-»елое- р֊1<<х<р)- (2).
— а»

Далее, в представлении (1)

B'(w, Iam|) = n6e(w, an),Ba(w, [6„|) П (ш> 6П) 
т п

— аналитические в G функции, суть произведения типа Бляшке для 
полуплоскости G1՜՝, составленные по нулям |a„]cGl-> и полюсам

) функции F (w). При этом, произведение В» (то, (6Л)) схо­
дящееся (^0), ибо впредь для последовательности {6Л} предполагает­
ся выпол ненным условие сходимости этого произведения

Е |1ш />л|1+‘<-1- оо. (3),
п

>ճ-т
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При любых а(— 1<а<+°°) и С-Н/Ч^б1՜’ элементарный фак­
тор д«(ш, С) произведения Вл — аналитическая в С(՜՜’ функция с един­
ственным и простым нулем в точке С, представимая в виде

Ь„ (о», С) = ехр { — 2. (то, 0), (4)

где

2.(№, С)= Г (|7||-^1Г^.^-1огб.(ш, (5)

—1’11

Классы функций обобщенно-ограниченного вида в <7(_) ассоциированы 
с оператором дробного интегродифференцнрования Вейля. На множестве 
допустимых функций этот оператор определяется следующим обржзом:

+ ՝
К7՜’ и(то) = —-— Г о“՜1 £/(ш — /з) 0

Г(«) 3
<1

1?06»=(/(ш),

V* г/(ш) I. О < а < + о

(р — целое число такое, что р — 1 а .< р).
2. Основными результатами статьи являются нижеприведенные три 

теоремы. Первые две из них относятся к равномерной аппроксимации 
функций классов Ка (—1<<х<+о°) и являются, своеобразными
аналогами результатов М. М. Джрбашяна и Н. У. Аракеляна (см. [9], 
стр. 524 и теоремы 5.12, 5.13) о равномерной аппроксимации функций 
обобщенно-ограниченного вида в круге. Третья — напоминает вышеупомя­
нутую теорему Акутовича для аналитических и ограниченных в полупло­
скости функций, однако установлена для значительно более общих клаг- 
сов#а{С<->} (—1<а<-|-оо).

Теорема I. Класс Л/« {С( (—1<^а<^ ■ со) совпадав п. с
множеством функций, допускающих в представление вида

Г(т) = —^т’ X 
5«(«> 16л))

X ехр ]------~ ) Иш । . * “ ( 1о£ 6։ (и, { 4- г՞) с!ч (?) -Ь /С I» (6)
( 2 к ч-»-оИ| J ]

где предельный переход равномерен внутри (£>„} с С<-)— пос­
ледовательность, подчиненная условию (3), р(/).— функция ограни­
ченной вариации на любом конечном отрезке из (—оо, 4-оо), под­
чиненная условию (2), а С — вещественное число.

Теорема И. Пусть функция {Сс-)) (—1 < э <; оэ)
имеет вид ֊'
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F (w) = В, (w, {ат}) ехр | — Г (1 g- 1 ------jtyJlL— !; w £ G'( (7)՛

— •»о

где р(Л — монотонно неубывающая функция, подчиненная усло­
вию (2).

Тогда при любых натуральных ՛/• п N существует треуголь­
ная таблицг отличных: друг от друга комплексных чисел.

ZV))cG(֊1 (A = l,2,։--; Z = l,2,---, к), такая, что

1°. Для любого к 1

Im шГ’(х, /V)=tj,(x, N) (1=1, 2,..., к), 
причел։

sup IA |tj* (X, ZV)|,+a; < Г-(|±±> | И |1 + 1 I •

2°. Из ассоциированных с этой таблицей конечных произведений

Вл™, !W/*’ (х, Л')|Г)=П 6« (tO, W?’ (х, N}) 
1-1

можно извлечь последовательность (В. (w, (х7, /V/)'jy)7=i — та­
кую, что равномерно внутри Gl֊)

F(w} = В, (w, |am|) lim В, (w, |шР7>(х;, 
j--

Замечание. 1. Эта теорема является аналогом теоремы Шура 
[10] о том, что любую аналитическую и ограниченную в единичном кру­
ге (либо в полуплоскости) функцию можно равномерно аппроксимировать 
последовательностью произведений Бляшке. Однако, в случае a = 0 ее 
утверждение по существу отлично от указанной теоремы Шура.

Замечание 2. Факторизационную формулу (1) можно предста­
вить в виде отношения двух функций вида (7), умноженного на число с 
модулем, равным единице. Поэтому из теоремы II непосредственно выте­
кает аналогичная теорема о равномерной аппроксимации произвольных 
мероморфных функций класса Иа {G(_)} (—1<a<+°o) посредством дро­
бей от двух конечных произведений типа Бляшке.

Теорема III. Пусть Fl w) £ /Va | Gl-։| (—l<^a՝< + oo)u/: (ш)^ 
^0- Тогда

1°. Если

lim f | W՜ ° log F(u + ro)| | ֊^֊ -- 0, (8)
o--0 J l-f-t?

to F(vi) имеет вид
F(w)=e,cB'{w' la,,|) » (9)

B«(w, (M)
где C—вещественное число, а Вл — сходящиеся произведения ти­
па Бляшке с нулями [am] сС(֊) и {6n|cG(->, подчингнными. усло­
виям вида (3).
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2°. Обратно. если F(w) имеет вид (9), то

lim 
v --0

|'| IF՜“ log |/ (« 4 iv).\du = 0. (Ю)

Замечание. Как и в случае с теоремой II, теорема III, являясь 
аналогом теоремы Акутоэича для классов ^a в случае а = 0 пере­
ходит в утверждение, по существу отличающееся от нее.

§ 1. Доказательство теорем I и III

1.1. Доказатлеьству теоремы I предпошлем следующую лемму.
Лемма 1.1. При любых т (— 1 а -}֊ со) и t >• ir^Cj ' спра­

ведливо представление

2„ (w, г 4- i'i) = —------ ------------ ,р~;՛ 4 *4). w £ 6՝( (1.1)
(1 4- tt)[i(w - /)]

где величина R, такова, что для любого компакта С՛ \ любых 
w £К и f С ( ос> 4՜ °°) илгеет место оценка

\R; (w, t -г ։Ч)| < —’ Ы < 4՜ min lJm ш1> (1-2)
1 ։ ,<| Z Я,К

в которой C-. (К) — постоянная, зависящая лишь от а и компак­
та К.

Доказательство в силу леммы 1.2 из работы [5] сводится к 
установлению оценки (1.2) для функции

7?« (w, t 4- ri]) =

Это, в свою очередь, следует из легко проверяемых неравенств

2|f(w- /)±а|>{ 16 При (0< = <Н).
I Р, при |/| <2х 4֊ р

где к = max |4е wj, ар- min !Im и։|.
«ек wfK

Доказательство теоремы I. Покажем сначала, что если 
функция F(zo) £ Л'« |G< ’) (—1<а<4-со), то она допускает также 
представление вида (6). Для этого заметим, что в силу (5) и (1.1) 
при любом т, < 0

______1________ __  1т» log bn (w, f-i-ifi) 14-o ՝Rn (w, t 4՜ if])
[r(«>-Z)]I+B ‘ 2 |i։|1+“ 2 i^1՜^

Подставим это равенство в (1) и приведем экспоненциальный множитель 
•факторизации функции F(id) к следующему виду:
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(то, / 4- г’т() </и (/) —I Г (2+а) ехр 1 " “2՜

Г(2+ «) •г »4) (О + ։ (1.3)

Заметим теперь, что в силу оценки (1.2 )и условия (2) для любого ком­
пакта КсС , равномерно по то £ К выполнено соотношение

11т |т,| 1 ’ 
ч —г.

и, тем самым, справедливо представление (6), где предел равномерен от­
носительно О’ внутри С։՜’.

Из представления (6), ввиду (1.3) и (1.4) следует, что 
/(то)б^ {С{՜'}-

1.2. Доказательство теоремы III. Утверждение 2° теоре­
мы доказано в работе автора [5] (соотношение (3.11)). Для доказатель­
ства утверждения 1° отметим, что из формулы (1) (как нетрудно убедить­
ся воспользовавшись равенством (2.6) работы [5]) следует представле­
ние

и/-’!ог!Л(то)|-= иг֊'!ог |°те1М ■?
/>« (то, ;бя1 |

«|7------„ = „ + е С(֊1. (1.5)
п ] (а-/Ь С

При этом функцию р(0 можно представить в виде разности р(0 = 
= 1*1(0—На (0, где Н, г(0—монотонно неубывающие функции, под­
чиненные условию вида (2).

Пользуясь представлением (1.5) и соотношениями (8), (10) получа­
ем, что обозначая

(то, / 4- г«}) (/) = 0 (1.4>՝

ф<и,)_ы
" 3 («—/)• т V3

будем иметь

1. 1՜ Ф (« 4 й>)нт ----------------
։>->■—о 1 -г ц֊*

ди — 0.

(1.6)

Заметим, что 
место оценка 

У ---- -------------- -------- ----- I— СО и -Х>|, 
« (х— а)3 4՜ у1 1-4 и3

где С(х, у)>0 — постоянная: зависгщая лишь от х и у- Поэтому

при любых х £ (— со, 4֊ со) и у £ (0, + оо) имеет

С(х,о) _ 1 , ' . ч
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lim У ' Ф(И * 7W՝ ,------------------ а и
• (х — И17 4֊ у'1

= 0. (1.7)

Введем теперь обозначения

ч (w) = M '[ , w « U 4 iv e G(~\ (1.8)

и ?l ••(« + /w)
/1.2= - ®<°- (l-9)

" .! (x — u)‘ 4՜ y*

Тогда, в силу формулы

у |и| Г du  _1 у + |и
т֊2 J [(< —ы։։+№J[(“ — О’ hv2] " (х —0’ Ну +- М)։

"будем иметь

у , = у 4- Iu,' i' ______ ^1, _______
к J (х — ty 4- (у 4- ,и/)2

Заметим теперь, что при любом и < 0 справедлива оценка

у + М С'(х, у)_____  < 1
(x—ty + (у 4-М 2 1-г

где С (х, у) > 0 — постоянная, зависящая лишь от х£ (— х>, 4՜ и 
у€ (0. 4՜ ос)- Следовательно, в силу теоремы Лебега

lim 1 i,i =■
у I՛

17 J (х - /)-' |- у1
(МО)

Однако, ввиду (1.6), (1.8) и (1.9)

у i' Ф (и г iv)
J (х — иУ 4-у2

du > |7,

что вместе с (1.7) и (1.10) приводит к равенству нулю величины

у_ Г ^(t) = _у_ +Г уИ| (/) _ у_ Y (j)

—О’ + у2 - J <х-/)’4-у2 г. ,| (х_/)2 4-^։ ■

Отсюда, в силу произвольности х^ (—со, 4֊ и (0, 4- °о) сле­
дует, что р (/)-= const, и, тем самым, формула (1) сводится к виду
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§ 2. Доказательство теоремы II

2.1. Предварительно докажем следующую лемму.
Лемма 2.1. Пусть д ( 1 < ։ < т о->) и Л' > 1 — любые, а

лг
.- ( л/< ( ։ ։ 14“а) । </р (?) | /-(—)/V) = ехр-------------- ------------------------ .

I -

где р(0— непрерывная, монотонно возрастающая функция на 
[-И, И].

Тогда существует треугольная таблица отличных друг от 
друга комплексных чисел ({«•, /У)|/-։с(к -- 1, 2,- • •), такая, 
что

1с Для любого 4 ,> I
1ш «4*’(Л Л') = т(г(ч. Лг) (/= I, 2,- ., 4), (2.1)

причем
|'Н.'Ъ Л)Г'։=4՜ Г,^+я) У?. (2.2)

к 2֊ -я

2՜. Внутри С(~) равномерно выполняется соотношение

/V) —Иш Е,(ш, |ш/‘(р, М|7). (2.3)
А՜֊* <

Доказательство. Для любого 4^-1 ^произведем разбиение 
отрезка [-- /V, /V] точками — И = /1՜՛ < {‘>՝} \Д*' 6’+1 = П таким
образом, чтобы

' 1 Л'
Р (?!;’>)֊ ֊7 V '^{1= \,2,---,к}.

к -К
Будем полагать

. ... | Г (2-1-а)" ьЬ
Ъ = Ч, (р, /V) = ֊ | -2— ’■ У р -

Л4) = ?/’ + гт։*(&=1, 2,---; 1=1, 2,- -, к).

Тогда, очевидно, утверждения 1° выполнены.
Заметим теперь, что в силу (5) и (1.1)

1огВа(ю, (р, /V)}*) = 2 1О£ба (ш, (р, М) =

 Г (!+«) 2, р(4У1)-н(</*))
« Н [։(ет-4*,)]и<‘

֊ 2/?«(№, (\к} 4֊/^). 
/=։

Однако, если КаС1 ’—произвольный компакт, то, в силу (1.2), рав­
номерно по то £ К выполняется оценка

[ 2 /е։ (№, 4?» + г^) | <С« (К) к |т,*Г։ = о (!)• 

(. 2 л ■
Далее, очевидно, что равномерно по ш (К
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а >■ «1-). >-»;*’>

* -- <=1 [։(ш — {։ >]
</н(/)

[,-(№-о]1+*

и, тем самым, справедливо соотношение (2.3).
2.2. Доказательство т е о р е м ы II-Пусть а ( —1 <а< си) —

любое, и

/(ш)^ехр
Г (1+а) 7___</М0

Д [/ (ш — 0]’+’

,. лм I Г(1-Ь а) Г </|л(/) /(ш, /У).= ехр--------------  ---------------
I ~ [/(»-О]

где ц(0—монотонно неубывающая функция, подчиненная условию (2).
Предположим, что {К/}Г — исчерпывающее б’(՜’ семейство ком­

пактов, то есть, что

ку = к/+։(;=1, ?,-••) и и к>сн.
Далее, для любого /'> 1 выберзм Щ > /V;) настолько большим, 
чтобы при имели

-/(«., Л/у)| < А . (2 5)
3/

Введем теперь в рассмотрение последовательность непрерывных, моно­
тонно возрастающих на [—/V, (Л^ 1) функций

!*,(/)“* I ^Х(х)<7х 4- ----- , 7. — 1, 2,- ..,
.' 2/.Л

где

И (Л'), при / /V

(0 =
|И/), при — /V 4֊

I1 (— /V), при — .V < < <. — /V-ь
х

Как нетрудно убедиться, при любом 1^ [— Л/, Л] 

Нт |л։(0 = |А(г)

и, одновременно, при любом х 1

. Л' " V
.М/)|<1р(֊/У)| 4- V р+1. ИщС /ц+1.

-л՛
Поэтому, в силу теоремы Хелли о предельном переходе в интеграле Стиль- 
тьеса
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•V А'
,. I՜ *I»«W I d-Llf) ճր'->Jim -----------------;— = — ------- — > w է G .
’ * A. ['(w-0] ՜ 2V [/(«’—0]

(2.6)

При этом, легко проверить, что это соотношение равномерно по W внут­
ри б<՜!.

При любых 1 и у 1 пологим

N)
г , v. I Г (14-а) (• т/|ч(О 1 Z Z>(֊I/,(и՛, Ay)-=-exp-------------- I-------------- — .w(;G .

1 r

Тогда, в силу (2.6), можно подобрать последовательность натуральных

чисел |ху|Г так, чтобы при любом у<? 1

՛/(«>, N,ւ) - ք, յ ՝ и՝, (2.7)w^Kj.

В силу леммы 2.1, при любом / 1 существует треугольная таблица
отличных друг от друга комплексных чисел {«4*’ (*у> Л/()} (к — 1, 2, • • •, 
1 = 1, 2, * • •, к), подчиненная условиям (2.1) и (2.2), такая, что рав­
номерно по -ш внутри й՛՝ 1 выполнено соотношение (2.3). Следова­
тельно. можно выделить последовательность натуральных чисел 
}к)]Г такую, что при любом у > 1

В- (то, jw J (»у, N. )|i ' )— /Ху(ш, w £ Ку.

Отсюда и из неравенств (2.5), (2.7) следует утверждение теоремы.
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հարթ ութ յան մեք ընդհանրացված սահմանափակ տեսքի ֆունկցիաների դասերում ^Աա1^նլի 
տիպի արտադրյալների միջոցով. Այդ թեորեմներից մեկը Շուռի հայտնի թեորեմի յուրօրի­
նակ համանմանն է։ Ապացուցված է նաև Ակուտովիլի հայտնի թեորեմի համանմանը մերո- 
մորֆ ֆունկցիաների նշված դասերի համար։

A.- M. DJRBASHIAN (JERBASHYAM). On antform approximation of functions 
of genaraltssd bounded type in the half -plans and the analogue of Akutowlcz’s 

theorem (summary)

In the paper two theorems on uniform approximation by Blaschka type products 
are established in the classes of functions of generalized bounded type in the half­
plane. One of these theorems is an original analogue of Schur’s well known theorem. 
There is also proofed an analogue of Akutowicz’s well known theorem for the pointed 
classes of moromorphic functions.
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