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АППРОКСИМАЦИЯ ГАРМОНИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ 
НА ЗАМКНУТЫХ ПОДМНОЖЕСТВАХ

ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

Пусть О—область в конечной комплексной плоскости с непус­
той границей в расширенной плоскости (<?£>=/= 0); />*  = О и {ЛР| — ее 
одноточечная компактификация и Е— замкнутое в О подмножество 
(£сй). Из результатов работ [1], [2]. [3] следуют необходимые, а 
также достаточные условия на Е, при которых функции класса /7 (Е) 
(функции, непрерывные на Е и гармонические на его внутренности 
£°) можно аппроксимировать с любой точностью равномерно на Е гар­

моническими в £> функциями. В частности, множество £>*\Е  должно 
г-

быть локально связным п идеальной точке (<$£)}, где Е— объедине­
ние Е с предкомпактными в £) компонентами О\Е. В настоящей ра­
боте мы будем рассматривать равномерную аппроксимацию на мно­
жествах, вообще говоря, неудовлетворяющих упомянутому необходи­
мому условию. Полученный результат находит применение в решении 
задачи, поставленной Л. А. Рубелем (см. [4]). Теоремы 1 и 2 анон­
сированы в [4| и |5] в случае Е°=0.

Будем говорить, что множество А линейно достижимо из области 
V (Е, ксС). если существует такой непрерывный путь у : [0, 1)-» И, 
что для произвольного открытого и, Ц1)^и, для значений
параметра / £ [0, 1), достаточно близких к 1.

Через Сх (дЕ) будем обозначать класс ограниченных непрерыв­

ных функций на дЕ = дЕ П Е и для положительной на дЕ непрерыв­

ной функции V обозначим через С, (дЕ) класс непрерывных на д Е 

функций, растущих при г -> дЕ не быстрее функции V (/£С\ (дЕ), ес­

ли 1/1 < на дЕ, при некоторой постоянной с} > 0). Через Но(Е) 
обозначим класс функций, равномерно на Е аппроксимируемых с лю­
бой точностью гармоническими в £> функциями.

Теорема 1. Следующие утверждения эквивалентны:

а) Сх (^Е)п//(Е)с/7о(£).

Ь) С, (дЕ) п Н(Е)^.Н[) (Е), при некоторой положительной не­

прерывной на дЕ функции ՝1 такой, что (г)  ~ со, при. : _ уЕ.*
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с) 11) Если V — область, О Ис Е и дО и дО линейно недости­
жима из V, то Уп<1Е—0. (П) Для произвольного компакта КсО 

существует такой компакт КсО, что если V—область, дИс 

с Е Ц К\) дО и <!О линейно недостижима из V. то (Рг\Л)П<^£=0.
Для множеств, удовлетворяющих условию с), допустимую скорость 

возрастания аппроксимируемых функций (т. е. функцию V) можно опи­
сать с помощью метрических характеристик множества Е, в частности, гар­
монической мерой определенных порций его границы в надлежащих от­
крытых множествах. Такое описание содержится в следующем утвержде­
нии, характеризующем класс Но (Е) для множеств, удовлетворяющих 
условию с).

Пусть В . п — 1, 2, • • • —компактное исчерпание области £). СЛ— 
объединение тех компонент множества /.)'՝՝՝(£ \) В.,), из которых &О 
линейно недостижима, но которые линейно связаны с <Ю впе Е и Вп-й 
п=2, 3, ■. • )

Теорема 2. Пусть Е удовлетворяет условию с! теоремы 1. 
,?.։я того, чтобы функция /£Н[Е) принадлежала Нп{Е), необхо­
димо и достаточн >, чтобы при любом я > 1 и компактном КсО 
выполнялось г՛ •равенство

где — гармоническая мера на границе открытого множества 

U и-1 Gn; U п=1 (•„, а т > и — произвольное натуральное число.
Легко видеть, что условие (1) не зависит от выбора конкретного ис­

черпания.
Докажем два вспомогательных утверждения.
Лемма 1. Если подмножество FcdQ линейно недостижимо 

из открытого множества 2, то его гармоническая мера в 2 рав­
на нулю.

Доказательство опирается на следующие замечания.
I) Если гармоническая мера подмножества Ес: 32 положитель­

на в (некоторой компоненте) 2, то

sup Р-е = 1

(см. [6], стр.264).
II) Если гармоническая мера замкнутого подмножества Ес 

сд'2 тождественно не равна единице ни в одной компоненте 9, то в 
каждой точке х0£д2\£ выполнено условие

lim (г) 1 •
. ։-xu»g3

В самом деле. Выберем о>0 такое, 4toD(x0, %){}Е=0 и обоз­
начим гармоническую меру Е относительно множества 2*  = 2 U
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и-О(хп, 8)(0(хо, ։) = {г€С:1_- — х0|<8)). Согласно принципу расши­
рения инеем в 2 и, в частности, в 2П^(хо. ®). причем р е
тождественно не равна единице. Так как х0 £(-*)"■  то ~ ’<О՛

Поэтому в 2р) £4*0»  8/2) имеет место неравенство р£ < а, из чего 
следует требуемое соотношение.

Благодаря регулярности гармонической меры как борелевой ме­
ры на компакте <)£2сС достаточно доказать, что рг(֊)=0; г £2, в 
случае замкнутого линейно недостижимого Рс.д_. Предположим, 

что Рр > 0 в некоторой компоненте 2 с 2. В силу замкнутости и ли­

нейной недостижимости Г имеем 0<^р<1 в 2. Согласно замечанию 

I), А։ = [г£Й; рр(?) > 1/2) является открытым не пустым подмно­

жеством 2. Обозначим Ау некоторую компоненту А։. Имеем рл=1'2 

на дАх П 2. Ясно, что <)Д։П<?2 может состоять только из иррегуляр­
ных точек 2 и поэтому имеет гармоническую меру нуль в Д, (см. 
|6], теорема VIII на стр. 253 и замечание на стр. 265). Если бы гар­
моническая мера дА, П/7՝ была бы равна нулю в А,, то мы имели бы 

" 1/2 на Д։. Поэтому вир р^ = 1, так как 2)>р/,(я, Д։);

*€Д/. а чир чД.՛, Д()=1.

Фиксируем произвольную точку д։ £Д( и обозначим Д։ некото*  
рую компоненту -епустого открытого подмножества Д։, на котором 
^>■2/3. Фиксируем точку £ Да. Продолжив этот процесс получим 
последовательность вложенных областей Д։гэД։гэ--- и точек г^Д, 
таких, что

Р/?(з)>1-------- — ։ г = 1, 2,-.
/ + 1

Из замечания II) легко следует, что какова бы ни была откры­
тая окрестность V множества Р, начиная с некоторого номера все 
Д/с: И. Соединим ломаной 11с=А1 точку х/ с х/1_1 при всех ։>-1. Рас­
сматривая путь 7 = II /-1 легко видеть, что его предельное мно­
жество принадлежит Р, что противоречит его линейной недостижимо­
сти. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть 2 — открытое множество, регулярное в 
смысле задачи Дирихле, РадО.— линейно недостижимо из 2 и 
/^С(дО\/-). Если существует гармоническая в 2 функция и та­
кая, что и֊/ на д12\р,, то и является решением обобщенной 
задачи Дирихле в 2 для произвольно продолженной на д& функ­
ции /. В частности

= [ /^;хС2, (2)

дб\Р

причем интеграл сходится в каждой точке г~~.



Аппроксимация гармоническими функциями 277

Доказательство. Рассмотрим случай неотрицательной функции 
/. Сначала заметим, что интеграл (2) конечен в £2. В самом деле, согласно 
обобщенному принципу максимума, доказанному в [7], имеем 1/^0 в 
Й и

■ /л < У (г). п > 1, 
аахГ

где /Л = 1п( (л, /). Согласно лемме 1, для произвольно продолженной 
на оО, функции / имеем

^(г)= [/^Н։ = зир I /„ < и (г); г £ 2.
и Л 

0’2 02

Так как, учитывая регулярность множества 2, функция № явля­
ется гармонической в 2, совпадающей на д2\Е с /(теорема М. Бре­
ло, [8], стр. 110), согласно упомянутому обобщенному принципу мак­
симума имеем и — в 2.

Доказательство теоремы 1. а) =>с). Предположим, что Е 
не удовлетворяет условию с /). Тогда существует область V, из ко­
торой дО линейно недостижима, дУ<=.Е\)дО и Пусть
£о£ V [\дЕ является точкой пика алгебры R (X), где X — (С\ V) и Е 
(см. [9]). Существует рациональная функция г с полюсами вне X, 
удовлетворяющая условиям

1)

5 ... 1. ՝(3)
, И) Нх'С ’ “О Их\֊о(»», «) < ’

где з^>0 такое, что Е(г0, з)с1А Функция [Яе г — гармоническая на

X и удовлетворяет тем же оценкам (3). В частности, Яе г £ С_ (дЕ), 
Если бы Яе г ^Но{Е), то существовала бы и £//(£>) такая, что

2_ 
4

|Яе г — иЦ£

Согласно (30 имеем

1« («•)!>֊֊•£>
(4)

Далее, с учетом (3и0 имеем

I 
откуда, согласно обобщенному принципу максимума работы [7], 

Ни < у ’
что противоречит (4). 
5-227
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Предположим теперь, что Е не удовлетворяет условию с։!) и 
пусть Вп, л = 1, 2,------ произвольное компактное исчерпание области
2). По предположению существует последовательность (необязатель­

но различных) областей V„ с О, п = 1 > 2> ■ • • таких что д к „ сг Е К 
(п0>1), ой линейно недостижима из ИЛ и (1/п \Вп,+ я) Л дЕ 0, 
л>1. Пусть Ил\2?л.+л) П ֊ точка пика алгебры R (Х„), где 

х = (С\ИЛ)и£иВл.+я, Л>1, причем гп=^гт, если п т. Для чи­
сел е„>0, 27=1е«<1/4, существуют рациональные функции г, с по­
люсами вне Х„, удовлетворяющие условиям:

О |глил)-И<։-

в) 11гл11х <։+ел» ։։*)  Лгл1х \|ои .«> <^е՞՛ 
Л Л л л

где 75(ял, зя)с КЛДц+я, л>1, и £>(£„, 5„)П Е)(гт1 зт) = 0, При 
п=!=т.

Сумма / ряда гп является мероморфной в О функцией, огра­
ниченной на Е, причем

01/1д\ии <4՜ и п>1' <5>

Функция Ее [ будет гармонической на Е, также удовлетворяющей 
оценкам (5). Если бы существовала гармоническая в О функция и такая, 
ЧТО 

¥֊4< 4 >
то мы имели бы согласно (50

Ци|| ~ <՜ —
идИЛ\ЯЛ, 2 (6)

и согласно (5(0

1“(-'л)֊1|<֊> п>1. (7)

На основании предложения 2.1 работы [10] можем утверждать, что из 
оценки (6) вытекает 

Вт
*еи Уп

что, очевидно противоречит (7) по меньшей мере для достаточно боль­
ших п.

с) °*՜  Ь). Пусть (5Л) — некоторое компактное исчерпание области 
й, а множества вп и гармоническая лера |*։, г и Сп, определены 
как в теореме 2. Так как множество Е = дС„(}дО линейно недости­
жимо их С„ = 2, в силу леммы 1 и теоремы Дини, при произвольном 
л 1 имеем
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н(г, dG„\B/n)-*0,  при т -*֊  + то>

* р (I, dD) — сферическое растояние точки С до мнояесства dD.

равномерно по г^А'пСл, для произвольного компакта Kc.D. Следо­
вательно. существуют положительные функции *я£С((0, 1)) такие, 
что >,(/) ՝ - при I хО.и для любого компакта K.C.D

sup j j чЛ (р (С, dD)) (С) : z £ КП Gn| <4-00, п > 1*.

r> а . в /I п

Выберем функцию >£С((0, 1)) такую, что

~ v (.t) <■ п, при kn^-tykx+i, п = 1, 2,---,

где кп находится из условия
min (■»„•••, чя)>и при t < к„; п = 1, 2,---

(кп 'м 0). Будем иметь v (f) / -J- ос, при t \ 0 и 0 < v < vn> при t < ка. 
Поэтому

{С 1
j v z £ К п Gn| 4՜ °°i

7о \а 
п п

при любом n 1 и компактном К с D, т. е. для v выполнено условие (1) 
теоремы 2. Таким образом, для завершения доказательства теоремы 1 нам 
остается фактически доказать достаточность в теореме 2.

Доказательство теоремы 2. Достаточность. Здесь мы вос­
пользуемся следующим утверждением, вытекающим из результатов ра­
бот [2], [3].

Теорема 3. (Готье. Гольдстейн, Оу, Хенгартнер, Лабреш). Пусть 
F—замкнутое подмном-ство области D. Тогда, если Fc = D*\F  
связно и локально связно, то H(F)czHd(F).

Мы покажем, что для множества Е и функции /, удовлетворяю­

щих условиям теоремы 2, существуют: а) множество Е со связным и 

локально связным дополнением в £)*,  Еа.Е и б) функция с

сужением f\E = /.
При построении множества Е мы будем часто опираться на следующее 

замечание.
(*).  Если [<?£)} линейно недостижима из попарно непересекающих- 

ся областей И/, dVjcEU К, 1 j < N (1 -С W -С + °о), где К — ком­
пактное подмножество Е (возможно К = 0) и для некоторой точки 
z06 П;=: И/ существует окрестность L4. такая, что U^cEU jLiVj, то 
существует область V, из которой dD линейно недостижима, 

dVczE\] К и Uу=1 Иус/, Легко видеть, что требуемыми свойствами 
обладает область V = USt U Uy-iH).
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Будем считать, что {2?л| является исчерпанием области Е ком­

пактными областями, 0. Множество Е определим как объедине­
ние некоторых замкнутых подможеств АЛс2), построение которых 
проведем по индукции.

Обозначим Е1 = £11 Справедлива

Лемма 2. 1) Дополнение к Е1 лингино свяхн) в О*.  п) ОЕс.

сдЕГ
Доказательство.։) следует из определения множества

Если Л) не выполнено, то существует точка т. е. су­
ществует окрестность £/», точки х0 такая, что £/։.с/: и С,. Тогда, сог­

ласно замечанию (*)  существует область V, д1/аЕ. :>И линейно не­
достижима из И и *о€ Но это, очевидно, противоречит с1).

Пусть при некотором п ,> 1 построено замкнутое подмножество 
Еп ~ А'1) и»-1С*  (Сц, — некоторые подмножества множеств (7«), облада­
ющее свойствами:

<1) ()Ьс.дЕп.
с) Е*  \Еп линейно связно, причем для некоторых натуральных 

чисел /п։ = 1 /пя, точки г^(Е, и 2?т ,) могут быть соеди­
нены с д[) непрерывными путями вне ЕП{) Вп, а точки г^Еп 
П (ЯтА \£«#_։) — непрерывными путями, лежащими вне Еп и Вц-1, к — 
= 2, З,- -, п.

Обозначим М\" подмножество точек (Еп)с, обладающих окрест­
ностью, лежащей в ДиСЛ4֊ь Согласно си) и замечанию (*),  найдем 
число 31^>тп такое, что М\'" (] ЕаВ՞, и пусть М12՝ = М\п}\В3>. Су­
ществует число з։ 5։ такое, что замыкание объединения предком- 
пактных в /) компонент дополнения Мг'цВ,, содержится в В?,. В 
противном случае, с помощью замечания (*)  можно было бы постро­

ить области V, д]СсЕ\3 В3„ из которых дО линейно недостижима, со­
держащие точки дЕ, как угодно близкие к дЕ (в сферической метри­
ке). Рассмотрим множество Мз0 = М{-՞' В3,. Имеем М'з” п£’= 0, так 
как Мз 1 =М[‘^\В3, и Вл,аВ3.. Обозначим М\՛' объединение компо­

нент охватываемых Е и (т. е. предкомпактных в Е под­
множеств множества М^, граница которых содержится в ДиМз"1). 
При эмом заметим, что согласно выбору х։, связности Вп и замеча­
нию (*),  можно утверждать, что Л/?'՝ Л 2?.. = 0, что влечёт М\а) П Е= 
= 0. Возьмем теперь

£«+1 = &и Сп+г, где Спц = Мъ‘ и Л/)՞1 и /п;141 = 5а.

Для замкнутого в 2? подмножества ЕЯ^\С.Е имеет место



Аппроксимация гармоническими функциями 281

Лемма 3. Условия с!) и е) (с заменой п на п + 1) выполнены 
для множества Е„:.\ и числа тп+1-

Доказательство. Если не выполнено 3), то учитывая, что 
Е„1 получается прибавлением кЕ некоторых подмножеств I) 

согласно замечанию (*)  можно построить область V, ЗИсЕиВл+։, 
из которой дО линейно недостижимо, имеющую непустое пересечение 
с дЕ, что противоречит выбору тя+1.

Множество (£’л1|Ся+1)< линейно связно согласно определению 
<7Л1-1 и линейной связности (Еп)с. Так как точки а:^Сл+։\СЛ+1 могут 
быть соединены с путями, лежащими вне Ес.Вл, то линейно связ­

но и (Еп ֊1)г ~ (Еп и СЛ4-1)Г и (СЛ <-1\Сп+1). Точки я^(Ел+1и5«л+1)С мо՜ 
гут быть соединены с дВ путями вне Еп+х и Дц-ъ так как они могут 
принадлежать Ск только при Л>п + 1. Далее, (Ей4-1)еи (Етл+։\Етд) 
с.(Еп и В„п)е'\М\"\ которое означает, что точки этого множества мо­
гут быть соединены с дВ путями вне Е„ал II Вя. Наконец, так как 
(Еп+х)՛ П (В„к\Втк_}) = (ЕпУ П (Втк'\Вт!'_}); 2<£<п, то точки к-го 
множества могут быть соединены с дВ вне Еп+х и В*-1.

Для построенной по индукции последовательности множеств Еп 
возьмем

Е — и п-х Еп — Е{1 и„11 (7Л (С1 = б։).

Отметим, что при каждом к > п + 1 пути, по которым осущест­
вляются указанные соединения, согласно определению множеств С*  
можно взять лежащими вне Еп- .\ II С». Поэтому, так как порции мно­
жеств Еп на компактных подмножествах В совпадают для всех доста­

точно больших п, условия <1) и е) означают, что Е замкнуто в В и 
.Е*  \Е связно и локально связно.

Доопределим теперь функцию / до функции класса Н(Е) следу­

ющим образом: продолжив сначала / по непрерывности с дЕ до функ­

ции /, определенной на дЕ, обозначим через <р решение задачи Ди­

рихле на открытом множестве Ег\Ес1|Л=1 Сл для граничной функции 

/. Это решение существует согласно теореме М. Брело (см. выше), 
лемме 1 и условию (1), совпадающему с условием упомянутой теоре­
мы в нашем случае. При этом, решение задается интегралом

(?СЛс<?СЛиЕтя).
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Согласно лемме 2 работы [11]» условие (1) обеспечивает, чтобы 

lim ? (z) = f (՝)
* - t; E

в любой точке 1^д((Е)°\Е). В частности, функция
, /, на Е

<р, на Е'\.Е

принадлежит классу Н(Е). Согласно теореме 3, ? 6 Hd{E), что, оче­
видно, влечет / = fig £//о (20-

Необходимость. Предположим, что функция f^Hn(E) и {ВЛ) — 
произвольное исчерпание области D компактными ;областями. Не на­
рушая общности можем считать, что функция f непрерывно продол­
жена на oGn Л Вп; п > 1 и неотрицательна. Для произвольного ком­

пакта Kc.D возьмем компакт Kc.D такой, что Кс-(К)0. Обозначим 

<2Л=с„и(Л^"_1)л/Г) и заметим, что все точки являются
регулярными в Qn, так как принадлежат невырожденным граничным 
континуумам (п^>1 —произвольно фиксировано).

По условию существует гармоническая в D функция U такая, что

Для некоторого (ограниченного) продолжения на dQn ограничен 

ной на dQn функции /— U существует решение задачи Дирихле в 
Qn- Обозначив это решение Ия, заметим, что функция В^Л = (7+ ИЛ — 
гармоническая в Qn и совпадает с f в регулярных точках &Qn- Для 
т > п таких, что К^В°т, имеем dQn\Bm = dGn\Bm, причем соглас­
но условию с), для достаточно больших т все точки —
регулярные. На основании леммы 2 можем утверждать, что

wn (z) = р = j + J • (ю)

— - д О К В
« <? О ЧпПЕщ - Я т

где — гармоническая мера на dQn в Qn. В каждой точке
Л К имеем 

lim 1ГЛ(г) = 7(:). (П)
«-с; *6<? Л

В силу упомянутой леммы 2 работы [11], согласно (11) имеем, 
что Wn ограничена в некоторой окрестности каждой точки С£д<?ЛГ|А\ 
Из-за компактности К отсюда следует, что Wn ограничена на А՜ Л Qn- 
Из равномерной на К Л Qn ограниченности 1^Л н первого слагаемого 
правой части в (10), следует равномерная ограниченность второго на 
Е Л Qn> и тем более на К Л Gn- Это замечание завершает доказатель­
ство необходимости, так как по принципу расширения на
dGn и учитывая, что / неотрицательна, получаем оценку (1).
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Недавно П. М. Готье любезно прислал нам рукопись, посвященную 
решению упомянутой задачи Л. А. Рубеля, в которой приводится доказа­
тельство пункта с) => Ե) теоремы 1, без явной формулировки этого утвер­
ждения, в случае, когд. Լ1' = 0.
Ереванский государствен..՝-:։
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Ա. Նէւէ՚ՍԻՍՏԱՆ. Մոտավորության հարմոնիկ ֆունկցիաներով հարթ տիրույթների փակ 
եէթԱՀացմո։թյունների վրա (ամփոփում)

նկարագրված են հարթ տիրույթի ոչ-կոմպակտ փակ ենթաբազմությունները, որոնց 
վրա տիրույթում հարմոնիկ ֆունկցիաներով հավասարաչափ մոտարկվում են բազմության 
վրա անընդհատ, ներսում հարմոնիկ, իսկ եզրի վրա սահմանափակ ֆունկցիաները։ Ապա­
ցուցվում որ այդ դեպքում գոյություն ունի այնպիսի արագություն, որ եթե բազմության 
վրա անընդհատ, ներսում հարմոնիկ ֆունկցիան րազմությտն եզրի վրա աճում կ ոչ ավե­
լի արագ, բան նշված արագությունը, ապա այն նույնպես մոտարկելի կ։ նկարագրված բազ­
մությունների համար տրվում Լ նրանց եզրի հարմոնիկ չափի տերմիններով ինտեգրալային 
հայտանիշ, որը բնութագրում Հ բազմության վրա հավասարաչափ մոտարկվող ֆունկցիա­
ների դասըւ

A. 4. NEKSESYAN. A ppr xirmtion by harmonic function։ on closed Subsets of 
planar domains (summary)

The paper describes non-compact closed subsets of planar domains where the 
functions which are continuous on a subset, harmonic in its interior and bounded on 
its boundary can be uniformly approximated by functions harmonic in the domain. 
It is proved that for such sets a speed can be pointed out such that the functions ■ 
continuous on a set harmonic in its interior and increasing no faster then the noted 
speed on the boundary are also approximable. In terms of harmonic msasur e on the 
boundary an inttgral criecrion is proposed, characterizing the class of appro ximabl® 
functions.
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