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О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ КЛАССОВ ФУНКЦИИ 
С ОГРАНИЧЕННОЙ ПЕРВОЙ ПРОИЗВОДНОЙ КУСОЧНО

ПОСТОЯННЫМИ В ОДНОМЕРНОМ И ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЯХ

1°. Вве дение. Обозначим через LP = LP (0,1) и LP (Г) простран
ство измеримых по Лебегу соответственно на [0,1] и / = [0,1]Х[0,11 
функций f(x) с обычной нормой, а через Wp и WP(I)— единичные 
замкнутые шары в этих пространствах. Пусть, далее, Lp(0,1) (г = 0, 
1, 2, •••, — множество г раз дифференцируемых функций
/, у которых абсолютно непрерывна на [0,1] и £ Lp (0,1), 
a L'pk (г, к = 0, 1, 2,-• •) — множество всех функций f(x, у), опреде
ленных на I таких, что f՝՛՛^ (х, у) (0 О < г — 1, 0 ц к — 1) неп
рерывны на I, /г'и)(х, y)!rLP(0, 1) (0 <1 |i < к) для всех фиксирован
ных у, f(r’k)(x,y) абсолютно непрерывна по у для всех фиксирован
ных х,/('* к> (х, у) £ Lp(0, 1) (0 -< v -С г —1) для всех фиксированных 
х, /’’ *՝ (х , у) абсолютно непрерывна по х для всех фиксированных 
у и /'՛■ *’(х, y)^Lp(I) (К р < уз), где

причем смешанные производные не зависят от порядка дифференциро 
вания.

В множествах Lp и Lp ՛՛ выделим классы

f\Wp}, 

Г’Ч wp(D, ]/(’'fe,(i> .)|p<

<l(0<v<r-l), 1)Ь<1(0<н<Л-1)),
где

(i, yypdyy,p.

Наилучшие приближения классов Wp и Wp к (1 < р -С °°, г, к = 
= 0,1,2,...; WP=WP, W°p^Wp(I)) подпространствами NczL, и 
ЯХс£7(/) (1<9<оо) соответственно, определяются следующим об
разом:

E(WP, N),= sup inf\f — Д, 
fewrp
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Е( Wp к, SR),=sup inflf — gh. 
W՞ 4 «6 SR

Рассмотрим задачу наилучшего приближения в метриках различных 
пространств функций на [0, 1] и I. Речь будет идти о нахождении наилуч
шего приближения введенных выше классов подпространствами кусочно
постоянных. Метод исследования основан на использовании соотношений 
двойственности и специфики .пространств кусочно-постоянных.

2°. Одномерный случай. Прежде, чем перейти к основной 
теореме этого раздела, докажем следующую лемму.

Лемма 1. Пусть q՛, 7, I—произвольные положительные чис
ла, причем 1 <?' < °°.

Положим
I

А (д', 7) = I g : g (0, /), | I/ (и)Г' <Лг<7,
О

g(O) = g(Z) = O| (1<д/<°°)
и пусть A՝y(q', 7) (1 < q՛ °°) состоит из всех функций g£ A (q‘, 7), 
которые в начале сегмента [О, Z] строго монотонно возрастают, 
потом могут принимать постоянное значение, а в конце сегмен
та [О, Z] строго монотонно убывают. Тогда

а) Для любого р՛ £ [1, оо]

sup, Ыр' = sup Ыр (1 << <=*՝>•
<елк7'.т) гбл°(?’.т)

в) Если q — число, сопряженное с q' (1 о + 1 q՛ = 1 ՛, то 

suP^L^G/l(g', i)}=-pV’'.

с) Если р’ £ [1, оо] и p’-^q՛, то

sup м֊-g^A «7)} <-֊-(—Ур ilp՛ i'!p'"'q>
2 \р + q/ 

если р'~> q', то
•ч> I и, ■ г 6 А ы, ,)| < ± Л ֊ ։ f'w,

2 X 2 р + q/ . 
где q, как и прежде, число, сопряженное с q'.

Доказательство. Часть а) будет доказана, если для любой 
функции g^.A(q',i) мы сможем указать функцию g ь А° (q'։ 7), та
кую, что

Мр'<кЬ' (!<₽'<«).
Поскольку g£Lq (.O, Z)<=Li(O, Z), то ([1], гл. 8) |g| — функция огра
ниченной вариации. Обозначим через v(x) и w (х) (0-^.x^l) соот
ветственно полные вариации функций |g(Z)| и |^(Z — Z)| на отрезке 
[О, х] и определим функции р (х) и q (х) равенствами

р (х) = + lg(x)l, 9 (х) = + Jg(z ~х)1 .
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Ясно, что /»(0) =7(0)=0. Из курса математического анализа изве
стно ([2], гл. 6), что р и q монотонно возрастают на [0, Z]

te(x)|<p(x), |g(/-x)| <9(х) (0<x<Z), (1)
причем /j(x)= const в тех промежутках, где tel монотонно убывает, 
р (х) = |g (х)| + const — на остальном множестве, q(x) = const там, где 
|g| монотонно возрастает и q(x)=g(l—х)|-f-const — на остальном 
множестве. Поскольку число интервалов постоянства функций р и q 
не более, чем счетно, мы можем пронумеровать их. Пусть ((ар 6z))f— 
все интервалы постоянства функции р, а {(су, </у))у — все интервалы 
постоянства функции q. Из вышесказанного заключаем, что

p'(x)-h+(x), q'(I — х) = — h~ (х) (0<x<Z), (2)
где

h+ (x) = 4 (I |g|') (x) I 4- (X)), h- (x) = 4 < I tel' (*)l - tel' (x)) 

соответственно положительная и отрицательная части производной 
функции |д|.

Положим £= [0,/]\ ( U (ар F =• |0, /]чДи (Су, d;)) и опре

делим функции р и q равенствами

р(х —S (6։ —az))=p(x), х^Е 
btrx

Ч(х— X (dj — Cj)) = q(x), x£F. 
djiX '

Допуская некоторую вольность речи, можем сказать, что графики 
функций р и q получаются сжатием к оси ординат графиков р и q, 
причем полученные таким образом графики строго монотонно возра
стают.

Нетрудно убедиться в том, что р и q определены соответствен 
но на [0, а] и [0, 3], где

«==/֊£ (^-а։), ₽ = Е(^֊Су)

и « + 3 С /• Теперь можем определить g:

р(х), если 0<х<։

р («), если а < x < I — В 

g(Z — х), если I— {J<^x < I.

Наши предположения о функции а показывают, что g — абсо
лютно непрерывная функция, £ (0) = ^(/) = 0, а из (1) получаем

1#<#(•*)> 0<х < I.

Поэтому |Д».<к|р, и доказательство части а) будет завершено, если 
покажем, что < 7.
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Но в силу (2) 
• '1

о’ /Л

ВВ
I

4- ('(Ль(х)+ Л~(х<'<А = |’(Л: (х) + Г(х)|’'</х = 

՝Р о

=^.'£:=Н:<ъ
в) Пусть функция Л'г Л (д', •;) фиксирована, А(н) = /(ы) (0 < 

-< п < 1), а Л (и) и Л (и!—положительная и отрицательная части 
функции а' (и), т. е.

л-(и)в .

Ясно, ЧТО |о'(и)| Л ’ Л (а), а'(и)=Л (и) — Л՜ (и), а из усло
вия д(0) — <?(/) следуют равенства

/ / /
Л (и)</и= | Л (и)с1и — 

и о
Поскольку для любой функции ^\х) из А'д’, т) имеет место пред

2 и о

ставление

то с помощью неравенства Гельдера мы можем сверху оценить вели
чину М*:

= шах |я(х)|- птах О X- / 0^х<1
| /(и)</и <

ь
.г / I

-< тах I Л+ (и) <1и < I Л+ (и) = — I |®' (и)| с/и •<
о х I.՝ : 2 J

0 0 о

. 1 / I* . , . V'’’ / / ^ V'’ . 1 1д- ,УЯ
-( 1я («)1 ‘

՝ о о

Таким образом

1 „։<«' М (3)
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и чтобы завершить в) нам необходимо построить гкстремальную 
функцию 1)> Для которой неравенство (3) превращается ь
равенство.

Легко проверить, что функция

[ 0<х<//2
р0(х)=

принадлежит классу А (д', 7) и, кроме того

„ / _ 1 /1/« I'«'Цт)՜՜2' 1 ՛

т. е. является экстремальной.
с) В силу части а), часть с) будет доказана, если в требуемых 

доказательства неравенствах множество А (д', 7) заменить множеством 
А° (ч'< т)- Сначала докажем 2-е неравенство, т. е. случай, когда 
р'-^д'. Пусть 8^А°(д՛, I) фиксирована и точка с£ (О, I) выбрана 
таким образом, что монотонно возрастает на (0, с) и монотонно 
убывает на (с, I). Не нарушая общности считаем, что с < 7/2, так 
как в противном случае рассмотрим функцию §(1— х).

Определим числа 7_ и 7_ равенствами
с I

1+ = Ц(Л+(и ))"'</«, 7_= [(Л՜ («))•'Л

О с
и положим

. Н^'х1'*, 0<х<7/2
• 17-** (/—։ х)։/*, //2<х</.

Заметим, что § не обязана быть непрерывной. Применяя неравен' 
ство Гельдера мы можем поточечно оценить ё(х) на сегменте [0, с]:

<7’+’’х։/?=2(х) (0<х<с).

Ввиду условия а (х) £ А.° (д', 7), для любого х£ [0, 7/2] имеем

8 (х) < 8 (с) < 7^' с’/? < 7+’'х1'’, 0 < х С 7/2.

А это означает, что £(х)<#(х) для любого х£[0, 7/2].
Аналогично, рассматривая функцию ՝§(1 — х) и учитывая равен

ство §' (I — х) = /1 (I — г), 0<х<7/2, получаем
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Поэтому
g(x) <7-’՜ (/֊х)м <g(x), //2<х</.

Итак, g(x) Cg(x) Аля любого х£[0, /] и мы може .։ cvpxy оценить 
14>:

I I /;7
I<= f(g(x))'’,rfx4 Г ^x})p dx=. Г^^'^х-г

0 О о

//2

dx= —ч— 4- >'«՛) ( .1-\Р
р + <1' X 2 /

Но сумма -{Р19 4֊ -,р ч (р' < д') при условии 1+ 4 1_ = “ принимает? 
свое максимальное значение тогда, когда 7к = Т_ = Т/2-

В самом деле, если

£ (7+, 7_) = 4 7<՛»՛ - л7+ - лТ_ - / 7

— функция Лагранжа, то из необходимых условий экстремума 

заключаем, что 7_~ 7 ~7/2- Нетрудно проверить, что точка (7 2, 
7 2)> при условии р' < д', является точкой максимума для суммы 
Т+ 4 7£ /9’. Следовательно

/ _<? /_1 х"’ *'9 /_1 \₽/’'+1,,, „+1 _ / 1 V'' ’ 
р'4дЫ 4 2/ ~\~2/ ''

X 9 / \р * .(Р'ч՛ »/''/у՛-|-1 д /1 у' I՛'ч' у' •> -
р' + д\ 2 / ‘ р'-^-Ч\ 2 /

д J/'՛

Для того, чтобы доказать второе неравенство части с) (случай, 
когда р' > д'), рассмотрим функцию

„««• не 1 ^9 при 0 < х <:12я

1 „У 19 1У9
2 '

при Z/2’< X < 1-1 2я

7M'(Z-X)4 при 1 —12“ < х</.

Если g^.A°(q/i ~),то для любого [0, l/2Q]

о о о
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т. е.
Я(х)<а*(х), 0<х<//2’.

Аналогичным образом, для любого х£ [О, I 2’]

I

О
т. е.

(х)| < 71՛’՜ (/ - х)։/’ = (х), X е ( / (1- ֊), I

В силу части в)

Таким образом, ^(х) < §* (х) (О-С.г֊</) и мы можем оценить ||#59, 
через норму функции £*;

1124 Ц2
ё1рр. = 2 I 1՛ Чр'"1'хр",^х+ 1՝ 1Р'՝^х =

0 ՝Г.2Ч

1 V (л Р՛ ՝2? ( <7)Г

Значит

Ы, ։/«' ,։/?+։/р'

Этим доказательство леммы завершено, поскольку последнее неравенство 
верно для любого ё£ А°(д', у). В заключение отметим, что функции, по
строенные в части с) не являются экстремальными в том смысле, что они 
не принадлежат классу А (д', у).

Легко заметить, что лемма 1 остается в силе и в том случае, когда 
рассматриваемые в ней функции определены не на [0, /], а на произволь
ном сегменте [а, &]. Поэтому мы можем сформулировать утверждение с) 
леммы в следующем виде.
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Следствие 2. Пусть f > Q — произвольное число, 1< д'<^оо, 
q — число, сопряженное с q' и

6
A (q't f, а, 6) - | g '■ g € (“- b), j Ig' (u)]*' du < 7, g (a) = g (6) =o|.

u
Тогда 

b
sup [ !g(xV'rfx<( ly -^֊■ip"q' (6-a)'7’*1 (4)

gzA ь "• *) J \ 2 / p r qa
для любого 1 •C p' -C q' и 

ь
sup (*te(x)|p'rfx<7 1У71-■֊ -^-\fl4\b-a)p'“'^ 

«.»)J 15 \2/ \ 2q՜1 p' + qГ
u

zr (5)
для любого q Р \

Перейдем к оценке, а в некоторых случаях нахождению наилучще- 
го приближения классов (1 С р < <х>) подпространством кусочно 
постоянных. Пусть Д:0 = х0<С х,< •*։<? ' <СХ\ j < xh~՝l~ произволь. 
ное разбиение отрезка [0, 1], Д^х, — х| _ъ (/=1,2,-■ •, N), Д=тах Д6 

килт 
а 5° =5°(Л)—пространство кусочно-постоянных относительно этого 
разбиения:

5° = (s (х): s (х) = const на (xf|, х։)/=1, 2, •••, N\.

Известно (см., например, [3], §3.5), что для любых р, д£[1, »]

Е (W՝P, S°)q = sup • : g e IF*. (S«)o|, (6)

где I/р + I/р' = 1, 1/q 4֊ 1/q' = 1, а

IFj-(S0)0=^:ge IFi'. ?(x/) =0, z = 0, I,---, N[.

Теорема 3. Допустим, что p, q£ [1, oo), a p' и q՛ числа, 
сопряженные с p и q соответственно. Тогда

а) Для любого 1 < р < и q — со

E(W}, 5о)я = ±д։/<

в) Если р — 1, 1<9<со, то

E(W\, Sc)1 = ^6i՛4.

с) Если q= 1, 1<р<оо, то

В частности, если Д* — равноме рное разбиение, т. е. узлы 
разбиения Д*определяются формулой х?‘ = г/М = 0, 1,- • М то 



О приближении функций 22?

где •5л’—пространство кусочно-постоянных относительно этого 
разбиения.

с!) Если 1<^д<^оо, а р ֊С 4՛ т0

~ УР'д1'"'+։ ’< Е (<
2 ՝ р +1/ 
„ 1 /, 1 р' Ч1'^'т։/р'+। у

4 •

е) Если 1 <С 00 и р^> д, то 
1 / 1 _____ .1 _... 1/1 \։/р'_

2 X р' 4-17 ՝ 1 7
а в случае равномерного разбиения

р<
2 ՝р'+д‘

/V ՝ ' " ■ 2 \р'-\-д)

[) Если р= ■х՝, 1 < д со, то 
1 ֊1

֊-2Д?<£(П. •*%<֊֊ ֊А- 
4 "1 2 д + ]

пр' ]
77

В частности, когда Д=Д*—равнолгерное разбиение, то

4-֊7<£<^. Л?՛. д 1
1 + <72/7

Замечание. Разумеется, что в случае равномерного разбиения 
пункты а), Ь), с) не перестают быть верными, если в этих пунктах 
Л заменить числом 1/Л/. Если Е ( И^р, 5°)? рассматривать как функции» 
от переменных р и д, то результаты, приведенные в теореме, удобно 
написать в виде квадратной таблицы с вершинами (1, 1), (1, со), 
(со, оо), (со, 1), по горизонтали которого меняется р, а по вертика
ли— д. Например, в случае равномерного разбиения Д* таблица при
нимает вид:

В монографии [4) (гл. 6) показано, что в треугольнике с верши
нами (1, 1), (1, оо), (оо, оо) (случай, когда 1 + р < д оо) для про
извольного разбиения Д имеет место оценка

причем точность установлена лишь в случае р — ос, д — оо. Когда 
Д = Л*—разбиение равномерное, 77 = 2 п— число четное, в [5] через 
нормы сплайнов Эйлера сверху оценены величины Е (5°п )9 и 
£(^,5^),,. В частности доказано, что

4п 2Л' 8п 4 ?/
Е^\, 4- = Л-

4 и 2 Л
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E(W\,£n)t '֊ = — 
4п 2N

Из теоремы видно, что приведенные выше опенки сверху на самом 
деле являются точными.

Доказательство теоремы 3. а) Сначала предположим, что 
р = 1, g=oo(p,= oo, q'- 1). В силу (6)

Е (IF}, 5°)ю = sup : g £ IF}, g (xi) = 0, i — 0, 1, • • •, N}. 

Зафиксируем функцию gf Wl (5")o И положим 
max (x)| = jgk.

Существует точка с£10, 1] (предположим из интервала (х£_։, х^) та
кая, что М— |£0 (с)|. Ввиду того, что Я (х/֊1) — ^ (х4) = 0 заключаем

Поэтому

g'(«) da

а, значит, |Л> <1/2 (яб (5®))в).
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Функция
(1'х,)х, если 0 < х<х,/2

(1 г,) (1-х), если х,/2-.<х<Х|

если х, < х < 1

принадлежит множеству и^5(5")о1 « кроме того

Следовательно, £( и?}, 5°)х = 1/2.
Пусть теперь 1<^р < °о, ч = оо (1 < р'< °о, <7 = 1) я 8^. (до

определим числа 7, равенствами

х,= |\'(«)!</«, 1=1, 2,---։ м

■*։-։
л՛

Тогда из условия < 1 имеем V ^1, а из ортогональности функ- 
1-1

•ции %' к подпространству 5° следует, что 

1 р/ у
/ц+I |^՛ («)1 <^и=~ ’ /=1, 2,•••, /V,

*<-։ 4-1

где Л/ — положительная часть сужения функции на отрезке [х։_р х/ 
Поскольку на каждом сегменте [х^,, х։]

Т? И՜ 7? Н------- Н7^у-С1» ибо 7/ -С 1 и р' > 1. Следовательно
/—«1

£(^,50),= зир Ир,<АД1/р'
#€17} ($•), 2

(1<р -<оо).
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Чтобы построить экстремальную функцию, для которой последнее не
равенство превращается в равенство, выберем индекс /, при котором. Д. = 
= X]—и для достаточно малых е > 0 положим

(1/2 в) (х —х;_։), если ху_։<х«.хл_։.4 а
1/2, если х, , г а х < х, -■ а

а (х) = ■ 7 1
* (1/2е) (ху — х), если ху — в^х<ху.

О, если х£ [х/-։, х/].
Нетрудно убедиться в том, что (х) £ (5°)« для любого в>0 и

Нт|^=( | =У^։<

х)-1 '

Этим часть а) теоремы 3 доказана.
в) Если /?=1, 1<С7<^°’ и 86 №՝ч (£"), (!/<?' 4 1 я — 1), то оп

ределим числа у, следующим образом: "

7։ = 1՜ 'г'(и)|’' Л, /=1,2,..., М

х1-1
Ясно, что 2 7, ֊< 1. Чтобы сверху оценить тах|#(х)| на каждом про
межутке [Х|_։, х,] применим неравенство Гельдера:

гаах |£(х)|<-^-1У’'Д}/7,

а значит, Ыоо < (1/2) д1,? ’ ибо 7/-С 1 для любого /.
Функция

О, в остальных случаях
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{/ — индекс, при котором ху — ху_։ = Д) принадлежит классу (5°)0 
и, кроме того

м_=?(ху_։+4)=4"’-

Следовательно

Е (1Я, 5°)» = ֊֊ Д1/? (1 < ч < ос),

и часть в) доказана.

с) Пусть теперь д = 1 (д' = •»), 1 < оо и №‘а (5°)0, т. е.
< 1 и Я(х() = 0, 1 = 0. !.•••> М.

Рассмотрим функцию

х — х։_г если х4_։ С х < х,_ 1 + Д,/2 
х, — х, если х£_, + Д£/2 х < х.

и покажем, что |#(х)|<£(х) на любом сегменте [х£_։, х4], /=0,1,--- 
• • •, /V. В самом деле, если х £ [х£_։, х4-1 + ^</2]. то

?'(и) 4и <1и < х — х, #(*)•

Если же х£_։ < / < Д£/2 + х£_։, то

Положив х = х<_1+х։ —< будем иметь х^[х£_։ + Д£/2, х£] и

£ (хХх, —х=#(х), х£-1 + Д,/2 < х < хг

Таким обрааом, ^(х)К^(х) (0<х<1), а значит, Н«'Для 
любого р՛ ^[1, со]. Поскольку (5°)0, то на основании (6) мо
жем утверждать

т, £(К-5°)։=1Йр'-
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Поэтому

Е(^р, 5°).=
Р'+Л',р' р - 

д.

Когда же разбиение Д = Д* равномерное, то Д/=1/Л/ для любого 
1 = 1, 2, --, и

£|ЛЛ|'4(^Г 1
ТУ

Часть с) доказана.
Пусть теперь 1<^р, ч<^аз и Определим числа 7,

равенствами
*1

7,= ^'(«'1’ ^и> ։ = 1» 2. М.

г1-1

Ясно, что 7/-<1.Так как g^ №'д՛ (5°)о> то сужение функции g на 
сегмент [х։_։, хД (1 <- г<- ТУ) является функцией из класса А (д', -ц, 
х1—1> (см> следствие 2) и мы можем воспользоваться неравенства
ми (4) и (5).

с!) Если р<.Я (р ^>я')1 ТО в силу (5)

[/|я(х)|р'Лс<(֊-У г = 1,2,---. ТУ.
J \2/ \ 2 р+д/

*1-1
Просуммировав последнее неравенство по I, получаем 

1 х,Г , лг г1 
1< = !?(х)|₽</х=^ |г(х)|'</х<

V I =1 ֊о х1-։

Но ^7^'/?’՝С1, поскольку У, 7։1 и р'~>д՛. Поэтому, в силу (.6)

E(W1P, 5°),= 7Р ЫО'<

֊-Т” ^1/₽'+1/’(1<Р<д<«’)-
2 \ 2 р +я/

Чтобы получить оценку снизу, положим

8о (х) =

Д -1/’ (х — ху_։), если ху-1 < х < х']_г 4֊ Д/2 

д֊1/в,(ху —х), если ху_։+Д/2 <х<ху

О’, если х£ [ху_։, хД, 
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где индекс у выбран из условия х]— х].\ ~ Непосредственной про 
веркой легко убедиться в том, что #0 (■*■)€ ^ч' (5°)о« С другой стороны

а значит
£(И- 5°)?>ЫР< = 4 

Л

е) Если р ^><7 (р'4^ д'), то на каждом сегменте [х,_։, х^, ։ —1, 2, • • •, 
/V мы можем воспользоваться оценкой (4), которая при указан

ных выше обозначениях запишется в следующем виде:

3 \ 2 / р +<7
*1—1

Суммируя по ։, получаем

с 1—1 V
" X/ _ 1

1 У ? V -Л'9' Д1+Р'/9'*(2) 11 ' •

Поскольку 0<^р7?7•С!» то в силу неравенства Йенсена (см. [1],. 
с. 62)

Л' \Р'/в' «И-Р'/А'

' Л՛ =
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Этим правые части неравенств пункта е) доказаны, ибо в случае равномер* 
ното разбиения Д = 1/Л.

Чтобы получить оценки снизу, рассмотрим функцию ё, определенную 
в е). Тогда

т. е. g £ Wq՛ (5°)о- С другой стороны

откуда видно, что
. 1/1 \1Ф' / л' , ,\Ур'

2 \р -|-1 / \i=l /

Когде Д— равномерное разбиение, то bt = ].IN, z = l, 2,---, N и сум
ма, стоящая в последнем неравенстве, равна 1/N.

0 Допустим, что р = по (р' = 1) и 1<д<.ос. Тогда для любой 
функции #(: W'q՛ (5°)0, в силу е)

kill= Mo- 1*т (—-—= —— —-— >
т. е.

E{W\, 5»),= sup 
gtw\՛ ($•),

J 9
2/V 1 + g

С другой стороны, для функции ё (которая принадлежит классам 
^'(5°)0 ири любом д'), рассмотренной в пункте с) теоремы 3, 
имеем, что

E{W\. Я>)ч > Й, = =
p'-l

В частности, при равномерном разбиении Д = Д*

Итак, оба неравенства пункта f) установлены. В наших расжуждениях 
мы существенно воспользовались тем, что |g|p>—’Й։ при Р ՜*՜ 1 АЛЯ про
извольной непрерывной функции g. Докажам этот факт.

Пусть р'П — произвольная сходящаяся к 1 последовательность и

g„М = к(*)1 Р'> п=1, 2, З, --.

Тогда gn (х)-» |g (х)| для любого х и по теореме Лебега об ограничен- 
1НОЙ сходимости
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Следовательно

g„(x)dx =
1

I glx)\dx.
О

о
---Ы1-

Таким образом, для любой последовательности р'п, которая
р„

сходится к единице, что и требовалось доказать.
Доказательство теоремы 3 завершено.
3°. Двумерный случай. Пусть т, п—натуральные числа,

— одномерные равномерные

i
п

разбиения, Д = Д։ X Д։, Д;, j = -----  ,
I п

п; j =1, 2,- • ■, т) и — пространство

кусочно-постоянных относительно разбиения Д квадрата I, т. е.

50 — |s(x, y):s(x, у) — const на Ду|.
Через So и 5о обозначим пространства кусочпо-постоянпых функций 
одной переменной относительно Д։ и Д։ соответственно.

Рассмотрим класс 1Рр'։, определенный во введении и найдем наи
лучшее приближение этого класса пространством кусочно-постоянных 
в метрике Как в одномерном случае, здесь мы тоже воспользуем
ся общими соотношениями двойственности для двух переменных, при
веденными в [6]. В нашем частном случае там (с. 41) установлено, что

E(W}P’\ 50)ю= sup 1ЫР'+к(-, 4-|?(1,.)!₽•}, (7)

где
М’ ՛ (50)о = 6 £.՛'1: Ь°' < 1> g(h "֊LSo. g (х. 0) =

= g(0, у)=0, g(x, 1)€^'(5вх)о, g(l,g)6 1?№7>о1.

(So )0= {g££՛(0, 1): Jg'il, 1, g(i/n) — Q, 0<г<п|,

.< 1, 0
“ g 'JJJ_So означает, что j I g^’(u, v) dudv = 0,

*1'
։' — 1. 2, • • •. n; j = 1, 2, • • •, m.

От стим, что из определения множества L}՝1 и из условий g (0, у)=- 
о ' х, 0) 0 следует, что каждая функция g£W'l’> (So)o допускает

представление
х у

g(v. у)= | |g(’-i)(u> v)dudVi (ж>

(I (I
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Теорема 4. Для любого р£[1, оо]

е^\ И“' + 1^)”՜ + (8>I \ п / 2\7п/ 2 \ тп /
где р՛— число, сопряженное с р.

Доказательство. Пусть функция % С №'!՛' (50)0 фиксирована. 
Поскольку §(х, 1)£ 1^1(55)0, а #(1, у) £ №՛ (5о)о, то в силу пункта 
а) теоремы 3

1/1 Х'Чр' 1/1 \Ир'ИМИ֊1 ,к(1. •^֊<֊(֊ • (9)
д у л / л \ т /

Докажем, что

Ы,<-| /т + л -
\ 7ЛЛ

Определим Функции А/֊г (и, о) и числа (/=1, 2,- 
следующим образом:

У =!>• •> т)

л 1и> „) = ) й(1,1)(и> г»), если (и, г>К Д//
1‘ 1 1 0, если (и, и) £ Ду,

Тг/— I ^А/у (и, и)| бийо.

ЛИ 4у
Очевидно, что У, Ту < 1 (здесь и в дальнейшем вместо суммы 

О л т
2 £ напишем у) и 
г-1 ;-1 I,

?(1‘ ։)<и, V)— у Ау (и, и), (и, о)^1. 
и

Если

(1л</ + Лу ).А</ (и, «) = -֊- (|Аг/ — А//)

соответственно положительная и отрицательная части функции 
Ау(ц, и), то

‘Ч/

и, V,\dudv — <^и<1'и= | I Си, о) бисРи = 0,

Из последних равенств имеем, что

4О

1и

2
4и

для любых г=1, 2Л- --Л а; у — 1, 2,- т.

4 И
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Положим

Е,)= г-1
тп

. 1
п п • 1 X т

т).
о и

Нетрудно видеть, что Ни (х, у) О вне множества Е, а во всех точ 
ках (х, у) множества Е

Аг/ («. V/ с/ис/и—
2

(х, у)£Е.Нц(х, у)֊<

Таким образом

а из (7) и (9) следует, что

14 < 7

т. е. левая часть (8) не больше его правой части.
Чтобы доказать обратное неравенство для достаточно малых е > О 

рассмотрим функцию

А, (и, о) —

1/2б։, если 0< л в։ 0< у < е 
— 1/2 г3, если 1/л — е < х-< 1/п, 

1/т — е<у<1/ш,
О, в остальных случаях
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И ПОЛОЖИМ
.Г У.

д, (х, у) = | Л. (и, и) <1и<1и.

о о
Ясно, что £ И5'!’ 1 (50)0 при всех достаточно малых в>0. Так как

.?.(*• 1) =

х/2в, если 0Հ*Հ։
1/2, если в .Հ. х •< 1/и — в
( 1 /2 е) (1/и — х), если 1/и —в <, х С 1/и

если 1/п С х Հ. 1,

то легко проверить, что
1/1 \ЧР՛

• -« 2 \ п /

Аналогично

1/1 \ЧР՛ limj?։(l, -)J =֊-/—) • 

• 2 \ т /
Непосредственной проверкой можно убдеиться в том, что

п — 1
тп

Таким образом, для любого 6 > 0 можно указать е > О такое, что

+ +k(i. ֊V >
I(1 /"Հ1 ք-Լ\’/Քև J-(m 1 ÿ"' 
2 \ л / 2 ՝ m / 2 \ тп ՛

Но g, 1х, у) (լ W}'՝ (5ц),,, поэтому

Е(^р ’ 5о)в>֊(֊Г 1 , m -1- п — 1
2 \ тп /

Комбинируя последнее неравенство с (10), получаем (8). Теорема 4 дока
зана.

В заключение отметим, что утверждение теоремы 4 в случае р = оо 
(р՜ =1) ранее было получено автором в работе [6].
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A. M. AVAKIAN. On the best approximation of functions wttsh bounded first 
derivative by piecewise constants in one and two dimensions (summary)

In the paper exact error bounds are obtained in arbitrary Lq spaces, when 
Sobolev classes are approximited by piecewise constants. Some exact estimates are 
generalized for functions of two variables.
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