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1. Целью настоящей работы является доказательство единственности! 
решения задачи Коши для эллиптического оператора с вырождающимся 
символом. Вырождение описывается с помощью функции >• £ С (/?") 
такой, что 0 < (х) < 1/2. Обозначим Л’Д= (х £ R՞ |/ (х) Ф 0|, дГ = 
= |хр(х)=0|. Предполагается, что для каждого а существует кон
станта С« такая, что

|£П(х1 < С. А/'*'' '(х) (|/ (х)|+ г'•(*);), при х^ЛЛ (1> 

где /С(х)=(р.(х)| 4-|?'֊(х)|),'р.(х)|, а также для некоторого положи
тельного е < 1/2

А/(х) < С, |>- (х)Г', при х£#2Г. (2)ь

Рассмотрим оператор (££./=[—Т, Т՝], Т/Х))

Р(*,х,А, ЯХ) = О7 + 2 ал,(/,х)/>!£>{, (ЗУ
• >+/«1 < т< !<">

где как обычно О] — — хд— хд/дх/, = — Ю/ ——хд}д1.
Пусть М и Л—положительные постоянные. Обозначим через Д, (/V) 

множество |(х, 5) £ Я2՞ Р՝а (х) ЛГ21п։ где
<5>’== е’ + |5|։.

Рассмотрим |т/(#, х, —множество нулей полного символа 
оператора Р, то есть корней уравнения

т* + 2 аЛа(/, х)-4;* = 0. (4)
7+ |>| т. ]<т

Предположим, что функции ~х ({, х, ;) (/ = !,•••, т} удовлетво 
ряют следующим основным условиям:

(а) существуют М, IV и положительная постоянная а такие, что 
для всех I при (х, ;) ^2? (IV), выполнено неравенство

|1т т/(/, х, 5)| > (х)| < ? >. (6)
(в) для всех /, I, для любых а, £, к с некоторыми постоянными 

С*, <։. £
|т/(*, х, «) — ■։;(<, х, ?)| >8։р-(х)|<5>, 1=Ь]Г (б>

^О1П^ха, X. Е)|<Сл>.>|։р.(х)|<5>։-1։|/:|е|(х} (7)

при всех (х, 5) £ (/V), / ], а при |Р| =0, /а| =1 — для всех (х,;) £ ZxR՚l-
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(с) существуют а/։ 0Z, (/ = !,•••, т', где т' •< т) такие, что 
ßz — к — е։> 0, [а/։ 0,] Л ]։*, 0*]= 0 ПРИ / =г= &> и для любого 
т, (/=!,-••, т) найдется i такой, что arg ~z (f, л-, ։)(• [ар ßj при всех 
(х, l)^Zr{N),t^J.

Из предположений (а» — (с) следует, что при всех t £ J, x^NZ, 
|jc| < 1, и всех /, «, W^O, выполнены неравенства (см. [1]):

|£>? aj..(t, x)| < C*. з Mx)|W U) I in >’ (x)|m՜7՜’*', (8)

и x)=0 при x^Z, К ¥= 0. Обозначим R"^ — {(t, x)|t>0I.Mu 
докажем следующую основную теорему.

Теорема. Существует открытая открестность U' начала 
координат в R՞՝1 такая, что если C“ (U), supp ис/?++1, удов
летворяет уравнению Ри = 0 в U, тР и = 0 в U'c.U.

Для оператора (3) в случае, когда в правой части (8) отсутст
вует |1п >•* (х)| теорема единственности анонсирована в работе [2], а 
случай вырождения по временной переменной рассмотрен в работе [3].

2. Как обычно, осуществив преобразование Хольмгрена s=/-f-|x|։, 
у = х, получаем уравнение для новой неизвестной функции v (s, у) 
suppv<=|s>0, |у|։ <s), причем, как нетрудно убедиться, ;преобразо- 
ванный оператор удовлетворяет тем же условиям, что и первоначаль
ный оператор Р. Поэтому можно с самого начала считать, что 
suppuc(f>0, |х|։</|.

Пусть / компакт в R՝, t£J, и пусть 5՞ г—обычные классы сим
волов.

Определение, (см. [1]). Пусть mt, m։, т3—действительные 
числа. Через Sp, s (m1։ mJt m3) обозначим пространство всех функций 

-а (6 х, Ъ) f; С” [J X RxX R") таких, что для некоторых р1։ 8,, т

а^СГ(Л S“։,(#X/??)) (9)

и для каждого k, л, 0 существуют положительные постоянные Ck,«, р 
такие, что для всех t £ J, (х, Е) £ Ze (N) верно неравенство

\DfDW?xa(f, х, E)|<Ct.«.ß<S>'ni-₽1*1 + ։i|i||)i(x)lB'։№։։+,f'1 (х). (10)

Пусть теперь х(г)—функция из С" (/?') такая, что 0 ^x(z)<l, 
•х (z) = 1 при |z 8 Г/lO и х(г) = 0 при |г| >■ 9 Т, 10. -

Выберем постоянные dlt cz (cz > 0), /=!,•••, т такие, что </։
< dm, следующим образом. Если argtz£ [az, 0J, то и dt С- 

€[а<» 0/1 > и если arg tz и arg т, попадают в один и тот же сегмент 
[аР 0/]» то d, = dj, причем с/<^с/ при |'Z'<|-J. Отметим, что в силу 
(а)—(с) такой выбор возможен.

Построим функции
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+ ֊-1а, х, 5)

Ясно, что А(х, 5), х, Е)£5{1, 1, 0). Пусть И (х, Ох)—диа
гональный матричный ПДО с элементами Нц = Ъц А (х, Ох), г, ]= 
= т, а //* (х, Ох) — его параметрикс. Если вектор (п, Р/и,-• 
Рт-1и) обозначить через I/, а вектор Н(х, ОХ)И через И1։ то урав
нение Ри = 0 можно переписать в виде системы

Р, V. + А а, х, Ох) И։ + /?£/= 0, (11)

где $“’), а Л (Л х, 1)^5 |1, 1, 0].
Составим по системе {<?*(*> х> 9/Л (х> 01՞ матрицу Вандермонда 

М*(Лх, 0» и пусть х, Ох) — параметрикс для М* Ц, х, Рх)(см. 
[1]), тогда вектор 1И = Л/(^, х, Рх) Р։ будет решением системы 
£1Г4- Я։{/ = 0, где Ь № = Р/ В74֊ О(#, х, Ох) № + В({, х, Ох) ^/при
чем Р(/, х, Ох) — оператор с диагональным символом с элементами 
?։>•••« <рт, а Я(1, х, Ох) £ С" (/; ’Г՜՜"). Относительно оператора 
В(1, х, Их) можно сказать, что В(/, х, 5) £ 5 [0, 0, 0} и при всех 
(х, 5)^Дг(2Л/), ДЛЯ произвольных к, &, р

|Р? Р?Р^ В и, X, 5)1 < Ск., < 5 >-|։| + 1311п <5 >. (12)

3. Как обычно, в доказательстве теоремы используется следующее не
равенство карлемановского типа (см. [4]):

Р ^уе₽(Г-°։|И|’</хЛ<С |,р₽(Г-')։|ОИ)։</хЛ, (13)

здесь р — некоторое достаточно большое положительное число,

С — + ։Р(6 х, Вх) + 1В1 (£, х, Рх),
(л

в. и,х, ^ = (1—4֊—֊У}В(1,х,^ 1/(х) = х(0^.
\ \/V21п։ < 5 >//

Отметим, что V имеет компактный носитель, лежащий в R" X [0, Г], 
а СИ—компактный носитель, лежащий в X [ЗГ/10, Г].

Осуществим замену V (։, х) = Ио (Л х) ехр (—р(Г—^։)/2. Тогда 
(13) перейдет в

Р + р(7’-ОК+гРИо + гВ1 Ио 2<1х<Н. (14)

Разложим операторы в правой части (14) в “сумму их самосопряжен
ных и косопряженных частей: г’Р = Р+ 4֊ Р՜, г'5 = В+ -р В~. Интегри
руя по частям, учитывая то, что Ио(/, х)—функция с компактным по 
х носителем, получаем

И
^0 х * 1’
— + р (Т ֊ о Ио+ Р+ Ио+ р- Ио+ 5+ и0+ В- Ио | йй = 

7—163
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<?1/0 ’
֊5^+ £)- Ио+5" ио </хЛ 4֊ 
(Н

2

+ В+ Ио </й/х + 2 Ие
о

+ В+,р-+В-] Ио, Ио) Л, (15)
) / о

где (, )0 — скалярное произведение в Ц (/?").
Для доказательства К14) теперь уже достаточно показать, что с неко

торой постоянной х > 1 выполняется неравенство
т

-х|’({֊֊(Р+ + В+) + [^+В4, £Г + В-]} и0> И0)оЛ< 

о 
г г

<У|(֊ + + И0'2Л+ ^|(р(Г-6 + Д+ + В+) +

о о
г

4-^]՝1Иорл. (16)

и

Докажем (16). Обозначим через Д оператор---- — (// г В*՜) 4՜ [О “ 4՜
д{

4֊ В4՜, £>՜ 4֊ В՜], тогда о (Д) (; 5{1, 1, 0). С другой стороны, соглас
но свойствам символов операторов 5, и О при (х, ;) £ ДД/У), 7 6 У 
имеем Вз (/, х, 5) = 0, а при (х, с) £ 'Ае (ТУ) с некоторой постоянной С։

|Д(*, х, ։)|<.с,р.(х)|<;>. (17)

По предположению (5) с некоторой постоянной ^1 > 0 имеем

|Р+(6 х, 5)|>г,р.(х)|<5> при (х, Е)€Д(ТУ), '€У- (18)

Обычным образом с помощью символического исчисления ПДО (см., на
пример, доказательство леммы 6.2, [5]) показывается, что существуют 
постоянная Сг > 0 и ПДО Т такие, что

С’2ОН (7, х, Вх) £Г (Л х, £>Д - В\ ((, х, Ох) В2 (#, х, £>х) -

- ТЦ, X, Ох) Г(/, X, Дх)(С’ (У; Ф-’ (7?՞)). (19)

Поэтому с R6 С* (У; ЧТ՜’ (/?")) имеем ||В։ < СЗ |]£>+ Ио^։ 4-ЦЯ '/0|2-
Итак 

г г г
У (Вз Уо, Ио)о Л < Сз У р+ ио1|в Ио| Л 4- Сз I Ио|’ <н < 

о о -о
т Т

< Сз Г р+ у0 4- в+ у0 4- р (т-0 иовдИо| л+с,удв+ и0||и0|л + 

о О
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т т
+ (?т+с>) (* |ИоРл<֊֊[р+ >%+ 5-И0 + р(Г֊ОИ0рл +

6 о т

+ /7’ + ^*\ (20)
\ Р ' 3 

о

н и для завершения доказательства (14) достаточно взять Т и С*/ р доста- 
т точно малыми. Итак, (13) доказано.

4. Пусть <2 — матричный ПДО, являющийся решением следующей 
а задачи

С/ + (/В + /В) (2-0(/2> 4֊ /В։) 4֊ ЦВ - В։) £ СТ {]-, Ф՜“), (21)

<2|/-о = 0. (22)

>, Докажем, что такой (2 существует. Ддя этого заметим, в первую 
> очередь, что (2(1, х, Е) = 0 при (х, Е) £Д,(2 2У). Поэтому, если мы 
։ перепишем (21), (22) в виде

С/ + 7? (0 <2 + (У) + /?о 6 СТ (Ф~), (23)
С|/-о = 0, (24)

то R (У), В։ (У), Во (У) удовлетворяют условиям следующего предло-
I жения.

Предложение 1. Пусть R (У), 2?! (У), Ео (У) — матричные ПДО
> с символами г (У, х, Е), гу (У, х, 5), г0(/, х, Е) соответственно. Пред

положим, что с некоторыми постоянными р, К, т, р, 8 (0<6<р <Д), 
для любых «, Р с некоторыми положительными постоянными Ся,р, 
Со, при всех У £ [0, 74, х £ R11, Е £ R*, выполнены нера
венства

|В?В₽г(У,'х,01+Р?В₽г1(У,х,ЕЖС..(։<Е>-р|։|+։’Р|г (1, Е), (25)
Р? В’ г0 (/, х, Е)| < С.. ₽ < Е >₽р ՛“’+ ։ 1Р18 (У, Е), (26)
т
|«(Ъ 5)Л<ЛПп<Е>, г(У, Е)<СО<Е>'П. (27)

О
Тогда существует решение С2 (?) задачи (23), (24) с символом 

7 (У, х, Е), удовлетворяющим при всех У^ [0, Т'], х^Кп, Е £ R" 
Е Л/, неравенствам

|Р“^д(У, х, Е)|< Св',?<Е>АГ+р-0|։1 + 8|?|(1п<Е»|։+в! (28)

и, следовательно, принадлежащим классу Сг ([0, Т]: Г) (Р»
0<«<1

7՞]; А 5Р,։Р т+։). Это решение единственно по шос1С«[0, Г], 5՜”). 
0<а<1

Покажем, далее, что у операторов /+ (2 (У) существует парамет- 
рикс. Действительно, таковым, как следует из предложения 1, будет 
оператср 7+С#(У), где С* (У) есть решение задачи

(27 4- аи+/р,) (2* ֊ с* (/и+/в) -г /(в, - в) е ст (фг), (29)

С?*՛,-о = о. (30)



208 А. А. Галстян. К. А. Ягджян

Перейдем к завершению доказательства теоремы. Пусть <2* (/) — ре
шение (29), (30). Расмотрим функцию И(/) = /.(0((т<2" (0) гДе 
V = МНи. Тогда

си= (/ + <2'; (0) / (0 Ъ и, (31)

где /?։СС“(/; ’Г՜"). Применим к И(0 неравенство (13)
т г.

р С е'(Г-'»’|И(п|2л<С [ер(Г_<?М0(/ + 3*(0) ичо|о^ + 

о «
г

+ С | ер ։Г-/)։ /»(<)1/?։ Л. (32)

о
Очевидно, что в соответствии с выбором V с некоторой постоянной 
5>0 при достаточно малом Т, имеем

Х(0։ШПЬ <С(И(/)|10. (33)
Так что 

х(<)|/?։(п£/а)|о<ср(/)|(1. (34)
Из (34) при достаточно больших р получаем

т т
Р ер(Г-'П1/(^Ж^< С (՝ер'г*',։Г//(^(/-РС*(О) 1Г(')И (35) 

о о
откуда

Т12 т
ерГ'/4 | |И(*МЗ -< СерЛ/Ю ^|(/+ (2е (0) ПЛОИ Л- (36) 

О Т.5
Из последнего неравенства, устремляя р —• со получаем И(/) = 0 в 
£։ (/?") при < Т\1, так что (7 (0 = 0 в Н.1(Кп) при тех же /.
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