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РЕГУЛЯРНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПАРАМЕТРОМ

В работе [1] М. С. Аграновича и М. И. Вишика достаточно подробно 
изучены эллиптические задачи с параметром и на этой основе параболи- 

■ческие задачи общего вида. В дальнейшем в работе [2] (см. также [3]) 
изучены полуэллиптические уравнения с параметром в /?” и В на
стоящей заметке доказываются теоремы существования и единственности, 
а также теоремы о гладкости решений для одного общего класса диффе
ренциальных уравнений, зависящих от комплексного параметра.

§ 1. Регулярные уравнения с параметром в Рп

Обозначим через R"1 т-мерное евклидово пространство, /V™—мно
жество мультииндексов, т. е. т-мерных векторов с целыми неотрица
тельными компонентами. Если 5 £ R՞', а г то положим V = $? • • ■ 

••• ;т"', О' « /??• ••£«'”, где £>; = — ] = т- Пусть А =

[а1,-.-,ал,| набор мультииндексов.
Характеристическим многогранником или многогранником Нью

тона набора А назовем наименьший выпуклый многогранник N=N (А), 
содержащий все точки набора А.

Многогранник МсР՞* с вершинами из /V“ назовем вполне пра
вильным, если а) N является полным многогранником, т. е. имеет вер
шину в начале координат R"՛ и отличные от начала координат 
вершины на каждой координатной оси R՛”; б) координаты внешних 
нормалей всех (тп — 1)-мерных некоординатных граней И положительны.

Обозначим через М<0) внутренние точки многогранника И из М” 
и положим Ы = (Ы \ №0>) П

Пусть п>-2 целое число. Рассмотрим в R' линейный дифферен- 
цальный оператор Рр., О) с постоянными действительными коэффи
циентами, зависящими от комплексного параметра к

Рр., £)) = £ в^-»£Г. (1.1)

Здесь сумма распространяется по некоторому конечному набору (Р) 
(п + 1)-мерных мультииндексов (Р) = 1(а0,а)с^+л хе(?=
= (р^С, а։ <аг£и-С°։), где в։, з։ заданные числа:—оо^а։<а։-^—со, 

С каждым оператором Р (/., О) вида (1.1) свяжем два многогран
ника: (п 1)-мерный характеристический многогранник М = М(Р)с 
с: Ря + 1 набора (Р) и л-мерный характеристический многогранник
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N = N (Р) а R՞ набора мультииндексов |а| таких, что (я0. для
хотя бы одного а0.

Предположим, что оператор Р(>-, D), определенный формулой (1.1).- 1 
является регулярным в следующем смысле: если в символе оператора 
Р(Х, D) заменить X на 5°£ А”, то существует постоянная *>0 такая, 
что для всех т) = (?о» •

|Р(т))/>хрм(т;), (1.2)1

где
N ,1

Рм«7») ---- E h I.1=:
а ei (/ =■ 1,. • /V) вершины х. м. М (Р).

Из результатов работы [4| следует, что вершины многогранника 
М имеют лишь четные координаты. Обозначим через М/ проекцию 
многогранника М на гиперплоскость а, = 0(/=0, 1, • • •, п), тогда оче 
видно, Мо = N.

Пусть Na/?՞—произвольный в. п. многогранник и t > 0. Поло
жим (см. [5]/, Nz = (/a, a£N). Очевидно, что для произвольных нату
ральных чисел /։ и /։ и j для 'любого мультииндекса 0£N/1+/* суще
ствуют мультииндексы 0' 6 N J(i = 1,2) такие, что 0 = 0' -j- 0։. Нако
нец, обозначим через //(М, О — //(М, t, Rn+') множество измеримых 
функций |и) с конечной нормой

!«.’'&= 2 №в'Р'СЛП). (1.3)

Лемма 1.1. Пусть 1^-1—натуральное число и >п > 0. Опе
ратор Р(Х, D) действует ограниченным образом из /7(М, I) в 
Н(М, / — 1). При этом существует постоянная С}>0 такая, что 
для любого p|^>\՝/֊ol и Ал.я всех и Z) справедливо нера
венство

ЦР(А, D)u, л)|м/-1 •< Cju, X|Mz. (1.4)

Доказательство. Из равенства Парсеваля и эквивалентности 
U6/V)

Рм'О-. 5) = S 1'Г N Г~ ( Е РГ |ЕГ)'= pi, (>, ;I
(«..«чез'м' («..«)е'м

следует, что норма (1.3) эквивалентна следующей норма:

ju, >|м<~|рм(1, Qu (?){£, (Я").

Отсюда, из (1.1) и из очевидных соображений имеем

JP (л. D) и, :)Р(;-, «)“(’)|2, (Я’) <

<С|?м(Х, ?) и(0^։я") < С|и, Х|мС 

Лемма 1.1 доказана.
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Теорема 1.1. Пусть оператор Р(/., О) удовлетворяет не- 
равенству (1,2). / — натуральное число, >о^О и /£Л(М, /-1). 
Тогда при 0 • / С О существует одно и только одно решение 

И и^Н(М, /) уравнения Р(г, О>и = /, при этом существует по- 
'■> стоянная С^>0 такая, что при

|и, >|м/ < СУ, >|мг-». (1.5)

Доказательство. Очевидно, единственность решения следует 
из неравенства (1.5). ^Допуская, что функция и£//(М, I) является 

>о решением уравнения Р{>, О)и=^/, докажем неравенство (1.5). При- 
м менив преобразование Фурье по х, получим

Р(К ?)и (9 =/(:).
Н Если 0 £ ф, то отсюда и из регулярности оператора Р (к, £)) имеем

и (?)== Р֊'(к, ;)/(;).

I Применив неравенство (1.2) в последнем равенстве, получим

Й)1<С'(рм(>, «))“։|/(«)1. УИЛ".

Умножая обе части полученного неравенства на 5) и интег- 
I рируя его. получим

к >€' = | ?’м'(М) !«(>-» ;)!’ 

R՞

?2М‘'֊։’(>, 5)|/(>, *)М = Су, >|м,_։<оо.

R"
что и доказывает неравенство (1.5).

Докажем теперь существование решения и<~ Н(М, I). Пусть 
/£ Л/(М. I — 1). Тогда, так как к -■£ 0, то из вышесказанного следует, что 
функция и (х) = Я՜1 (Р՜1 (к, ;) Е/} принадлежит классу //(М, I) и яв
ляется решением Р(>., /))«=/.

§ 2. Регулярные уравнения в Р.\, зависящие от параметра

Пусть К — вполне правильный характеристический многогранник 
Р". В R" . =={хСР"; хя>0) рассмотрим линейный дифференциальный 
оператор с постоянными коэффициентами, зависящий от компактного 
параметра к £ <2

Р(к, £>) = /Лт + 2 а«., «'/.*’£>*', (2.1)
(•><>. »16 к

где
л' = (“о- ■ал-0 £ П+՜1-

Обозначим через М многогранник, соответствующий оператору 
Р(к, £>). Пусть оператор (2.1) регулярен в смысле .§ 1, т- е. удов
летворяет неравенству (1.2). Из неравенства (1.2) следует, что при
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п 1 для любых фиксированных Х£Я, | =?^ О многочлен
(по *) Р(Х, V, ') не имеет действительных корней, при этом число 
корней с положительными (отрицательными) мнимыми частями -* (X, «') 
(т-()., ?')) равно т. Положим

Р1 (X, т)= П (х-т? (X, V)) = £ ар (л, Г)-.т-р.
х=1 />-(«

Р? (X, х)= 2 а? (X, -?-р, у = о, 1,- • •, т -1.
р-0

Каждому оператору (2.1) сопоставим т граничных операторов.- 
Пусть О С Р'> 1 ~ ՛ '> т> положим

В, (X, £)) = £#+ £
(’«, «■)€Л'/У

(2 т1]> если оно целое число 
ГАег) = \

| 0, если 2гиГ/ нецелое число.
Рассмотрим следующую граничную задачу

Р(), 2>)и(Х, х) =/(Х, х), х„>0, (2-2)՝
Д/0» £>)и(Х, х)|Гд_0 =<ру(Х, х'), у = 1,..., т, (2.3-

где х'^Я"՜1, /, /и)—заданные функции, а принадлеж
ность их некоторым классам объясняется ниже.

Для разрешимости задачи (2.2), (2.3) на операторы Р (л, £>), 
В) (К, £>) (у = 1,-.., т) наложим условия типа условий Шапиро—Ло- 
патинского (Ш—Л), именно буде.ч считать, что для любых фиксиро
ванных ՛>, V, |Ц + |с'1=£0 полиномы (по ') В^'г., "),•••, В.п ()., т)
линейно независимы по модулю полинома Р+ (л, ■:), т. е. если обо
значить

В/ (X, £', 6/* (V, X) •։*-։ = В/ (л, -) (тос! Р՜),
к— I

то для любых X, |Х/ 4- |$'| О

</(Х, Е')=<Ы|6У*(Х, И1¥’О.
Лемма 2.1 (см. |6]). Существуют многочлены по"Л*(Х, V, ") 

(к = 1,- • •, т) такие, что
1 г ЛИХ, г, Т) в, (•/, г, Т)

2֊։..՛ РТ(Х. 
т

ъ..,, у, к = I, • • •, т.

Пусть I—произвольное натуральное число. Будем говорить, что 
ЯЯ(М, Л R+ ). если конечна следующая норма:

(«.. ем' 1 ՛
Для любого вещественного з обозначим через Н(К, з, R'՜') множе
ство обобщенных функций и£5'(кп 1), преобразование Фурье каждой, 
из которых является измеримой функций с конечной нормой
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!'• Чк.',)= | «')|։Рк(> . 5')</;',

я"՜1
М՛. где

Рк(>, 
с»...»; ек

Лемма 2.2. Для любого ]՛, 0 у •< 2 т —1 отображение и —• 
(А Х?п (ио, (х'։ хп), и £ Со (R-) ограниченным образом распространяется 
>п по непрерывности из //(М, 1, /?") в Н (16, 1--------------- —, R \

\ 2 т 4 т /
т где через Со (Л-.) обозначено множество бесконечно дифференцируе- 
м мых в И+ функций, равных нулю вне некоторого компакта из .

Доказательство получается из доказательства леммы 2.2 работы 
] [7] для случая о = 0, РМ(5) = РМ('Л. «')•

С задачей (2.2), (2-3) свяжем оператор
Ац=|Р(Х, П)и, В^1, О) и\Хп^1,- ■ •, Вт(՝1; £>) и|.Г/1=о].

Тогда справедлива следующая

Лемма 2.3. Пусть 1 /1։=тах(1, 4------- ) целое число. Тог-
\ 4 л։/

да оператор А действует ограниченным образом из Н (М, I, Л՞) в 
/7(М, I- 1, Я՞) X П н(к., I—I]--------• R4 и имеет место нера-

/=1 \ 4 т /
венство

Г'» /1н(м. 1-1./?+') + 5211'• ^(К. I- I,- — .я’֊1)՜** /,/?£)>
/=1 V 1 4 т ’

(2-4) 
где С — не зависящее от и, /, т>р /. постоянное число.

Доказательство. Сперва покажем, что

А:/У(М, I, Я"+)-^Я(М, 1-1, Я1) X П Н(К, I - t] - — , /Г՜’'). 
\ 4 т /

Если а I, /?"), то продолжим и по Хестенсу на все прост
ранство R՞ так, чтобы продолженная функция «0£//(М, I, R") и

!'•> “Л/пм. / С1) > “Цм.л/?£)•

Тогда из результатов § 1 имеем

Р, Р 0֊, И) и0 |1Я (М>, _ I дя < С ЦХ, иЦ^ (М ,_1։ лЛ) -С 

< С|/> и0|я Ср-, яп-у
С другой стороны

Р-> Р(К ^)и1я(м,։-1, ^Р՜’ “^(м, I, я^)‘ (2.5)

Покажем, что для любого
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О}и\Хп..лн(к, *-</֊֊;- г՜’).

если и£//(М, /, /?Т)-
Если и £/7(М, I, /Л), то из леммы 2.3 следует, ч.то/??,’ и КцоС

£Н( К, I-----—------ —- • Следовательно, имеем
\ 2 т 4 т /

|Х, В1 (X, £>) п|х„—о ։ К.

։)
£>л'уты/хя=о | X +

к "(к-'֊ 4֊ Л,՛ « )

+ РГ-|х,р*'и| 0
(«., *) ек н(к,1-1. -1- ./?"֊! 

՝ у 4 т

Оценим слагаемые по отдельности. Из леммы 2.2 имеем

г - 2(/_0_т-)
I \В\'' и (X, 0)1 рк (X, V) <£' < со.

ля-1
(2.6

Для второго слагаемого получим

X |х|ч|х,о*'и; _0| г
" ц( к 1-1 - 1)

՝ I А т '

= 2 //Н-Г Г«,2’'|и0)!’РкЬ ‘ 4л,)(/, 

») ек ‘ \ 3 >
Л"՜1

Докажем неравенство (2.4). Из неравенств (2.5)—(2.7) следует, что 
лемма 2.3 будет доказана, если покажем, что при I 0

2 (/-/-֊) ~
рк П1 (X, Г)|Р2/"|И(Х, Г, 0)1’ .< с Нрк (X, г')|И(х, е, хл)|’</х„ +

о
ао

+ |р2/ти(Х,Г,хл)|’</хлк (2.8)

о
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Неравенство (2.8) при 7. = 1 доказано в работе [7], лемма 2.2. Для 
.произвольного 7. доказывается аналогичными соображениями.. Лемма 2.3 

. доказана.
Наша дальнейшая цель доказать неравенство, обратное неравенству 

-) (2.4). Отсюда в частности будет следовать существование и единственность 
'4 решения задачи (2.2), (2.3).

Для этого сперва решим задачу (2.2), (2.3) с [ = О,
Л ՛ где

«рЛн/к, Я՞՜’ т.
' \ 4 т /

После преобразования Фурье по переменной х', задача (2.2), (2.3) 
) '(при [=0) примет вид

/>(>.. V, О„) и (л, хп) =0, х„ > 0, (2.9)

Ду(/, ։/(', ?' хп ля_с— 'Ру- /='>•••, т. (2.10)

Вместе с задачей (2.9), (2.10) рассмотрим следующие задачи:

р(>, V, — и* (>, V, х1։) = 0, хП > 0, (2.11)*

В](I; -• —— и*('.хп)!л. ,и=Ч/. к, ), к ■=■!,•• т. (2.12*)
\ г бхя/ ’"

Из леммы 2.1 следует, что ограниченными решениями задач (2.11)*, 
(2.12)л (к = 1, /и) являются функции

- .. » 1 Г е1-х" Мп ('•,։', ■։) , /а ю\«*('•> < х„) = — | —֊.֊ к = 1,- • -, т, (2.13)*

т+
где 1+ — контур в верхней полуплоскости, охватывающий все корни 
многочлена />+ (>., т).

Тогда очевидно решение задачи (2.9), (2.10) задается формулой

«(>•. Хп) = £ ТуЦуОч ՝'> Хп), (2-14)
1=1

т. е. решения и։(>., хп),- хп) образуют базис в множе
стве ограниченных решений задачи (2.9), (2.10).

Теорема 2.1. Пусть выполняются условия (1.2) и (Ш-Л). Тогда 
при ненулевых и для любых функций. 1 — 1, /?+),
<р,ен(к, — Rn՜1^ , / = 1,---, m, существует одно и

.только одно решение и задачи (2.2), (2.3), принадлежащее классу 
Н(М, I, /?՞). При этом для |>֊| > р0| (10 ¥= 0 произвольное число) су
ществует постоянная С^>0, не зависящая от ՝/֊, u,/, <tJ։ j=l, —, т, 
для которой имеет место неравенство
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„<<7(4/1 т + £J'-и,|<к-1 .I*՞՜1 )•
//IM.Z, Я?) \ .)• JTl Z/KK.Z /у —•( /

(2.15).

Доказательство. Сперва покажем, что общий случай сводится 
к случаю f = 0.

Продолжим функции и, f на Rn по Хестенсу. Тогда решение уравнения՛

РО, D) и0 - fn

(где и0, fo продолжения функций и, f) в R' по результатам § 1 будет՛ 

Uo = F-։ Р E)F/0, Z tQ, / =/=0.

Так как u0£/7(M, I, Rn), то его сужение на R"> I, /? + ) и:
при |'| р- имеет место оценка

“U(M, z, я" » ։>֊’ “°'я (м, z. я”)

< ср, f^H (м z_։ л,} < Ср, fi/f (м .

Положим «=и0 + и։> где ut решение задачи
Р(>, D] «, =0, хп > 0,

В, (X, D) щ\Хя^ = Vj- ВД՛, D) zz0)|x,_t.

Пусть ?оу a Bj(>; D) uo!x„-o-
Если допустим, что уже доказана оцеака

Я" ) г^н{к.1-1/ — • я՝ ’)’

то отсюда для решения и имеем

։՛' - Ч, (м. Z. яп+) < !'•’ А (м, Z. я|) * I'-՛и'L (м. /. я;) < 

т

< С J'., /J н (м> jz., (к 4'от ՛ !Я'-։)
т

+ <7 S р֊, гоЙ// (к. [_/. - —. я’՜’)* 
J—1 ''4т >

Но так как по лемме 2.3

Л ?0'В// (к, 1-tj Я" -1) мо8/г (м. Z, я") ** С р-, /Iff (м./_1, я«) 

то теорема 2.1 доказана. Следовательно общий случай сводится к случаю 
/ = 0.

Так как решение задачи (2.9), (2.10) задается формулой (2.14), то 
решение задачи (2.2), (2.3) будет иметь вид (при /=0)

u (Z, х) = Ff ’ | Д (л, V) Uj (•>., Е', хл) . (2.16)

Оценим слагаемые в равенстве (2.16) по отдельности. Так как

к; (к, Е')\ ~ pV2՞ (X, Г), j = 1, • • •, т, уXI).
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°՜1 то из представления (2.13), следует, что для любого k; /г=1,.... 2т

J (Г֊Н
Այ (', /)' < С(ох X ехр | - С„ է (рх (', ;')) j .

О Отсюда, интегрируя по է, получим 

- */ Ր , \>։ _ 2т-~Ч,. / г ( . 2_ \։/2
। М |D* Uj (/,։ , <Срк ('•»;)( I ехр| ֊ CutfK m {՝>, ?') dtj C

~ , /■ > 4 m

Следовательно

( V /.2*v։*՜ 1՚խ7(>, 5',п։лу 2 + 

c
•* լ լ 1

+ (Jp; 2яЧ(>, r. om)’2֊<c(pk i>, г» '-։и 
о

Умножая полученное неравенство нн |Р<Р7.|’ и интегрируя по հ'ր 
t получим

К РГ I?, «у(Л> ’ > ^)ւՏ/Հ( м z< Rn j 'fjl/j I K, J?՞-1) ’

что и доказывает неравенство (2.15).
Для доказательства существования решения задачи (2.2), (2.3) надо 

положить

и=Р0/ + fj — Bj('> D) Яо/К-о), 
)—։

где RJ = F~X p-’G-. 0/7. Р/?=Р’՜1 {P’f/u/l.

Легко доказать, что I, /?+). Теорема 2.1 доказана.
Ереванский государственный

университет Поступила 1. X. 1987

Դ. Ա. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ. Պարամետրից կախված пЬфпцшг Տավասարոլմնհր (ամփոփում)

Աշխատանքում պարամետրից կախված րւեգ/ՈԱար հավասարումների համար ապացուցվսսէ 
են գոլության և միակության, ինչպես նաև ողորկության վերաբերյալ թեորեմներ R» ֊ասք 
և ֊ում Կիսատարածոլթյան դեպքում ուսումնասիրվում է ընդհանուր եզրային պայման
ներով խնդիրւ

G. A. KARAPETIAN. Regular equation* wtth a parameter (summary)

Theorems of existence and uniqueness of solutions as well as on their smooth
ness are proved for a class of hyperelliptical equations in and 2?^,.For^^ the 
notion of a regular equation with general initial conditions in introduced which pro
vides the necessary framework for the study.
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