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А. Е. АВЕТИСЯН

О НЕОБХОДИМЫХ И ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
ПОЛНОТЫ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ {£₽(}.„ г; и)|? 

НА СИСТЕМЕ КОНЕЧНЫХ ОТРЕЗКОВ

В настоящей заметке при некоторых ограничениях на расположе- 
ние последовательности (>>л) устанавливаются теоремы о достаточных, 
а затем и необходимых условиях полноты системы целых функций 
[Е? (>֊яг; р))Г в Ьр (р >1) на отрезке и на системе конечных отрез
ков. Здесь

= 2 Г/ / -И
Г(р + п р՜’)

—целая функция Миттаг—Лиффлера. При специальных натуральных 
значениях параметра р необходимые и достаточные условия совпадают.

1°. Вспомогательные результаты. В дальнейшем мы неод
нократно будем пользоваться следующим результатом.

Лемма 1. Пусть Р (г) — голоморфная функция в угловой, об
ласти

| 0 а < 2к------ )» имеет в этой области порядок роста р > 1 и
\ Р /
конечный тип.

Если сходятся интегралы

1п+|Г(ге'*)| (1п+|/:(ге '')|
---- 757—+ ------7^------ <*֊< + «>,

1 ։
то Р(г) вполне регулярного роста внутри Др (я), причем ее индика
тор определяется формулой

Ал (6) = ° соз р ( В — а — п а------
2р

к

2р
а нули Е(г), хк = Гке1**, лежащие внутри Др (а), удовлетворяют ус
ловию 
7-707
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Эта лемма является следствием известной теоремы М. Картрайт (см. 
[1], теорема 7, гл. V) и может быть просто получена из указанной 
теоремы конформным отображением полуплоскости на угол раство-

ра----
Р
Ниже мы будем пользоваться также теоремой о существовании 

целой функции, которая максимально быстро убывает в некоторой уг
ловой области и имеет возможно медленный рост во всей плоскости. 
Реализуя схему, предложенную Н. У. Аракеляном, К. Н. Хачатрян 
доказал следующую теорему ([3], см. также [4]), которую мы приво
дим в удобной для нас форме.

Теорема А. Пусть р^-1, р։ =—-— и
2р—1

Д„= |г£С, |аг£г— к| 0 < |г| < + оо| .

Пусть далее р (/) — положительная, неубывающая функция на 
[1, со), подчиненная условиям

С 1пр(г)< т =°, ?1 = 1։« -- --------) / . 1 г-*вс 1П Г
1

Тогда существует целая функция ш? (г) порядка р и нормального 
типа, удовлетворяющая в области ДР։ неравенствам

ехр | — с |ж|Р։ | <|шР(г)| < ехр (|z|)} (|ж| > 1).

1*1

2°. Достаточное условие полноты в L '(О, о1 ■). Введем 
обозначения

Bi (а) — [z£ С, |argz — а| < 8, 0 < |z|< со) fo< 6< —- j , 
к 2р/

В4 = U Вб (- •
\ 2р / \ 2р /

Теорема 1. Если множество комплексных чисел (К*)“ (к4=0) 
лежат вне Ви для некоторого 8 > 0 и

V—— =+<», ■ (1)
Г Ы'

то система |£Р(л*и; н)|"(р>1, р > 0) полна в 1? (О, а1’) (р . 1) 
при любом а ^>0.
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Доказательство. Рассмотрим функцию
,։/р

Г(^) = Е.(ги\ у} § (и) би (р>1, Н>0), 
о

гДе #(«)€£’(0, а'(') —=1) прир>1(при р = 1^(и) —ог-
՝ Р 9 '

раниченная измеримая функция). Из асимптотических свойств функции 
Е^г՝, I1) (см- [2]) и из леммы 1 следует, что Г՝ (г) — целая функция 
порядка у, типа < ~ и имеет вполне регулярный рост. При этом, 
если гц е՝к — нули Л (г), то

1?*՝

Отсюда следует, что

2 <2>-
Гк

То же самое можно сказать о нулях, лежащих в области |агдг|>- 
֊ я *<> ——Ь о. В итоге получаем

У — <+«,.
Г»

Таким образом, целая функция Р (г), если она отлична от тождествен- 
ного нуля, не может обращаться в нуль на множестве которое 
подчинено условиям теоремы 1. Это значит, что из

^(Х*) = У £р (>֊* и; и) ё (и) Л = о (к = 1, 2 • • •) 

о
следует Р (г) =5 0. Отсюда, в свою очередь, вытекает, что £(и)=0) 
почти всюду на (0, я”₽). Полнота системы {£р (Х»и; р֊)1~ в ЬР (0, з*")- 
доказана.

3°. Необходимое условие полноты в Ьр (0, °1 ’).
Теорема 2. Если система ՝Е9(^яи\ н)|Г^ Ал=/=0, р 1,.

ц — Р-' полна в (0, о|,р) (р>1) при любом о^>0, то
Р? /

2 -^-г- =+ <4>՛
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Доказательство. Обозначим p^—֊։------ Ясно, что при
2р — 1

р>1, Pi֊<l и Pi=1 ПРИ Р = 1- Допустим обратное, т. е., что ряд (4) 
сходится:

У'֊г<+ао- (5)

Обозначим через {р-я| последовательность, состоящую из точек
£**}“ и I—МГ» и составим произведение с нулями в точках

П(г)=П(1-А)-
Очевидно, что

У —— < +•«. (6)
N*

Отметим также, что при р։ = 1 сходится интеграл

(7)

где й (г) — X — • ибо в этом случае 3 (г) -= 0.
|;х*| ' Нл

П(г) — целая функция не выше порядка р։ и нулевого типа. Из 
(6), а в случае целого р։ из (6) и (7), следует

f 1пМ„(г) 
I гн-։ <8)rfr «С + СО,

где Мп (г) = шах |П (д)|. Теперь применим теорему А, выбирая функ- 
1*1 -Г

цию р (/) так, чтобы выполнялось неравенство
р (#) > 1п МП (/) + 2 1п I (9)

^в силу (8) это возможно). По теореме А существует нетривиальная 
целая функция (г) порядка р и нормального типа я։, удовлетворяю
щая в ДР1 неравенству

Ь(г)|<е-/’։|ж'). (10)
Составим функцию

Г(г)=Шр(хШ(д). (11)
Она тоже порядка^ р и нормального типа а։. Из (9), (10), (11) сле
дует, что при г £ Д?„ > 1

Если 1 р < 2, то по теореме М. М. Джрбашяна — И. О. Хачатряна 
(см. [5], теорема 3.1) F(z) имеет представление

/г(г)= | £p(zu; ^^(u) du, g(u)^L‘' (0, al p). (12)
V
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Очевидно
•Р

F(/„) =j Ef (>.„ и; р) g (и) du = 0 (и = 1, 2,...), 
и

т. е. система не полна в Lp (0, о] '). Если же р > 2, то по теореме 
М. М. Джрбашяна (см. [2]) F(z) можно представить в форме (12), где 
?(а)6£։(0, =>•/₽).

Но тогда g (и)^А’ (0, а}'р) (ведь при р>2, g<2). Е()я) = 0 
(п = 1, 2- • •) и снова получается, что система {Ег (>.„ и; р))Г не полна в 
£"(0, :}р). Полученное противоречие доказывает теорему.

Замечание 1. При р — 1 имеем р։ = 1, р = 1, Е{ (i.nu, 1) = 
— е к“ и условие (1) становится необходимым и достаточным для пол
ноты системы в Lp (0, о) (р > 1) при любом а > 0. Достаточ
ность этого условия была отмечена Б. Я. Левиным (см. [2], прил. III). 
Доказательство необходимости содержится в работе Коревара и Люк
сембурга [6].

4”. Полнота на совокупности отрезков, исходящих 
из начала координат.

Обозначим через Г„(а) (п >2 целое) совокупность отрезков

П(=) - 4г£С, argz=— 4- к —. 0<|z|<aVP] „
I ■ п п I

п-1
Л = 0,1,..., (п-1), Г„(3)= и Г*(э), 

Л—(I
Введем также обозначения: 

_ о _ —
<Р* -------- h к — • ± —-> к = 0, 1,- • -, (п — 1),

п п 2р

B<?’(S) = !^C; argz-^’l <5, 0<|z|< оо)(о<6<—V
X 2р/

Bi ~u’ ^/’(й).
*-։>

При р^-п, р>0 рассмотрим функцию

р 
F(2)=V1C Ee(2Ue4 

Л-0 J о
Р) gk(u)du = Ef(*, р) G(C) Л

где в = §к(и) е '■* при^£1\(а), а £4(и)££''(ГА(з))(&=0,1։-.-,п—1)..
С помощью леммы 1, как в 2° легко доказать, что Е(г)— це_ 

лая функция вполне регулярного роста и ее нули е к, (г« =/= 0), ле
жащие вне В>., удовлетворяют условию
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1

'■*<՛'’4-.В։

Отсюда следует достаточное условие полноты.
Теорема 3. Если последовательность точек р.*!? ('* 0) ле

жит вне В.. ( 0 </' <С —) и \ 2р /
?Ер-+~’

то система (ЕР(>.*и; |*)|" <р>п, н>0) полна'', в /Л(ГЛ (а)) (р > 1 
при любом а > 0.

Необходимое условие полноты дается следующей теоремой.
Теорема 4. Если система {^(лдС; !Х))Г ^•4’/= 0, р п,

= —----₽+_ \ полна в £р(Гя(а)) (р^>1) при любом а>0, тио
Р? / 

о» 1
X ——= + «՝. (13)
’ -^=г

|/*|
Доказательство. Допустим обратное, т. е,

X 1 / пр X
? Мр։ < г \ ~2р—и/

Обозначим через pH՛ последовательность, состояющую из точек р-*|

Р1 
и {).* е Имеем

У —\-< + оо, о (г) = £ -4*==° 
։ |Н4|Р։ №<' иг

(последнее условие играет роль, когда р, — целое). Каноническое про
изведение П (х) с нулями р* имеет самое большее порядок р։ и мини 
мальный тип, при этом

ОО
Г 1п М„ (г) оо, _ тах
1 г1+₽‘ 1И-г
1

По теореме А для любой функции р, (г), удовлетворяющей условиям

Гг£к>*< + оо, !££1к>=-ь, 
։+^ /■-<» 1пг п

1 г »

существует нетривиальная целая функция ш (г) порядка — и нор- 
71

1 । пг-мального типа, удовлетворяющая в области |аг$ г\ -С — неравенству 
2р|
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|ш (z)| < е-л<|2|\ и>1.
Обозначим р (г) = (г1*), 2 (z) = <и (г"). 2 (z) — целая функция поряд
ка р, нормального типа а։ > 0, которая в угловых областях

D* = (*6C, ,2* arg z — к — 
n

֊<2Р1 k = Q, 1, (n- 1)

удовлетворяет неравенству

|2 (z)| < e-p(U11 ( j dr < + ОЭ ) . 

о
Составим функцию /г(д) = 2 (г)-П (г). Она также порядка р и типа «։. 
Выбирая, как в теореме 2, р (г) из условия р (г) > 1п Мп (г) + 21п г, в 

•я—։
области /©= и Оп будем иметь 

о
1Г(х)|<^. м>1.

По теореме М. М. Джрбашяна (или М. М. Джрбашяна — И. О. Ха
чатряна) Е(г) имеет представление (С(ч) —не эквивалентна нулю)

/(г) = рР(я:; р) 6'(О л, 0(0 6^* (Гл (а,)).

Очевидно Л՝ ().*) = О (Л=1, 2,՝*-), т. е. наша система не полна. Тео
рема доказана.

При р = п из теорем 3—4 вытекает
Теорем|а 5. Если последовательность точек {>■*]“ (X* =/= 0) ле

жит вне Вб, то для того чтобы система функций. [£л(^н> р))Г 
/р=1—-----была полна в £Д(ГЛ(‘’)) при любом з > 0, необходи-
\ пр /
мо и достаточно, чтобы расходился ряд

V —— • 
|Х*Г

Ереванский ннстжтут народного хозяйства Поступила 5.1У.1988
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УДК 517.53

Разрывная задача Римана-Привалова со смещением s классе L*. Айра
петян Г. М. Известия АН Армянской ССР. серия -Математика». 1990. 
XXV. № 1. 3—20.

Рассматривается задача Рим’ана-Привалова. когда коэффициент—раз
рывная функция, а правая часть принадлежит классу £*. Условие класси-
ческой граничной задачи заменяется на условие, подходящее для случал 
пространства 1А Доказывается нетеровость этой задачи, вычисляется ин
декс и построены все решения. Библиографий 10.

УДК 517.53

Свойство близости для мероморфных функций с близкими нулями и 
полюсами. Барсегян Г. А., Сукиасян Г. А., Известия АН Армянскод 
ССР, серия «Математика», 1990, XXV. № 1. 21—33.

В домной работе для одного класса мероморфных в С функций ® (г), 
характеризуемых близостью их нулей и полюсов, уточняются некоторые 
оценки, касающихся свойства близости а-точек. согласно которому в кругах 
|г| г можно указать ~ А (г) областей с маленькими диаметрами (об
ластей наполнения), си-образы которых однолистно покрывают почти всю 
плоскость.

Для функкций из этого класса диаметры указанных областей напол
нения оказываются более маленькими, чем в общем случае. Библиогра
фий 2.

УДК 517.51

О сходимости почти всюду рядов Фирье-Асжандра суммируемых 
функций. Григорян М. Г. Известия АН Армянской ССР, серия «Матема
тика». 1990. XXV, № 1, 34-52.

В работе доказывается, что если —совершенное нигде не плотное мно

жество, то существует ряд акР/.(х) по многочленам Лежандра со֊ 
*=0

свойством: для любой
1) /-(х)=/(х) ва (?,'
2) ряд Фурье-Лежандра вновь полученной функции /' (х) сходится х

ней почти всюду на [—1; 1] и является подрядом ряда <х).
д = 0

Библиографий 10.
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Разрешимость задачи Неймана для эллиптических систем с разрыв
ными граничными условиями. Оганян В. А. Известия АН Армянской ССР, 
серия ■Математика . 1990, XXV, № 1, 53—65.

Рассматриваются задачи Неймана для эллиптических систем 

+ с^ = о 
дх1 Охду ду1

дифференциальных /равнений второго порядка с постоянными коэффи
циентами в верхней полуплоскости О (у > 0). (дО = /?), предполагается 
что система слабо связанная.

В первой задаче, когда граничная вектор-функция /(х) принадле
жит классу ^R(xl. х:.---, хп. оо; /։, 1Н, /я+1), а решение ищется
в классе Мо(хь х.,---, хп. <»; 1п. /я+1), доказана разреши
мость задачи Неймана и найдена размерность пространства решений со
ответствующей одилродной задачи.

Во второй задаче, когда граничная вектор-функция / (х) принад
лежит классу ык(еа, х։, х2,---; /0. Л. /։<•••). » решение ищется в клас

се л/д(ео, х։, Х2.---; /0, /р 12, •••) доказана разрешимость задачи 
Неймана. Библиографий 22.

УДК 517.53

Решение кратной интерполяционной задачи в классах Н°° в полупло
скости и полосе. Казарян К. Г. Известия АН Армянской ССР, серия «Ма
тематика», 1990, XXV, № 1, 66—82. ,

В работе строится системы функций, посредством которых представ
ляются решения кратной интерполяционной задачи в классах Н°° в полу
плоскости и в полосе. Библиографий 25.

УДК 517.5

Интегральные преобразования типа Джрбашяна и интерполяция целы
ми функциями конечною порядка. Губреев Г. М. Известия АН Армян
ской ССР, серия «Математика», 1990, XXV, № 1, 83—90.

В первой части работы приведены формулировки основных теорем о 
классах Харди в угловых областях и с весами Макенхаупта, которые яв 
ляются обобщениями соответствующих результатов М. М. Джрбашяна 
(случай степенного веса). Вторая часть статьи посвящена решению коат- 
ных интерполяционных задач в классах целых функций порядка р ^2, 
квадрат модуля которых суммируем с произвольным весом Макенхауптг 
на правильной системе лучей, выходящих из начала координат. Библио
графий 22.
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Об одной проблеме моментов Хаусдорфа. Островский ЕЕ В. Известив 
АН Армянской ССР. серия «Математика», 1990, XXV, №1, 91—96.

Пусть Ыз — неубывающие непрерывные на [0, 1] функции, удов
летворяющие условиям

I

о); (0) = 1, («/ (0 — 1) 1 7=1,2.
о

Положим

1 1

Х0==1,).Л= | Г"1 ш, (/) сП / /Л“։ Ша (/) <Н, 71 = 1, 2,”
о о

Теорема. Если при достаточно малых е>0 выполняется.

։<1р Ы^_=». < “.«О֊»» . о<,<!, (т>
.,(<) «.,(<)

то справедливо представление

1

Л = О, 1, 2, - •„
о

где р — неубывающая ограниченная на [0, 1] функция. Утверждение те
ряет силу, если условие (1) заменить условием невозрастания отношения.
<|)1/й)2-

Теорема дает ответ на один из вопросов, поставленных М. М. Джрба-- 
шянюм в связи с развитой им теорией факторизации функций, мероморф-- 
пых в единичном круге. Библиографий 4.

О необходимых и достаточных условиях полноты системы функций 
{£р(дпх; н)}” я» системе конечных отрезков. Аветисян А. Е. Известия 
АН Армянской ССР, серия «Математика., 1990, XXV, № 1. 97—103.

В настоящей .работе, при некоторых ограничениях на последователь
ность {Хп}> Доказываются теоремы о достаточных, а затем и необходимых 
условиях полноты вышеуказанной системы. Вопросы полноты рассматри
ваются в пространстве Др (р 1) на отрезке или на совокупности от
резков. Условия формулируются в терминах рядов. При определенных на
туральных значениях параметра р необходимые и достаточные условия. 
совпадают. Биублиографий 6.


