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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

И. В. ОСТРОВСКИЙ

ОБ ОДНОЙ ПРОБЛЕМЕ МОМЕНТОВ ХАУСДОРФА

М. М. Джрбашян [1, 2] поставил ряд вопросов, связанных с раз* 
витой им в [3] теорией факторизации классов мероморфных функций* 
Настоящая заметка посвящена решению одного из них, который фор­
мулируется так. Пусть »։, ш։ — неубывающие непрерывные на [0,1) 
функции, удовлетворяющие условиям

1

ш/(0)=1, J («/(0-1)г1 dt<oo,/ = 1,2. (1)
о

Положим
-1 1

>о = 1. 'п = J Г՜* ш, (0 dt / J f՜1 ш, (0 dt, п = 1, 2, • • •. (2)

о о

Верно ли, что если отношение w։/<u։ невозрастает на [0, 1), то числа 
(кЛ)о образуют разрешимую проблему моментов Хаусдорфа, т. е. 
существует неубывающая на [0, 1] функция р такая, что

1
л„=у tnd?(t), n = o,i, 2,***? О)

и

Мы покажем, что представление (3) будет иметь место, если условие 
невозрастания wt/w5 заменить несколько более сильным: при достаточ­
но малых е^>0 выполняется

sup . 0 < < < 1. (4)
«։ (") Ш1 (0

Это условие является в известной мере неулучшаемым.
Теорема 1. Пусть о»։, wa—неубывающие непрерывные на 

[0, 1) функции, у довлетворяющие условиям (1), (4). Тогда для чи­
сел >П։ определяемых равенствами (2), справедливо представление 
(3). Условие (4) нельзя заменить условием невозрастания отноше­
ния

Положим 2; (у) = (е“у), 0<;у<оо. Функции Qj являются не-
зозрастающими и удовлетворяют условиям

ос

2у(+«) = 1, р2/(у)-1)^<00, 7 = 1, 2. (5)

о
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Пусть

} е ,у (у) с/у, $>0, 
О

(6)

ясно,՛ что /.„ = л(л)(л = 1, 2,՛ • •). Замечая, что в силу (5)

г 1 Г ‘1е-’ЪМбу = — + е ,у (2, («/) - 1) бу ------ + 0(1), 5-+0,
] 5 и 5

О и

видим, что >.(+0) = 1 =/-о- Поэтому теорема 1 будет доказана, есчи 
докажем такой факт.

Теорема 2. Пусть 2։, 2։— невозрастающие непрерывные на՝
(О, оо) функции, удовлетворяющие условиям (5) и, кроме тою, ус­
ловию: для достаточно малых А^>0 выполняется

2а (х +- Л) 2։ (։/ + Л)
5цр ՛ ՝>> ---------------------------

у Йа(х) 2։(у)
(7)-

Тогда для функции >֊ (з), определяемой равенством (6), справедли­
во представление

*֊(։) = е~лу </<х (.у), $ >0, (8)՝
о

где а — неубывающая на [0, ос) функция, г (0) = 0, а (+ ^ ) =■ 1.
Утверждение теоремы перестает быть верным, если условие 

(7) заменить условием неубывания отношения 2։ 2։.
Доказательство опирается на следующую лемму.
Лемма. Пусть и (с4’^—две последовательности поло­

жительных чисел. Если выполнено условие
твх(с]^1с1'} < р/+1/р£, I - 0, 1, 2,- • •, (9)-

то последовательность [хл)р , определяемая бесконечной системой 
линейных уравнений

Ро = со хо.
р,=с։ хо+-сох։, 
........................... (Ю)‘
Р1 С1 хо + с1-1 Х1 ■։------ Ь с, х1 .1 Со Хр

состоит из неотрицательных чисел.
Доказательство. Умножим г-е уравнение системы (10) на 

р/+1, а ;’+ 1-е — на р1 и вычтем. Будем иметь

0- (с1р1+1 -с/+։ р()х„+- (с4_։ р1+1— с։р£)х։-։,------ 1-

4՜ (соР/+4 С| Р/) — СОР1Х1

Так как, в силу условия (9), имеем



։
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с/Р/+1 ~ с/-',лР1~с/Р/ ( ~ ~) >0, ; = 0, •••, /,
' с/ '

то справедливость утверждения леммы получается по индукции.
Докажем теорему 2. Пусть К ^>0 столь мало, что выпол­

няется (7). Положим
Рй=Й.((Л+1)Л), сд=2։((* + 1)Л), * = 0,1,..., (11)

и обозначим через (х4)0" соответствующее решение системы (10). В 
силу леммы имеем хк > 0, *>-0. Из условий, наложенных на функ­
ции следует, что последовательности и гс4|”, определяемые 
(11), невозрастают и Е)тр/,= Е։т ск = 1. Поэтому из (10) вытекает, 

что

р,'с1 >х0 + -}------ н Хр 1 = 0, 1, 2, • • •,

к-0

Так как условия (5) обеспечивают сходимость рядов

V е-***2у((* + 1)А), / = 1,2, э > 0, 
Л-0 

то имеем равенство

X е-^лЙ,((*+1)А) .
-------------------- = £ е֊^Хк, з>0. (12> 

£ е *лЛ2а((*+1)А) *“°
*=0

Покажем, что при А-*--^-0 выражение в левой части (12) стре­
мится к >֊ (з). Для этого достаточно установить, что при К —» 4- 0 
имеем для всех з^>0, у = 1, 2

ОО
А^е-*(*+։)*2у((А + 1)АН [е-,уа?(у)^. (13>

4-0 
о

Имеем

]] (А) = С е~3! (у) dy-hy։ е-,(* ” А 2/ ((*4-1) А) ==
.> к-оо

(4+1) Л
= 2 [ (е-1У-е-"{‘+1,Л)2Лу)^ +

4-0 7
4Л

(4 И) Л
+ ^е-П*+։)А Г (й/^-ЦД^-М)*))^.. 

л-о
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Используя для оценки первой суммы неравенство 
e֊jy е—» (*+։) Л _ е-*У (1   е֊< ((4+1) Л -yij 

< e-xys((A + 1) А — у) -i she ,у, kh-^y < (к 4-1) Л, 
а для оценки второй, замечая, что 

(4+1) л
е֊т(4+1)л J* (Q/(y)-Qj((k + l)h))dy<h\Qj(kh)-(2j((k^)h)),k>l, 

iii
видим, что 

оо h
/y(A)<sA| е s/ 2j(y)dy 4- е՜4* | 2 у (у) dy -+0, Л-++ 0. 

• о О

Итак, (13) доказано, а вместе с тем установлено, что выражение в
левой части (12) стремится к >.(s) при Л—‘-+-0.

Положим ал (։/)== £ х.. В силу доказанного имеем 
с »<у/Л 

» <г.
*Limo j ~ 1 У d՞՜1' < 1֊ 

и о

Применяя теорему Хелли, заключаем, что справедливо соотношение 
х

(8), где а — неубывающая функция, ^Л(у)-^1. Из (8) и того, что 

о
® -с

).(+0) = 1, следует | </а(у) = 1. Тем самым справедливость представ- 
и

ления (8) при выполнении условия (7) доказана.
Докажем невозможность замены условия (7) условием неубывания 

отношения 2։/2։. Предположим, что такая замена возможна и покажем, 
что это ведет к противоречию.

Выберем произвольно числа 0 с< т) 1 и положим

2<1'։> (у) = пу՜՛', 2гп) = пу~\ 0 < у < 1;

а’Г’ (у) = ^(2,(у) =
(п — п։) у + п1, к у < 1 4- — •

72

1, 1 Ч--- —•С^<Сос՝։ п = 1, 2,--- .

Ясно, что функции 22п), и = 1, 2, •••, удовлетворяют условиям (5), 
и отношение д(л) дМ) неубывает֊ Ввиду сделанного предположения 
имеем представление
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е * <1у
°֊--------------------= ] в п = 1 *’ 2>‘' * (14)

1 1 + 1 п - >
[е-,уу ' Л/+ [ ((1 — п)у 4- л)е’ * '<1у + — Г е~1у </у

3 3 п 3
е 1 1-г1,'л

откуда видно, что при л—>оо, 5 > 0, оно имеет пределом функцию
1 1

Р («) = ( е а* у՜՝ ду/ е~^'у~г‘ (1у.

о о

Поэтому делая в (14) предельный переход при л -> оо и применяя 
теорему Хелли, получим

р(з) = ^е-,уЛ0(у), 

о

где —неубывающая функция, | 4а0(у) < 1. Таким оэразом, мы при 
о 

ходим к равенству
1 ։

Г е՜1՝'у՜՝ </у = Г е՜3 *' у~г^у I е՜ 7 </а0 (у). 

о о о
Полагая —$ = ։7, запишем это равенство в виде

[ еиу (^) = [ е“у Ь Ш е“у *3 (^), 6 К (15)֊ 

R R Я
где V,, у2, ч3—'соответствующим образом определенные неотрицатель­
ные меры. В силу (15) имеем м։= уа *■».„ поэтому (см., напр., [4], 
с. 85) для носителей 5(*/) мер справедливо равенство

5(^) = 5Ь) + 5Ь), (16

где знак + обозначает арифметическое сложение множеств (опреде­
ление см., напр., [4], с. 84). Так как 5(՝*1) = 5(*а) = [0, 1], то из (16 
следует, что 5 (*3) состоит из единственной точки 0. Полагая ''з({0}) = с?

о

где а„ — неубывающие функции, ап(0) = 0, ая(4-оо) = 1. Выражение в 
левой части (14) можно записать в виде

1 1-М//1 оо
|е'*'!7 [ ((1 — л)у + п)е ’у<ф+— I е՜5 *'' (1у

. .) п ?
о 1 1+1/л
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из (15) заключаем, что «։зс’։. Это абсурдно, так как меры т»։ и v։ 
имеют на [0, 1] плотности, равные у՜՜՝ и у соответственно.
Физико-технический институт низких температур

АН УССР, г. Харьков Поступила 20.VI.1988
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