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1°. Пусть G+—некоторая область на комплексной плоскости, ог
раниченная простым замкнутым контуром Ляпунова Г, a G~ — допол
нение множества G~ U Г.

Обозначим через Н (Q) класс функций, определенных на мно՜ 
жестве 2 и удовлетворяющих условию Гельдера. Соответственно че
рез А?0(Г; f|, tj,՛ обозначим класс функций, имеющих разрыв 
первого рода в точках £*£Г(£ = 1,2,•••,п)и удовлетворяющих усло
вию Гельдера на каждой замкнутой части Г, находящейся между та
кими соседними точками.

Пусть, далее, а(/) — заданная на Г непрерывная функция, кото
рая удовлетворяет следующим условиям:

a) i(t) взаимно однозначно отображает Г на себя, сохраняя ори
ентацию.

в) Производная a-'(f)=dv(t) dt отлична от нуля на Г и принад
лежит классу Н(Г).

Приведем классическое определение граничной задачи сопряже
ния со сдвигом: найти голоморфную в U G՜ функцию Ф (z), имею
щую конечный порядок на бесконечности, по граничному условию

t^V, (1)

где Ф(г) н Ф(г)—сужения функции Ф (z) соответственно на G+ 
и 6->£)(£)и /(f)—некоторые функции, заданные на Г, а а (f) удовлетво
ряет вышеуказанным условиям а) и в).

В случае, когда D(t) и f(t) принадлежат классу Но (Г’
/|, ^>•■•,6,). и функция Ф(г) ищется в классе' функций, не*
прерывно продолжаемых на Г слева и справа, кроме точек разрыва 
/։, A,->-,f„ функции D(t), где предполагается выполнение ’ неравенст
ва |Ф (z)| Const-|z— f*| 1(0<а<1, к. — 1, 2, •••,п), задача (1) пол
ностью изучена в монографиях Н. И. Мусхелишвили [1] и Ф. Д. Гахо- 
ва [2]. В (I), ввода понятие классов A(f,. £а, • - •, f?) (д < и), вычисля
ется индекс соответствующей задачи и устанавливается, что общее 
решение неоднородной задачи в классе A(f(, f։,---,f?) можно предста
вить в виде
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где S (z) — каноническое решение задачи (1) в классе h (t,,-• •, tq), а 
P(z) — произвольный полином.

В работах [3, 4] Б. В. Хведелидзе рассмотрена задача (1) в том 
случае, когда / (t) £ Lp (Г; р), р 2> 1 и р— вес специального зида- В 
этом случае, если требовать, чтобы решения Ф (z) были представлены 
интегралом типа Коши от функции из класса А°(Г, р), 1 р <С то 
общее решение также можно представить в виде (2). Отметим, что в 
этой работе рассматривается также случай, когда коэффициент D(t) 
в точках /*(&=!, 2,•••, и) может стремиться к бесконечности или к 
нулю со скоростью любого порядка.

Задача (1), когда /(#)££'(Г), изучена в работах
Г. А. Хускивадзе (см., например, [5]). Им было установлено,, что ес

ли решение этой задачи ищется в классе функций К„ (Г), состоящего 

из Л-иатегралов типа Коши с кривой разрыва Г, то общее решение 
также может быть представлено в виде (2).

Случай, когда функция D(t)— произвольная измеримая функция, 
рассмотрен в работе И. Б. Симоненко [6]. Полагая, что D(t) удовлет
воряет условию А (р), /(/)£//(Г) (1 < р<^оо) устанавливается, что 
задачу (1) можно решить в классе Ер (1 </>< ос) Смирнова и реше
ние представить в виде (2).

В дальнейшем эти результаты были обобщены в различных нап
равлениях. Отметим обзорную работу Б. В. Хведелидзе [6], а также 
монографии И. И. Данилюка [8] и Г. С. Литвинчука [9], где можно 
найти подробный литературный обзор.

2°. В настоящей работе рассматривается задача (1) в том случае, 
когда/(/)££.'(Г), а £>(/)£/70(Г; fl։ fa,•••,/„). Для формулировки за
дачи введем некоторые обозначения. Пусть D+ — единичный круг, Т— 
единичная окружность, a D՜ — область ;z| > 1. Обозначим через w(z) 
и (н(оо) = °о) функции, конформно отображающие области и 
D~ соответственно на <7+ и G՜. Для любого r(0<^r<^ 1) положим.

>-r(z) =U»(r<0՜1 (z)), при z£G+,

/>-1(г) = н(г՜1 Н՜1^)), при z£G".
Под задачей сопряжения со смещением в L' (Г) будем понимать сле
дующую задачу.

Задача А. Найти голоморфную в G^UG՜ функцию Ф(г), об
ращающуюся в нуль на бесконечности, по граничному условию

lira ЦФ+ От(а (0)) ֊ D{t) Ф՜ ().,-! (f)) -/(/)!, = 0, (3>г-»!—О
где f(t) ££' (Г), Z)(f)6^o(rJ Л. fi,-‘tn), £>(f)=#0, а. || J։ — норма в 
пространстве L' (Г).

В случае, когда граничные данные принадлежат L' (Г), краевые- 
задачи для эллиптических уровнений приводятся к. задаче А, где гра
ничные условия понимаются в смысле (3).
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При решении задачи А, как и в случае /)(/)£//(Г) (см. [10]), 
при помощи интеграла типа Коши строим семейство интегральных 
операторов, которые равномерно ограничены в Д'(Г). Доказывается 
нетеровость задачи А, вычисляется её индекс и построены все реше
ния.

Отметим, что если D(t)^H„ (Т; fl։ и ZJ (Г) — произ
вольная функция, то вообще говоря не каждое решение задачи А мо
жет быть представлено в виде интеграла типа Коши от функций из 
Д' (Г).

Для того чтобы формулы приняли более обозримый вид, сначала 
будем рассматривать случай, когда Г —единичная окружность. В этом 
случае (3) примет вид

lim 8Ф* (га (/)) - D (t) Ф" (г ’ t) = 0. (3')

§ 1. Некоторые свойства решения задачи А
1. Выбирая обход окружности Т в положительном направлении 

точках разрыва функции 0(1) положим а* + / б* =
= ^-(в*а»-0)-г*«л + 0)), где ^(0-1п £>(/)•

2 т.1
Рассмотрим функцию

1-г
5։+ (г) = е Г , пои г £ О'*

(4>

31 (г) = е Т , при г О ,
где £։(/)—функция, обратная *(/), а (#) — решение уравнения 

к <р т (0 _ _ь; (7-1- - ? е) *=(0. (5)
2т.I\-.-t а(-.) — а(<)/

Легко проверить, что функция 5, (г) удовлетворяет граничному усло
вию

5f(«(0)֊ D (t) S{(t) = O, t£T, (6)О
Так как ядро

к (г, t)^ —---------- Я (Т) (7)
' а(т)֊а(0

в этих условиях имеет слабую особенность, то из (5) следует, что 
в точках /!,•••,/п функция <р (/) также имеет разрывы первсго рода

и = — 0) — <р(/*4-0)).
2 к։

Положим Ц=л((л) (к = 1, 2,-■•,/։). Из свойства интеграла ти
па Коши для функций из класса Н0(Т) (см. [1]) вблизи точек Д (к = 
= 1, 2, • • •, п) имеем
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5Г(х) = (х-4)“а ;

где йГ (г) — голоморфная функция в той части окрестности /*, кото
рая входит в область В՝, при этом 2* (г) имеет отличный от нуля 
предел при г -*■ 6, Соответственно, для функции 5։ (г) вбли
зи точек = 2, • • •, п) имеем

5Г(я)-(.’֊<*)* *-2Г(я),

где ЙГ (г) имеет отличный от нуля предел при г -* /*, г £ В~.
Рассмотрим теперь граничную задачу

Ф+(»(/))-Ф"и) = 0, /^7, (8)

где Ф+ (г) и Ф՜ (г) — аналитические в £> ՛ и В՜ функции.
По теореме о конфорном склеивании существует такое решение 

Х(г) задачи (8), что > +(г) и л՜ (г) конформно отображают области 
В+ и В՜ на некоторые области Д+ и Д_ (>. (оо) == оо) и удовлетворя
ют условию Липшица в/)՛ и У и /Э О Т соответственно. Теперь по
ложим

Ф։ (*) = П (Х+(г)—Ь+ (**)) *» при г^В*, 
*= 1

ф| (г)-• п ('• (г) — '- (<*)) к, при ,
*-։

где = 2«"*>п) — целые числа, удовлетворяющие условиям —
— 1 + X* •< О (Л = 1, 2, • • •, п). Ясно, что функции ФГ (г) и ФГ (г)
удовлетворяют условию (8) и вблизи точек ±к, 1к (&=1, 2-• •, п) имеем

Ф5*՜ (г) = (г - 4)' * 2? (г), ФГ (г) = (г — <*)'* 2? (г), (9)

где й*՜(г) и 2? (г) обладают такими же свойствами, как и 2* (г) и 

Если Ф+ (г) и ф-(г) — некоторые функции на В+ и В՜, то под 
Ф (г) будем понимать функцию

[ Ф+ (г), гС/Г,. Ф(г)==
1ф-(Д г^В՜.

Если же Ф(г) определена на В^{]В~, то под Ф՜ (г) и Ф՜ (г) будем 
понимать сужение этой функции на В и В՜ соответственно.

Для дальнейшего введем в рассмотрение функцию

5 (г) - 5, (г) Ф, (2), г е В" и В՜, (10)
где 5։ (г) и Ф|(г) — функции, построенные выше.-

Из определения функций 5, (г), Ф։ (г) и 5 (г) непосредственно 
следует
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Лемма 1. Функция 5(z) удовлетворяет условиям

a) S~(a(/)) ֊ D(t) 5 (/)=0, /е Т-,
в) 5*(а(/)), и (5+(д(/)))Л (5 (0Г‘бГ(Г);

с) в достаточно малых окрестностях V/, и V точек f* и tk 
k=1, 2, 5* (z) и S (z) представляются в виде

S+(zJ=-------- ,U?2) ... . zÇD+n Иь
. k

(г-6)

5՜ ы=—Kk {?֊ • * e d- n и*.
(z-M* *

где 5*= — (в* 4-<՛•*) и 0<?*<С1» а '•* (г), /*' (г) — голоморфные в 
О П Из и О՜ П кз функции, стремящиеся к определенным, отлич
ным от нуля, пределам, при и г — £», г££>~.

3°. Теорема 1. Пусть Если Ф(г) есть решение
граничной задачи (3')> имеюгиее конечный порядок на бесконечнос
ти, то оно представимо в виде

Ф-(г)_ЭД |ЦН£йл,„д„։ер*,
2 r.l J I - z

Т

(П>
Ф (г)=£1£1 dt+ S(z) P(Z), при zïD՜, 

2vi J t — z 
r

где P (z) — некоторый полином, a <p(f)—решение уравнения K<d = 
= P(t)+f(t) (5+(«(П)Г։.

Доказательство. Пусть Ф (z) — некоторое решение гранич
ной задачи (3') и пусть fr(t) — последовательность функций из Н(Т) 
такая, что ||/г(0 — /(Oüi “* 0, при г ֊► 1—0. Если Ф(г) удовлетворяет 
условию (3'), то будем иметь

lim |Ф՜ (г a (f)) — D(t) Ф՜ (г-1 /) —/г (f)j| = 0. r-*l—û
Учитывая лемму 1 имеем

lim
<■-н-о

Ф+(га(/)) 

i S~(a(0)
Ф (г֊՛/) /г (О |

5-(а(0) I, (12)

Обозначив
. (0 = Ф--(Г«(Ь) _ Ф~(г֊У) _ fr(f) 

S~(t) S+(a(f)) ’
(13)

= 'У֊֊ (։ÇD+). Л'Ы - (։6Р՜).
ô W О (z)
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из (12) получим

(«(*))-/>(#) /АО
+ («(О)

1, (14)

где фг(0€^|(г) и ЙФ, (ОН. °> п"и г -’1—0. Так как функции 
и Л/(ж) ограничены в £)1՜ и 22 , то из (14) будем иметь [4]

1 (?(<))
------- <Н,

Г

1 (4(0
2 к/ I / --  2 

(15)

где Рг(ж)—главная часть функции Рг (ж), а уг(1)—решение уравнения 

К<Р =4 (0 г Л(0 + /АО (5+ (а (О))՜1.
Имеем

1։т РГ(г) = 
г-1-0

ф* (г)
5+ (ж) Нт Е г (ж) 

л-1-0
ф- (А
5՜ (ж)

и Л(ж) равномерно сходятся к полиному Р(ж), при г -*• 1 — 0, где 
Р(ж) — главная часть функции Ф՜(ж) (5՜(ж))՜1 на бесконечности.

Так как

Нш|одО + Л(0 + ^^-Р(0 1^о, 
5* («(0)11.

то к, (0—<г(ОЙ|—’0 (см. [10]). Переходя к пределу в (15) и учитывая 
(13) получим доказательство теоремы.

Из теоремы 1 следует
Теорема 2. Пусть /(/)£//„ (Г). Тогда общее решение гранич

ной задачи (3') в классе функций, удовлетворяющих условию 
|Ф (ж)| < СопзЬ|ж — бГ (0 <с < 1, к=Л, •••,п) в окрестностях то
чек Vе и имеющее конечный порядок на бесконечности, задается 
формулой (11), где ®(0 (:#<>( Л«

Если граничное условие понимать поточечно, кроме точек разры
ва /п, то эта теорема известна (см., напр., [4], [6]). Пусть гра՜
ничное условие понимается в смысле (3'), тогда согласно теореме 1 
она представляется в виде (11), где <р (<) является решением уравне
ния 1С® = Р(0+/(0(5+(«(0)Г1. Так как/(П(5+(а(0))-* £ Нп (Г), 
то решение этого уравнения также принадлежит классу Нп(Т).

§ 2. Предварительные леммы

Iе. Положим

т — г-Ч
1АДт, 0 = (16)
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Нам в дальнейшем необходимы следующие неравенства из [10]:
/1_ r't чOK^j^+l). (17)

|«W — га(0|>Л։ |т — Н/, (18)
где A, At — положительные постоянные.

2°. Пусть ч>(-։)^£'(Г) и а <С 1- Положим

(Аф) , 1 f ? <х) <то - V
(т0 — г ty J 

т •
где т0» а Рг(՜, О = (1 — г’) 1֊ — rt| 2 — ядро Пуассона.

Лемма 2. Существует число С, не зависящее от г такое 
что для любой функции

Доказательство. Так как | |т0— ф—|т0 — г/]*« Const |т—rf|e’’ 
то

|(Аф) «)| < с, ( j (х)| Pr (х, 0 И + 

г

будем иметь |р4^«р|]։ < СМ։-
Лемма доказана.
Для любой функции <р (т) ££■ ( Т) положим

(^Ф)(О== - ,jrg.(<)) 2 К/
Лг(х, t) d*.

Имеет место
Лемма 3. Существует число С, не зависящее от г такое г 

что
^ф։1<СМ«. (19}

Доказательсво . Для простоты изложения приведем доказа
тельство при п = 1, то есть когда функция С(£) имеет разрыв толь
ко в точке t = tt. Согласно лемме 1 имеет место неравенство

с։ 16 - Д-։‘ < |5+ (z)l < Ct 16 - Д-։‘, (20>
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где с(, С,—положительные постоянные, 8։ == — (а, 4֊ > ։). Учитывая 
неравенство (18), получим

с |/, -г /Г4'<|5+ (га(0)1 < С|Л - г /Г*1. (21)
Применяя неравенства (17) и (21) при будем иметь

|(Н,<?) (01 < 1 ( (՝1<?(')1Ю--Г1Л(-, П|л|т- ( |=(01к.֊-Г).

отсюда и из леммы 2 следует лемма 3.
3°. Лемма 4. Пусть 1^Т, тогда

Доказательство. Из неравенства (18) и свойств функции 
а(-) следует, что существует число 8 > 0 такое, что

а (t) — г а (t>
rt а(т)-а(/)

Ясно, что |1п х| < А |х — 1|, при х^>8. Поэтому

In а(т) — га U) 
— rt

— In |а (т) — га (Ql х —f| 
Ь-Н| |а(0֊а(0!

< А 1 _ /«(а) — га(Ql |t —О 
r/| |а (х) — а (0| 

< А 1(1 - г) <(а (?) - а (/)| - (т - /) [а (Q - rz (Q ] . 
I’ ֊ rt\ |а (0 - а (0|

1-г , |?-<| 1 —г \
|- —г/| ' |а(0-а(0| |--Н|/

Теперь доказательство леммы следует из неравенства |а (?)— г (/) | 
> а |т — Г, где а — положителяная постоянная.

Лемма 5. Пусть т, 1^Т, тогда 
г — t

argx—Г С——— 
|т — г/|

где С — постоянная, не зависящая от г. Под arg (t — 0 1՜ — г ’/) 
мы понимаем угол при вершине треугольника с вершинами t, 
rt.

Доказательство. Обозначим этот треугольник через Д. По
ложим ? = arg(T — 0 ("—г0 '• Из определения у следует, что 0< 

тс
• Когда точки т и t достаточно близки, угол при вершине t

Л к птреугольника Д мало отличается от---- Применяя теорему синусов, 

можем утверждать, что
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isfc’<cib^r
где С не зависит от г. Отсюда, учитывая неравенство |®| <֊ |sin <р|

0 <р • получим доказательство первого неравенства леммы.

Аналогично доказывается второе неравенство.
Лемма 6. Пусть Г+=(т1։ ха)—некоторая дуга окружности 

Т, соединяющая точки "։ и та в положительном направлении, а 
/. (т) = 1, прп -£Т+ и /(') = 0, при т£ Г\ Г+.
Пусть далее УаТ—некоторая окрестность точки т։, не содержа
щая точку т։. Тогда существует число С, не зависящее от г та
кое, что для любого / £ У

П —------- krJxN^-xwkc-r1 г • (23)
rt -z—r-H] | Ft —rq

Доказательство. Пусть t = elf, ■t = e‘°. Для простоты из
ложения будем считать, чго Т+ есть верхняя полуокружность, то 
есть ®i=l, t» = —1. Рассмотрим функцию

U (г, ?) = ~ | —------- —— х (t) d՜.
2 ~i J т—rt -с — г՜1/ 

т
Так как

(—!-------------- ---------------------------------------------------««,
\ т — rt ' — г 1 t / 1 — 2r cos(0 — ?) 4՜ г։

то U (г, <р)—ограниченная гармоническая функция, равная х(0 на Т- 
Эту функцию можно представить в виде

Hi m\ 1 । 1 1 4՜ reiip 11 2r sin ©

где arg (1 4՜ re1*) (1—re'f) 3 = arg (1 -|- re1*) — arg (1 — г е'т) и под 
arg(1 +и arg(l— re1*) понимаем те значения, которые находят- 

/ к -к \ _ся в промежутке (------ > — 1 • Учитывая, что при 'х| —♦ оо

arctg х =

֊— — — + О к) ' ПРИ 1.
2 X \х3 /

* , 1 п/1\ . .+V+ при х<-1’
будем иметь

nt 1 । 1 . 2г sin <рU Т) = — 4-----arctg -- ----- j- =
Д к 1 — г1
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1 1 ( к I 1 ~ r I 1 ~r \ 2r Sin® 1
2 к \ 2 2r sin? \ 2г sin® / 1 — га

1,1/ « , 1 — г’> । п/ 1 ~г‘ У 2r sin<? 1
2 к \ 2 2г sin<p X 2г sin® / 1 — г*

Поэтому

|£/(г, ?)-х(е'91<С111=-г<С1 -1^-.
I®/ И — rd

если 2r|sin<p| (1—га) '^>1. Но при 2r|sin®| (1—га) '<^1 неравен
ство (23) очевидно, так как |1 — г/|>а(1—г), где а>0.

Лемма 7. Пдстъ Т^сТ—некоторая окрестность точки tk 
такая, что ti~ Tk(t^=k). Тогда для любого t^Ti,

|5+ (га (П) -£>(/) S-(r-> t)| < С|5+ (га (0)| (֊~ + (1 - г)Л, (24) 
\|4 —rf| /

где 3>0, а С — постоянная, не зависящая от г.
Доказательство. Из определения функций Ф։ (г) и S(z) име

ем

(га (0) - D(f) 5՜ (г-> 01 = |5+ (га (0)111 - ФГ (г1 0;
֊!— |’лг(т. П ?(т)Л- lnD(-.) 
2 к/ .1

[ФГ(га(0)Г։е Т |.

Из свойств функции /.(в) и (18), при 7* следует

Г (г֊1 0-I՜«)
(га (0)֊>+(»(/*)) 1^ — г/|

Учитывая это неравенство и (17), будем иметь

|S+ (га (0) ֊֊ D (0 5՜ (г-1 t)i < С |S ’ (га (0)f
|ü — г

d~ — In £> (0 •

Из формулы Сохоцкого—Племеля и определения функции ®(т) 
дует, что

(25)

сле-

lim I hr(', I) <f (x) <f: = |n D(t), t T, 
r-,1-0 J

Г

причем при D(0=^=0, имеет место неравенство

hr{', 0<p(t)d-֊lnD(0 <С(1-г)‘, (3>0). (26)

Ясно, что в окрестности Ть функцию 1п£>(0 можно предста
вить в виде 1п £>(0 — С х(0 + ф։ (0. где 'Ь։ (0 € Н(Т), а х(0 = 1> при 
•*€(0, /*+1) и х(0=0, при Тх(й, 4+1). Так как функция ® (0 
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удовлетворяет уравнению 1п £>(<) = К. <?, то в этой окрестности она 
также представима в виде

?(0--=С/.(0֊?։(0. ф։(О?Я(Г). (27)
Заменяя в (25) 1п £>(0 = /С? и учитывая (27) и неравенство (26), 

получим
(га (О) - й{Г) 5՜ (г֊» О/ < С 15и (гл (0)1.

.( [7 “'И-------- -----------------------------—)։Ы*-
г т

Перепишем это неравенство в следующем виде : 
|5+(га(0)-£»(0 5՜ (г֊1 01 <С|5+ (га (0)1-

Г/ *'(*)____|7 л'^______________ +
V՝ \я(х) —га(0 Т—Г</ 3\а(0—а(0 т — I)

тк тк

+ —֊. |7—-----Ч()л-х('> + (։ ֊'■՝*••
2г. ։ 3 \-— г/ ■ — г Ч/ 

Тк
Применяя лемму 6 и производя интегрирование в первых двух 

интегралах, получим

|5+ (га (О) - D{t) 5՜ (г֊1 01 < С|5* (га (0)1 fin я(й),- гя(0 
\ tk — rt

—In а [tk) — а (Q 
it- t

+l «fo)-40
I. ։(/*)— га (0

+ arg А—Ц + -^֊ + (1 ֊ r)4 -4- O((l - r))) • 
it — r# ՛) — rq /

Теперь доказательство леммы следует из лемм 4 и 5.
4°. Пусть т, t^ Т. Для любого г(0<г<^1) положим

} (- п _.|5Чга(0)-Р(05-(г֊«О/
' ՝’ |5+(а(т))||т-г֊Ч|

Введем в рассмотрение оператор

{Вгу) (0 = t) <? {-) d-. (28)
т

Лемма 8. Существует число С, не зависящее от г такое, 
что

IBrfjh < Ch>||. (28')
Доказательство. Для простоты опять изложим доказатель

ство, когда n = 1. Учитывая неравенства (21) и (24), будем иметь
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Г |(Ят) (01 |Л < Const (| ։֊f ^7—' И И +

т Г Г

+ f J iT(|^\7rt|8՜M H = Const (У 1 (г) + 7։ (г))- 
Т ’ т

Так как ||^i—’Р— |Л— НГ'| Const |t — г /|։‘, то, учитывая оценку 
1^1.1 

а'-b* а’+₽ + 6*+э ’
получим

Л О’) < Const ( | If (г)| [ -- -------֊=֊----- I^H^I b
\ J J Ki — r q • |T — rf I

+ IIf (01 f-—Ц——-|<ft||*|V
J J Ki— Hli՛։ — rf / 

T T

< Const ( | If (x)| I ~~r |Л| |rf֊-| 4- 
V Jk.-re

+ J I 7 M lrfTl) Const Ilf К,, 
г г

Соответственно, имеем

Л(г)< f(l֊r)‘ |֊1^|ЛцЛ| +

, f ,1 _ rv f If (QI l^l I+ J( r) Ji^-r/i’-h-r^ 
T T

< Const (l-r)։ln֊^֊|f|։+ f(l-r)’ (7—L-■ +
1 - r J J \|f, - r f|

+ 7—If (О! /Л| l<ft| < Const Uf .՝,.(t — rt)/ 
Лемма доказана.

§ 3- Исследование задачи А
1". Террема 3. Пусть f (t) £ L՝ (Т). Тогда общее решение г роз

ничной задачи (3'), имеющее конечный порядок на бесконечности,, 
определяется формулой

Ф+(0 = ^- |dt, при z^D+,
2« i J t — z

(29)'
ф֊(г) = ±10 С 110. ^+5(z).P(z), при z^D՜,

2ii i j t — z
T
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где Р (z)— некоторой полином, <р (О— решение уравнения К<? = 
= P(t) + /(0 (5 + (а(0))՜', а ₽(0 — обратная функции a(t).

Доказательство. В теореме 1 мы установили, что каждое ре 
шение задачи (3՜), имеющее конечный порядок на бесконечности, 
представляется в виде (29). Теперь докажем, что любая функпия ви
да (29) является решением задачи (3'). Из (29) следует, что Ф(г), 
определенная этой формулой, имеет на бесконечности конечный поря
док.

Пусть fn (t) £Н( Т) и |/„ (/) — /(#)!, ֊> 0, при я—оо, a явля
ется решением уравнения Къ = P(t) + /я (t) (5+ («(f)))՜1. Положим

5(z) (₽(*))Фп । t — z dt' при Z^D ’

т

5(z) Г?я(0
Фп (г) "оТТ՜ 3՜ ֊ rff+S(z) P(z), при Z^D . 

г
Так как функции Фя (z) и Ф7 (z) на Т удовлетворяют граничному ус
ловию Фп (а (О)— D(t) Ф? (0=А(0 и*в окрестности точек = а (ft) и 
tk имеют порядок \z — f»|՜ и |z — f*|՜*, где 0<^8 < 1, то ясно, что су
ществует некоторое число р„ (р0 > 1) такое, что для любого г (0 < 
<1)

||ФЯ (га (0)i*M< Const, j |Ф7(г-Ч)|л|Л|<Соп81 (31)

г т
и поэтому для любого п, п >1

;”>.(Г)=ЗФЯ (г«(О)-Я(ОФ7(г-Ч)-/Л(<֊*0 (32)
при г-»1—0. Положив теперь (О = ®я (f) — <р (f), из (29), (30) и 
(31) будем иметь

I |ф4 (га (f)) -D(t) Ф"(г֊։ O֊/(f)||<ff| = 
т

= । (ФЧг®(0)-Фя(^(0))֊£>(0(Ф_(г-1 О-ФГ(г-Ч))-г 
f

+ (ФТ (га (0) - D (t) Ф7 (г֊1 /) -/„ (f)) -1֊ (/„ (О -/(f))| |Л| <

< с ( 1՜ |5+ (га (0)1 J |Аг(-, 011Ф» (01 И |Л| +

+1՝ г
т т

■+ j'n (г) + ։/« - я < с(/„։) (г) + /;> (о + /<։) (г) |/„ ֊ лэ.
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Так как Хфв=(/«)-/л (П)(5+(«а))_1).то

_/(*)-/«(*) ! [ 7(0 -/л U)
5+(а(х)) J S+(a(f)) 

т
к (х, t) dt, (33)

где ядро k("i, t) имеет слабую особенность (|А- (х, f)|< С|х—f| ’ , 
к<1). Обозначим

/(О—/л (О 
5+(а(0)

к (х, t) dt.

Так как | |х ֊ f0|* - |f ֊ <оГ1 < C\t — х|4 (0< 8< 1), то
1 t ֊ /of =1, |х —/0|* — —/0|8 

к—/Г ’-/о' л֊/р ММ1‘

Отсюда следует, что

где С| не зависит от t, t0. Используя это неравенство, легко дока
зать, что

l-$+ gn (т)|,< Const I/-/4..

Поэтому функцию 'l'n(x) можно представить в виде 
MT) = ^U 
' U 5+(а(х))

где 1Г„ (x)ji < А Ц/ — /Л|]| и Л не зависит от п. Отсюда, применяя лем
му 3, будем иметь (г) Const [/— /4г Соответственно из леммы 
8 имеем _/n3)(r)-С Const |/ — /Л|. Учитывая теперь (32), завершаем до
казательство теоремы.

2°. Для каждого целого к обозначим через ?А(0 решение урав
нения K<f = t*. Положим

Ф*+
1 J тхгг ". ч» ^-D ■
1 С ч> (Л

Ф* ^ = 9Т՜- 7^----гк, при :^ГГ.
Т

Ясно, что любая конечная система функций Ф* (г) линейно независима. 
Пусть, далее, =/(/) (5+(а(/)))-1. Исходя иа этих обозначений,, 
для любого Р(я) = с0 + • • • 4г сп г" функцию (29) можно представить в; 
виде
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а.+ / л (*) I Ч> (?(•*)) Л.+ / \
ф <*) = о • ------- л + 5 (г) £ ск Ф* (г),2 - I } t —я .=о

(34)-

ф-(д)=4г֊ 1՜с* ФГ (я).
Д~ I J ( — г *=о

т

Положим 1. = — 0-1+•—!-'•„). Очевидно, что —х есть порядок функ
ции *5(г), при г—» ос. Число >■ будем называть индексом функции 
£>(/). Теперь из теоремы 3 и (34) следует

Теорема. 4. /7։/стпь/(/)££'(Г), тогда общее решение задачи. 
А, равное нулю на бесконечности, в зависимости от индекса х 
можно представить в виде:

а) если /■ > 0, то

ф+ (г) = (* Л ,, + 5+ (г) *£ с ф; (2),
214 3 1-г

Т

ф-(г)== л + £-(2)։Ё\фГ(г), (35>
2-г ,М — г *=о

г

где с0, с,,- ••,с։_1— произвольные комплексные числа, при х 1 
и с0=С| =• • •= с։_[ =0, при х = 0.

в) Если х< —1, то задача имеет решение тогда и только 
тогда, когда

?(/)/* 4/ = б, к =0, 1,.., -(х-|- 1),
г

при этом решение определяется по формуле (35), если положить 
Сд с^ — ՝ * • — сх_। — 0.

3°. Пусть теперь Г — кривая Ляпунова, а т = л(//) (£/0 <£7< их) 
— ее параметрическое уравнение. Предположим, что л (£7) и Х(՜) дваж
ды непрерывно дифференцируемы по параметру. Для любого С £ Т 
положим ։С) =-• «и՜1 (а(ш(0)) и 8 К) = у.-։ (ш(Г)). Обозначим

;,(С; -------------- (ЭД

“(“ (^)) —‘о(г®(«)) ։ч?(’)) -- 1*(г-1Р (?))
Имеет место оценка [10]

|Лг(С; +1)(С; «е Г). (37)
\|ч — г£|' /

Аналог функции 5(л) обозначим 
вид

). Она имеет следующий
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_2_ Г 
2к1 .1 / — г 

~ ~ г 
5+ (л) = Ф։ (г) е , при г £ б՜1՜,

1 1' ■? (О
I / - я

5֊(г) = ФГ(л)е , а £6՜
где р(/) — обратная функции <։(/), <р(/)— решение уравнения 

к<р = ®(<)_-1֊С(—Ц- —)?(՜) л = ь £>(о.
2к^\т — I а(т) —а(Л/ 

г

а через Ф, (х) обозначен аналог функции Ф, (г).

Далее аналоги преобразований Нг и В, обозначим через Нг 

Вг, соответственно. Используя оценку (37) можно установить оценки 

(24) и (28) для преобразований Нг и Вг.
Пусть теперь Л"? =■/(/) (5+(а (/)))“',

ф; (г) = 2֊ 1՜ 2 &։
2т.( Л / — г 

Г

Ф* (г) = ~~ ! - - <11 + г*, г £ С ,
2-1 .» { — г

Г

где ф* (/) — решения уравнения /Сф = I (к = 0, 1, 2,-•-).
Применяя отображение / = ш (г.) в условие (3) и исг.ользуя ука 

занные оценки аналогично теореме 4, получим решение задачи А.
Теорема 5. Общее решение задачи А, в зависимости от ин

декса х, можно представить в виде
2) если х > 0, то

Ф+ (Л) = + 5+ (г) ск ФА (г),
2г. г t — г

(38)

ф- (2) = А-Ф. 1՜ + 5՜ (г) ск Ф* (г),
2^ г I — г к-ог

где сп, с1։ -• •, сх֊1 — произвольные комплексные числа при х^-1 и 
Со = с։ = • • • — , с։-1 = 0, при х = 0.

в) если —1, то задача имеет решение тогда и только 
тогда, когда

(՝ф(0«*Л = 0, к = 0, !,•••, -(х + 1), 
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при этом решение определяется по формуле (38), если положить 
Со = с։ = • • • = сж_։ = 0.

4'. В качестве применения рассмотрим следующую задачу: най
ти в единичном круге |z| < 1 решение уравнения Лапласа àU = 0, 
удовлетворяющее граничному условию

а (t) 4- 6(0 -^*L=/(f), «С Т,
ох оу

где / = ?4-г»Ь U (t) = U (î, fi), a(t), b(t)£H0(T), a(t) ֊t֊ ib (f) =f= 0, 
f (T). Так как /Ç£*(D, то естественно граничное условие так
же понимать в смысле L1, То есть

lim [а(0-^֊^ + 6(0 ^֊^ ֊/(0’|Л| = 0. (39)
Ох Оу |

Так как U (z) представляется в виде £/(z) = Re T(z), где Ф (г)— 
—аналитическая в единичном круге функция, то (39) можно предста
вить в виде

liai JRe D(t) Ф (rt) -/(f)j։ = 0, (40)-
г ֊»֊1—0

где D(t) = a (О + ib (t).
Введем теперь функцию

Ф (я), при |z| < 1

тогда условие (40) примет вид

-гШ -°֊
который является граничной задачей типа (3), когда а ( է) = է.

Автор признателен профессору H. Е. Товмасяну за постоянное- 
внимание при выполнении данной работы.
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2. Մ. 2ԱՅՐԱՊՍՏ9ԱՆ. Տեղաշարժով Ռիմաե-Պրիվալով|ւ խզվող խճղիրթ 2,1-ում՜ (ամփոփում)-

Աշխատանքում դիտարկվում կ խզվող գործակցով Ռիմ ան-Պ րիվա լովի խնդիրը այն դեպ
քում, երբ աջ մասը պատկանում է Լ1 դասին. Դասական եզրային խնդրի պայմանը փոխարին
վում է միջին իմաստով զուգամիտության պայմանով. Ապացուցվում է դրված խնդրի նյոսոերու- 
թյունը 1Л դասում, հաշվվում կ այդ խնդրի ինդեքսը և կառուցվում են բոլոր լուծումները։

H. M. HAIRAPETIAN. Discontinuous Riemann—Privalov problem with shift In Լ' 
(summary)

In the paper the Riemann—Privalov problem with a discontinuous coefficient 
and the right hand side belonging to L1 is considered.

The classical boundary condition is appropriately changed to fit the Lt case.
The NoethernrsS of this problem is proved and the index is calculated. All so-- 

lutions of the problem arc constructed.
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