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РАЗЛИЧНЫЕ УГЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

1. Предварительные сведения

Через £„ обозначим ո-мерное евклидово пространство элементы 
которого суть х = (х։,- ■ •» хя)х4^Е’։ = (— оо, °о), к > 1. Для х^Еп,

Л 
д£Еп, число есть скалярное произведение, а норма

1

|х| = ( У х2)1'2. Пусть Լր (ЕК) есть пространство измеримых функций 
/, для которых норма

ВД, = ( [|/Г^) Р < °о> </х = </х։-- ժxж. 

Հ

Положим далее С* = {а = х 4՜ ։у; х£ £1։ ։Հ>0|; Շշ՜՜1՜ = С/ХС^.- Для 
функции /££։(£я) преобразование Фурье есть

թ [/, х] = Г/ (է) е՜*' * մէ, х^Еп

и которое обладает свойствами (см. [1], стр 8—27).
1. Пусть /, (Ен). Тогда

Р[(/ х] = Р[/, х?Р[* х], • 

где (/*#) = յ / (х — у) £ (у) ժց.

Еп

2. Пусть/^ձ։ (£«). Тогда

Р [/« - А), х] = е֊2'^Р[/, х].
3. Пусть/, տՀԼւՀճռ). Тогда

^Р[/, х] £ (х) </х= յ Г [ջ, х]/(х) ах. 

Հ еп

Здесь интеграл понимается в смысле среднего по Абелю ([1], стр. 11). 
При этом, если подынтегральная функция суммируема, то интеграл 
совпадает с интегралом Лебега.
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' 4. Если /£А։(£л), ТО

/ (х) = у F [/, /] е”'"* dt = F’ [/, — х] = F [F [/, ф-х].

En

5.

6.

Если Pr,(t) =---- - -------- ядро Пуассона, ч>0, t(zEt, то
1 i1 + tj։
F[A„ x] = e՜՜2”1 ,x|> F’[A, x] = Pr,(x).

àf
Если/£ £։ (£n)> g=-^~ ’ TO

P [tf. XJ = 2k ixk F i/. *]•

7. Если /££,(£„), то 1/||, = |Р[/, х]|։.
Заметим, что в статье приведенные рассуждения и выкладки иден
тичны для случаев п > 2, п = 2. В силу этого для краткости и боль
шей наглядности рассмотрим случай п = 2. Введем множества

■ 8(к, Л)=((11, 1/> <1։/^<Л, к = 1, 2},

д (х։, х,) = Д(х1։ х։, а, А, М=։(х։, г,)€С2՜4'; |Ие — хА| <

-<а1шг4; 0 < 1ш < А, А' = 1, 2; 1/Х<1т я1/Кех1 <Х],

х* = ?* + ։’)*> 00 Ъ А = 1, 2,

•где 0 < а, 0 < h, 1 < >., (х1։ х,)^£,.
Пусть / £ £։ (£,)» f՝n = 2՞ \ п^-1. Для любой точки (х։, х,) £ El 

положим

М՝!_п = sup ֊Y 1՜ l/l dt dt, r = [a, b-, c, rf],

b — a 
d — c

где 1/Хл < (x)։ x,)^r. Затем положим

М(!,хи х,)=вир (м,,---, 1/]/Лл 2Ихл»---1- (1.1)

Указанные функции были введены в [2], [3] и там же доказано нера
венство

1((х։, х,) <֊ £, : М(f, х։, х,) > v)| < —1/|. (2.1 )
V

Если/^£р(£։), р>1, то

||/И(/, Х|, х։)Зр 4$ Со В/1₽, (3.1)
;где С, Ср не зависят от v, /.

Пусть F комплекснозначная функция с непрерывными частными 
производными до второго порядка. Для точки (х1։-х։ ^Е2 ъъидыл
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^1» *»։) + Ъ] </«։ ^1 ^з.

(4.1)

гЧЕ, «,>_ Г к [& »■ + -а)1 + -1 +„ГР?■ +

О (А, Л)

</7)1 </7)։ - [т|։ £, (Г, Х1։ Х„ 7!1։ 7)։) + ТЛ 13] 0^3, (5.1)
г а. л)

ж* ~ ՝* + П*» Аг = 1, 2.

Очевидны неравенства
Л Хт;, Х1»Х1|| Х,4- вг,։

5։ (Г, Хр х։) < у 4/ч։ <&13 у <Л։ (£1+^։)Л։.

(I Х—Ч X«—«11

Л Хт||
Я’(Л ■*>> *а) < У <Лъ Ь։£։(Х1, х։, 7)1։ т]։) 4֊ ^з) 

0 х-Ч
Подобные величины для функций одной переменной были рассмотре
ны в работах [4], [5], а для функций, определенных в С^=£я X (0, ос), 
в работе [6]. Указанный круг вопросов в настоящей статье рассмат
риваем для функций, определенных в области С2՜՜ + = 21 „-)-։'( 0, со)" = 
= £яХ(0, оо)Л.

2. Основные неравенства для введенных величин

Предложение 1.2. Пусть /^к.х(Ез). Тогда для (х1։ ха)££։, 
а^>0, А > 0, X 1 выполнено неравенство

х1։ х։)<С5(£//, х։, хз, а0, Ао, Хо),

где С^>0 не зависит от (х։> х։), а

П/{х1г хз, Цз, >)з) = £//(х։, хз) У /(х, 4- /, Хз 4֊ ■։) РЛ1 И) (х) Л </т, 

в.

где РпЦ) = Г‘ > т) > 0, а0 > а, Ло > А, )п > л.
Р 4֊

Доказательсво . Зафиксируем 0 а 1, Л > 0, 1^1, (х1։ х։)£ 
£ Е3 и рассмотрим выражение

Л Хц,
g'> (И/, х„ Хз) < </т(1 у [т;։ £։ 4֊ Г)з £։] (1-Пз <

0 X֊1 Т),

(7)։^'։ 4՜ ОгТг) — /։ 4՜ /а, (1.2)
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։-* Хч,
/։ = у у </т7։ | (т}։£| + тцЬ1) </*1։ = Л| + /։։•

1-*—՜.1 х—Ц,
Оценим каждое слагаемое в отдельности. Имеем

Л1<с£2~ЗЛл/*՛ (2-2)
1

где С не зависит от (х։, ха), а

Лй = шах А։ (£//, х1։ х„ 7)։, т}։),
при ■

2՜*՜1 < 7)1 < 2՜*, X՜’ 7)։ < 7), < ).7)։. (3.2)

Пусть в точке <2*(х։, ха, ак, Ьь) достигается максимум. Тогда

Л14 С J 2՜3* dUf(Qk) |а 
dx։ ।

dUj{Qk) «
<?7)i

Обозначим через °к = ° ((2к> гк) сферу в С։ с центром в точке <2* и 
радиусом гк = а 2՜*՜’, соответствующий шар через Тк. Для произ
вольной точки (В։, 5а, т)1։ >)։) £ Тк и так как 0<^а<1 имеем 
0 i < ал — а 2՜*՜2 < т), < ак + а 2՜*՜’; 0 < Ьк — а2 *"2< q, -< 6* + a2՜*“2,

^-хН-Саг * 2<ат)1; |Еа-х։|<а2-*-2<а/.7)։> (4.2)

2 —g < Ji_ < 4-На х
X (4 + а) т), ' 2 — a

Пусть Хо>-Х-------> 'л, а0 > а)., Ло > h)„ Тогда в силу (4.2) точка

Gi> Ъ, ч?1) будет принадлежать Л (х։, х։, а0, Лд, ).о). Следовательно, 
Г*сД(х1, х։, а0, Ло, Хо). Далее функция L^Uf, $։, т]։, т)а) являет
ся субгармонической в Ct+, а потому справедлива формула

Г*)|
°л

7)։, 7],) </с։</;։ </7)։ </7)։<

< С23* у Д <#։ </са </>)։ d■qг,

где |з^| есть площадь поверхности оА, а С не зависит от /, к. 1.
Теперь заметим, что для всех к > 1

°лП°*+з=0- • (5.2)
В самом деле, в силу (4.2) для точек (5։, qi, =А и (^, ^к+1

Ъ < 2 *՜3 + <х2՜*՜6 = 2"*“3(1 + а/4): 7)։ > 2~4—1—а2~*~2>2֊А—1(1—а/2),
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то есть Стало быть (5.2) выполнено. Отсюда получаем

Ji, i < С ( 2] + £ + S ) Mt 2՜3* <֊

< С | Д </Tj։ drij, (6.2)

А (*|. Xj
где С не зависит от /, (х1։ х։). Аналогично имеем

Ji.\< С | <й։ dr^. (7.2)
A 'X„ X,)

Из (6.2), (7.2) вытекает

Ji<C- | (£։ 4- £,) dix <Л։ dt\x d7)t.

A (X,. X«, Л,, ),)
Подобным рассуждением получим

Ji -*С С у (Lx + Lj) dix rfBj dt\x di\i,

A IX|, X,)
где С не зависит от /, (x։, xa). Из последних соотношений вытекает 
требуемое неравенство и предложение доказано.

П р е д л о ж ен и е 2.2. Пусть Тогда для а> 0, А > 0,
Х> 1

! S(Uf, х։> ха, а, Л. Х)|։ С С Из»

где С не зависит от /.
Доказательство. Заметим, что если (В։, ։։, tj։, Tja)£ А(0, 0, а, 

А, X), то (ч+х|, 6а+ха, Ч։>4։)€д (*։> хг> а> А, X). Положим V (Е1։ ?„ 
7j1։ т;а) = Ф (z։, z։), «*=?* + А = 1, 2 есть характеристическая 
функция множества Л (0, 0, а, Л, X) и рассмотрим выражение

S*(Uf, Х|, ха) dxx dx-ц Т -Аз) dix c^7li ^з ==

= | dxi dxt J 4' (Е։, с։, ■>)„ 7)։) [£։ (В, + х։, 5а + 

£’ cf+

+ х։> т)|, i)j) + £a] dii di-2 d^ d^.
И спользуя свойства преобразования Фурье получим

р£//(*1 + *' «a + s ’Ji, ^1з) . „ =Fl---------------- ---------------------*1Х։

(8.2)

|F [/>,„ xJ|.-|F[/. х„ xj

'dUfdj-i-t, + 7)i> 'Ча) .

d 41
xu x։ =
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= |Р[/, х„ х,]| Р
Г д р

Ггц, Х1
1.011

С другой стороны

для всех х^£։1 а С^>0 не зависит от х, 1. Таким образом

д (о, о) Е,

«/X! <1х3 I 

Е,

Д (0, 0)

в,

Х1 
О1

Л Ь)1

Г. Х1. *։1|։ **։ ]

0 1 >֊Ч

с
1

с
1

«1

д

։. (9-2)

г / п < ди ди дигде С не зависит от /. Подобные оценки получим для —, —, —.
<?1։ дЬ, дт)3

и из полученных неравенств вытекает предложение (2.2).
Предложение 3.2. Пусть /6^1 [Е3). Тогда существует

константа С > 0, не зависящая от / и х1։ х։ такая, что

®ир е; дИ/

В». 11. 1»)

\ <ч|/ ՝/>**’*«

где зир берётся по (?։, Е։, т)։, 1։)бД(х։, х3, а, А, к). 
Доказательство. Положим

(2л(/) = 1^11; t^E^ 7,>0.
0г от)

Непосредственными вычислениями получим

10,(01 < С/-П, 1С,(0| < С/7), Ю,(0! < С-п/е,
(10.2)

в,
И для всех (?, 1)6 ((с. 1):|5|<ат։), Е3, 

£։

(10.2'>
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где константа С не зависит от I, 5, ч\.
Зафиксируем (х1։ xJ^fj и ®(Л ”)=/(x։4-f, х34֊т). Пусть (;։, 53, 
’ll. %) С д(°- °. “» Л> Х) и ^/(«i+x1։ £։ + ха, т),, Ti։) = t/T(E1։ ?„»)։, Th)- 
Полагая S 0, рассмотрим выражение

’ll
dL'fi^+xj, Ч + х3. Гп, ri։)

= ’ll

т)(2чи-Е1)РгД^-53)Л</г
X,

—» -г г —։

dU? (Ei, 53. ’ll. ’ll)

*1

Используя (10.2) и уже известные рассуждения ([2], стр. 88— 95; [7], 
стр. 465—470), получим неравенства

|/*|< СМ (?, О, 0) = СМ(/, х1։ х3), к = 1, 9,

где С не зависит от /, (х։, х3). Подобные оценки получим и для 
ди, ди, ди, „—-. —- . —- • 11редложение доказано.
дтк д^3 дт]։

3. Связь между угловыми характеристиками и граничными 
значениями

Теорема 1.3. Пусть и т > 0. Тогда

||х։> х3): 5 (П,, х1։ х3) > т}| С С/т |/|։, (1.3)

где С не зависит от /, т.
Доказательство. Не ограничивая общности положим / > 0. 

В силу предположения (3.2) имеем

A (x, X,)

|C*^/(5i, «з, ’ll. ’h)

I--- -------d^, drix CM (f, x„ x3)?<

(2.3)
dU, d^x dta d-t-ц dr)3

J <«!
Л (X. X,)

Исследуем выражение

’ll
= CM (f, x1։ x3) B(xx, x։).

E, E,

’ J 

л (0, 0)

\dPM 
dt

rfE3 <rt3 dr\x rfv)3

’ll

• //%,('*)! dt d-г <

<Л։ </53 dtjx drit

1(0. 0)
’ll J dt

E,

Р-ц, (t) dt d-г I f (u, v) du dv

El
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<1/1, У (3.3)

А (0/0)
где С не зависит от /. Теперь из (3.3), (2.3), (2.1) имеем

/((х։, х։):$?>*։)К1РИ(/, х„ ха)В(х„ х,)><’/С||<

<|{М(/, Х„ х։)>*/С)| + |{В(х։, ха)>*)|<-֊-|Д.

. ди, ди, ди, _
Аналогичные неравенства получим для -—> > —----- Отсюда сле

дует требуемое неравенство.
Следствие 1.3. Пусть {^ЬР{Е2), 1<-р<2. Тогда

^{и/)\р<Ср\ПР, (4.3)
где Ср 0 не зависит от

Д о к а!з а т е л ь с т в о. Справедливость (4.3) вытекает из предложе
ния (2.2). теоремы (1.3) и теоремы Марцинкевича об интерполирова
нии операторов ([8], [9], [10], [7], стр. 169)..

Теорема 2.3. Пусть /£Ьр(Е2), 1<р<оо. Тогда справедли
во неравенство

((//)3р < Ср||/||о, (4.3)՛
где СР не зависит от

2
Доказательство. Положим р ^>4, 1/^4----- = 1. Имеем

Р

WJMp=[ J|5»(t//։ х„ Х։)|'՞ dXl dx.^" = 

' Et

= sup 5։(^/> *i, X3) <p(x„ xa) dx, dx2, (5.3>
9 J 

ft
где sup рассматривается на функциях ®^£?(Ea); ■< 1, с^-0.
Рассмотрим выражение

Г — frnfj- х , dr I (^1» ’)։) 1Ji — i т k^i, xaj dX| axa 1 ---------- —------------- dzt dn2 d^t dvl2 =
J J

A (x„ x։)

= J ? dxt dx2 J di I di2 d^ dx\2 v

£. A (0? 0)

X I / (5։ + X, -ь ?а 4- ха 4- т) ~ РТ։, Р, dt d- ‘ ■ 

£1
Отсюда и в силу предложения (3.2) имеем

./՛ < С <р у е,'3^Г>1 ^'М՛1 (/, Х1 4-։1։ ха -г «а) с?х, ^ха <

Ег А (0, 0)
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< Ср ----------֊5--------- ( |<РГ </*1 х

А (0. 0) Е,

X ( У [М> (/, х։ + £։, х։ + ’<&, ^х,у Р <

Е,

< С,|М(/. х։, х։)£,

где Ср не зависит от /. Аналогичные неравенства получаются для
д11 ди ди .. П1---- > ----- - -------- Из полученных неравенств и (5.3) вытекает (4.3) для
<4 д^ д^
р >4. Отсюда и из предложения ,(2.2), теоремы Марцинкевича заклю
чаем, что (4.3) верно для всех р 1 и теорема доказана.

На основании предложения (1.2) доказанные теоремы распрост
раняются на величину е(1"), а именно справедлива

Теорема 3.3. Пусть / £ Др С^а), р^>1. Тогда
1{(х։, ха):^(£//, х։, х։)>>]|< СМД,

если р = 1, и 
к (с/))р <. ср ц/Цр,

если р^> 1, где С, Ср не зависят от /.
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Հոգվաեի մեջ մտցվում Ab*S(F, Х],Хо.. ХЛ), g (F, X|, Xn,..,Xտնկյոմւաջին բնութագրերը
և Պուասոնի ինտեգրալի համար ապացուցված է (1,3), (3,3) անհավասարությունները.

A. G. JVASHE1SHVIL1. Various non-tangential characterizations for harmonic 
functions of many variables (summary)

In the paper the non-tangential characterizations 5 (F) and y (F) are introdu
ced for the functions, difined In the domain The inequalities (1.3) and (4.3)
are proved for the Poisson singular integral.
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