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. СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

В работе [1] Эрдеш и Кац для широкого класса последователь
ностей независимых случайных величин 5/, t^Z1, показали, что

lim Р (max |5*|<snx) = P (sup В(s)<х) = Т(х), х>0, (1>
л-- 1<*<л 0«<|

где S*=£E„
»=1 /=1

(В (s), s > 0) — стандартное броуновское движение

4 Д (-1)* — У------- — ехР1г£о2* + 1
(2& + 1)ак3

8 ж3
Соотношение (1) обычно называют принципом инвариантности типа. 
Эрдеша—Каца в отличие от общего принципа инвариантности Доне- 
кера—Прохорова [2]. Несколько позже Чжун [3] оценил скорость схо
димости в принципе инвариантности Эрдеша—Каца и с помощью по
лученной оценки доказал следующую теорему:

Теорема. Пусть Б/, 2,•••—такая последовательност
независимых случайных величин, что

#, = 0, ն = £1Տ,1։< + °°> * = 1. 2>- -

и, кроме того, выполнены условия։
1. -» оо, п оо;п
2. тах 7*(2?Е>)՜1 = О(5а՜’) для некоторого 6^>0. Тогда

/ max JS*| \
Р lim inf-----,Ճ1Հ1։<Ո-----------т» = 1=1.I— в-"’*,.«։ Ig I

Утверждение этой теоремы будем называть законом повторного лога
рифма в форме Чжуна. В дальнейшем много работ было посвящено 
уточнению оценок скорости сходимости в соотношении (1) как для 
последовательностей независимых случайных величин, так и для после
довательностей с зависимыми членами (см., например, [4], [5]). В на
стоящей работе нас интересует справедливость соотношения (2) для 
слабо зависимых случайных последовательностей.

Говорят, что стационарная в узком смысле последовательность 
случайных величин Ь. удовлетворяет условию равномерно силь
ного перемешивания (р. с. п.) или ^-перемешивания, если
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|Р(/4ПВ)-Р(Л)Р(В)| <<р(л)Р(В), ®(л)-*0, л + оо, 
при всех

#.-С0) и Л£а(?<, I > п).
Последовательность $/, 1^2' удовлетворяет условию ^-перемешива
ния, если

|Р(ДцД)-Р(Д) Р(В)К'Ь(п)Р(А) Р(В), р(л) —О, Л-ОО, 

при всех
В£о(£/։ со 0) и -4£о(£/. О и).

'Справедливы следующие теоремы:
Теорема I. Пусть стационарная случайная последователь

ность £Ь= о, Е|е,|։< 4-со, удовлетворяет условию р.с. п.,

причем У Ч’1/։(л) < 4՜ о°. Тогда ряд а* = £?о4՜ $ £ В/<С 4- ст. « 
«■»1 *=1

если о’>0, то для последовательности В/, ^2', справедлив закон 
повторного логарифма в форме Чжуна.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 справедливо следующее 
утверждение: '

Р (шах |5»|<аЛх)= Т (х) 4֊ 0( ( ) ՛ V

Приведенные теоремы усиливают результаты работы [4], в кото
рой используются мартингальные методы, а также работы [6].

Отметим, что утверждения теорем 1 и 2 остаются справедливы
ми и для последовательностей с '^-перемешиванием с заменой условия

У ®1/2(л) < 4- со на У 'НП) < 4՜ Поскольку доказательства соот-
П=1 Л = 1 ,

ветствующих утверждений проводятся точно так же' как доказатель
ства теорем 1 и 2, то мы их опускаем-. Заметим также, что аналогич
ные результаты можно получить и для стационарных случайных по
следовательностей, удовлетворяющих условиям а, и р-перемешива՜ 
ния, но это тема отдельной публикации автора.

Автор благодарит профессора В. В. Петрова за внимание к на
стоящей работе.

Доказательства сформулированных результатов. 
Прежде всего докажем теорему 2. Доказательство будем проводить 
путем сведения к независимым случайным ^величинам с дальнейшей 
проверкой условий теоремы Чжуна. Заметим, что в отличие от тра
диционных доказательств предельных теорем с использованием мето
да Бернштейна, нами в процессе доказательства будут использовать
ся блоки разной длины.

Пусть
/(п) = [и’], £ (л) = [л₽], где ~ < а 1, [■] — целая часть числа.

Обозначим через Л(п) наибольшее целое число такое, что
Л Гл) л (л)
£ /(/) + Д*(/)<". (3)
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Справедливы следующие леммы.
Лемма 1. При любом существуют константы О 

< с։ <՜ + со такие, что

с։п <^Л(л)«\СаП
Доказательство. Из определения функции к(п) следует 

что
А (л)4-1 Л (Л/-Н , -

П< X /(/) + X г(/)<2/(^(п) + 1)ад4֊1<а1Г+1(п), а։ > О,

Т. О. С։П <.К(П), С1^>У.

Далее имеем

П> £ /(/)> 2я)/(;)>а,Г+1(п), а,>0.

Лемма 2. При любом имеют место следующие оценки?

Доказательство. Имеем

п <
к* (л) +1

2 /(/) +
(л) +1

;=1
2 *(/)• 
/=1

Отсюда
*(л)

П . /Щп) + 1) , , я(^(п) + 1)
*(л> 1 *(л) ' к (п) ‘ *(л)£/(/) Д/О) £/(/)

/(*(*)-И)
*(л)
Е /(/•) 

7>ф

Л (л)

X Я(/)
7-1_________
к (")
2 /10

<>к-^

г(Нп) + 1)
А(л) *'
2 /(;•)

7>«Сл)

< (кМ+1^+к(п)^ (п) 4- (к (п) + 1 )э
/ к (п) \а к (п) 
\ 2 / 2

Далее

а8^>0> с3>0.

к (п)

/-։ х- „ * (л)^ (л) г-
_ а*-------\ о*>0, С4>0. • ՛;

Лемма 3. [7]. В условиях теоремы 1 

5п = п (1 + о (1)), п -► оо.

+

С3п ,
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Лемма 4. [8]. В условиях теоремы 1

«2 = в2л + О(Л

Лемма 5. [7]. В условиях теоремы 1
Е\5а\'<С>з*, Сь>0.

Лемма 6. [9]. Пусть при некотором * > 2 

£|£лГ<Свл։/2’, С0>0.
Тогда

£(тах|5*|)’-< С0я’/2 .

Лемма 7. [10]. Пусть «/, £* — стационарная случайная
последовательность, удовлетворяющая условию ^-перемешивания, 
м £(х։, х։,---, х*) — некоторая ограниченная борелевская функция, 
т. е. £(х։, xi, —, х*) <.М. Пусть далее Р( \х։, х։,- • ху) и ՝ (х/ 1, 
- • -, х*) — функции распределения случайных векторов (?<„ ■ • •, )
й։ (Е/у+1,-• -, 5ц), соответственно, где ‘’С Тогда

]££(&։„• •■» сц)— (*••• [£(х։, ха,---, ху,х/+1,---, х*) (х։,ха,---
Л я* Л

••• , ху)Х</£в)(х/+1,---, х*)|<2ЛГ<р(։у+։-(/).

Лемма 8. Пусть 5 и т) — случайные величины такие, что 

£5=.£т = 0, £€’< + «>, £>։’<+°=-
Тогда при любом л £ Л, л > 1

|Р(с + 7)<х)-Р(5<х)|<С7£։'2М’1пл +Д. С;>0, С8>0.
1п п

Доказательство. Для оценки выражения |Р(5 4-т)<х) — 
— Р(Е<^х)| воспользуемся теоремой Эссеена (см. [11], стр. 137). Не
посредственно здесь теорему Эссеена применить мы не можем, так 
как в последней имеется условие ограниченности производной функ
ции распределения. Но мы поступим следующим образом. Пусть Ся— 
нормально распределенная случайная величина с нулевым средним и 
дисперсией 1/п. Тогда 5-|-/) + Сл будет иметь абсолютно непрерывное 
распределение с ограниченной плотностью (см. [7], § 2). Далее

0 |РС + ’։<х)-Р(5<х)|<|Р(5 + 7) + Сл<х)֊Р(5<х)| +
+ 1Р(? (-т։ + Сп<х)-Р(5 + 7/<х)՛. '

Кроме того
|£е" (Е+’1+Сл) - £е"Е| < И £|т) + С„| < 

< И £1/2|т) + Ся|’< |/| (£։/2|т1|2+ £1/2 |СЛ|2). 

Применяя теорему Эссеена получим
г

|Р(5 + 1 + Сл < х) - Р(5 <х)| < Ь [у- |£е"(г+’|+։"> -£е"г| Л +
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+ г (6) ֊; < ь (£՛2 Н’ + Егл |С„Р) -2 т+г (6) ~ ,

где С*, Ь, г (Ь) — константы, не зависящие от Т. Аналогично

|Р(1 + г< + Ся<х) -^(НКх)К2Н£|У-т-г(6)֊;՛

Полагая теперь, Т = 1п п и учитывая, что Е |С„|։ = — , завершаем до- 
п

казательство леммы 8.
V V

Обозначим а(*)=£ /(з), 6(^)= £ #(з), и представим сумму 
о=0 1=0

п
5« = У В/ следующим образом

5Я = 5П + 5л,
где

, 4 (л) о(»)+4(։—
5Л= 2 х„ х = еу,

»=1 У—л (»-1)+4 (ч — 1)
V = 1, 2,- *(п),

5« =
к (Л)4֊1 и (’)♦» (»)

2
У-“ (.) + Ъ (.-1)

«у, V = 1, 2,. &(л),2

Л(л)+1= £ 6/, к = к(п).
У = Л(*) .|-й (*)

Пусть
5л = тах |5л1|, 5л* = шах |5ет|, 5П* = тах |5т|. 

1<жл 1<т<л 1<т<л
Кроме того, введем в рассмотрение последовательность независимых 
случайных величин У,, V = 1, 2,к(п), где У, распределены так 
хе как X, и пусть

~ *(Л) 4(л) -
5п = У У»< Зл= У ОУ-,, 5Я — тах |5т\.

■»=1 7«! 1<т<л
Далее имеем

1Р (֊:■ <х) - Г(х)| < р(^~ < х ) - < X ) I +
X $л / X 5д / \ 5л / |

+ Р(г<х)“Р(т<д:) -1֊|^(֊2֊<х)-Г(х) =А1+А3+А3.

Оценим каждое слагаемое в отдельности
Поскольку

• 5Я 5Л 5д 5д 5л » 
то

5л
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Согласно лемме 8

С,£։:
НоШи.

5л

5«

2. , С«
1П п + |---- •1п п

так как
* (л) /" * (’)

£|5><£| Д Л.» + 2]/ £| Ё։£.|։£|£*(л)+>Г Т Е \ЕК |Л) | ||’,

то, воспользовавшись леммами 6 и 2, имеем Г

(4)՛

Отсюда ясно, что Д։

Оценим Д։. Пусть т (п) = [г։1*՜]» — • Тогда можем напи

сать

£я= <2л+ (2л,
где

Аналогично
;,л)+1>

Еп — (^П + (?Л, 
где

Далее обозначим

—, х(л) —, И (л)
<2л=£Г„ 0л= X. г,.

»=։ »-1(л1+։
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шах |5т|

«л

г г*
»«—"(л)+1 I Зя

тах /5т|
т(л)4-1 т'.п

5.

п
и

л»=-(л)+1

(( и\ ՝т--. (л)+1

шах |5т|
(л)+1 т 1 00 Ш ,

։л 5Л

֊ <л) 1^1

с։о՜^
•+1 (Ф)) 

п
П

Таким образом, при х >• —имеем 11 = 0 ((5Поскольку 
1п п \\ 1?зл / /

Л><п = От + От, то точно так же, как и при выводе соотношения (4) 
можно показать, что

Следовательно

? 1?5л 

1? «л

ИО
Совершенно аналогично показывается, что

4=0 Зя.

Оценим теперь /3. Рассмотрим борелевскую функцию

- (* (л)+1)+1>

1 « 11, если] — • ՝ шах
Зя -(л)+։ тс

* (т)

• ։т)+։к (л) ~

О, в противном случае.
Тогда на основании леммы 7

Ц=\ЕЬп (.&^(лН1)+։>- • •, Хк (п)) — ЕЬп (К-(т(л)+1)+ь- • •, 

к(П)
<с։а £ т (?(/))< с1а у; ^(яО))- 

/=-('(л)+1)+1 , (Л)+1Ж
Так как

Ё + <»> то «рОХси-^--
у*
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Отсюда 
со * 1 1
£ <Р (?(/))< с։з 2- —Т <С>4 ».П1Й։

/=т(,(Йж)+1 /—(-։ж-1Ж£ (/) (-Ф (л) 4-1) 4-1)

<с։ап<1"’М|1’-'О, л — оо, так как ?>— • Следовательно

\\ 1?3л / /
Остается оценить .43:

Поскольку 5Л представляет собой [’нарастающую сумму независимых 
случайных величин У„ ч = 1, 2,- • •, то для получения требуемой оцен
ки для Аз достаточно [проверить справедливость условий теоремы 
Чжуна.

Воспользовавшись леммой 5, имеем
£|У,|3 С., (£| У,,2)3'2

(*'л) \1-1 /*(->> \1-в
^£17,1’2 3 £|У,|’^Ё1£|У,|Ч~

С1а(£|У,|Т'2 С„^(л)
.*(л) \1— 1—е —

(,?У«Л к։м
«-1+» 
։ (։+ «) 

= С։н л — 0, п— сю, прч 0 < 1 — а.

Отсюда Аз = О(() • 
\\ / /

Оценим теперь Аз . 
Воспользовавшись леммами 4 и 2 имеем

]<115л 5я1 с-1,| 1—5«1
5я 5л(з„4-5л) 

2 £|У,|։-аЗП-О(л2'3)

5л (Зл 4՜ 5л)

•С |/|

<

п
I
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3-« _ ■■ 1
1+« 3 (14՜։) л

Сто р1 (л 4՜ Л + Л ) -> 0, п -*■ оо.

Применяя теорему Эссеена, получим требуемую оценку, т. е.

// 1 ст 1ог 5д
Следовательно и А3 = О II----------- ) ) •

\\ 1? 5Л / /
.. 1 Из полученных оценок следует, что для л^-----

1п и

s„

Для завершения доказательства теоремы 2 поступим следующим 
образом:

°' Х< In п

’ /5л
sup г (— 

II \ S/x г>-— 1пл

X ] — Т(х) < sup
In n

sup Т (х) + sup
In л In л

Далее, используя оценку скорости 
дельной теореме, полученную в [12] 
формула 23), можем написать

сходимости в центральной пре-
(см. доказательство теоремы 2,

sup
0<х< -Д- 

1П п

< sup />(^ 
°<*<ТПГ Ья

2 sup
— «■<Л<+оо

Далее, поскольку ([3], стр. 221) 
4 / тс^ \

Г(х) <—ехр( — — 
я \ 8 х‘/

имеем
sup Г(х) ■< Т \ С — ехр (—— In’л՝^ ■< 

о<х<—L- \1пл/ к \ 8 /
In л

. 4 . . . 41 „/ 1 \< — ехр (— In л) - ------- — = ОI ---------1 •
« к In л \1пл/

Теорема доказана.
6-559
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Теорема 1 вытекает из теоремы 2. Доказательство этого факта 
проводится точно так же, как и для случая независимых случайных 
величин (см. [3]].
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Տ. Я. ՂԱ&Ա1>98ԱՆ. Տանի կրկնակի լոգարիթմի օրենքի իրագործման թույլ կախյալ պատա
հական հաղորդականությունների համար (ամփոփսւմ)

կրկնակի ^գարիիմի օրենքի իրագործման թսպլ կախյայ պատահական հայսրգա- 
կանսւթյսլնների համար ստացված են րավարար պայմաններ։

T. Р. KAZANCHIAN. The Chung law of iterated logarithm for weaklg 
dependent random sequences (summary)

Some sufficient conditions for validity of Chung law of iterated logarithm for 
weakly dependent random sequences are obtained.
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