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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ КАНОНИЧЕСКИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В работе рассматриваются уравнения и операторы, порожденные 
.дифференциальным выражением*

(Ох)(г)= 17*  (г) у — (17(г) х(г)), (г6Я+:--=[0. «>)), (0.1)
(/г

где /—(2л X 2л)-матрица со свойствами : У*  =— У; У*  —— Ал, а 17(г)— 
непрерывная (2лХ2л)-матрица-функция, У-унитарная при каждом /■£ 
€ /?+ : 17*  (г) у 17 (г) = 17(г) / 17*  (г) = у.

Исследования таких уравнений и операторов определенным об­
разом связаны с задачами продолжений, рассмотренных в работах 

|[1, 2]. В основном мы будем придерживаться обозначений этих работ.
Рассмотрим матрицу У как оператор в комплексном 2л-мерном 

пространстве С2". Тогда J=iP+ — iP-, где ՜P-է = -^- (/շո ± ij) суть 

ортопроекторы на собственные подпространства Н± = Р± С2" опера­
тора у, отвечающие собственным значениям ± i.

В дальнейшем мы будем предполагать, что dim /7. = л, и будем 
отождествлять подпространства Н+ с Ся.

Операторы, действующие в С2”, часто будем задавать их блоч­
но-матричными представлениями в разложении = //_. Так.
например

Р'/я ° 1. exp(Uy)==[exp(-№)/n 0
I 0 —i In J I 0 exp ) In

Дифференциальное выражение (0.1) в том частном случае, когда м- 
функция 17(г) абсолютно непрерывна, совпадает с выражением вида

(Dzx) (г) = J^֊ И(г) х(г), (0.2)
иг

где .потенциал“ 7(г) определяется равенством И(г)=17*(г)  у^-5^1^ .
</г

Л/-функция 7(г) суммируема на полуоси /?+ и принимает эрмитовы 
значения. Последнее является следствием У-унитарности 17 (г):

Дифференциальное выражение (0.1) в дальнейшем мы будем называть кано­
ническим.
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' И (г)- *̂(г)=  ^(г)/-^^ +^^.(г)у пГ(г) =
<1г е1г

у (г)) =0. 
аг

Обратно, выражение (0.2) с указанным потенциалом И(г)(И(г)«- 
= И*  (г); У£Ь\п^п (И+}) всегда можно представить в виде (0.1) е 
абсолютно непрерывной /-унитарной м-функцией 1У(г), определенной

из уравнения _ — №'(г) / У (г) при том или ином /-унитар­
ен \

ном условии Коши.
С дифференциальным выражением вида (0.1), точнее с задачей - 

Коши вида

В7* (г) / -֊ (г <г) ии (г> к): <г°‘ к) У^г°’ х> -/('•€*♦)• 
аг , . х

(0-3)
тесно связано матричное .соотношение вида

~(^(г, ^(г, Х)) = (Х-И) (/•(,. |*)(7(г, X); 
аг >

иЧгй, = V, р£Я/
(0.4) >

Действительно, если м-функция Ъ'(г, Х)(Х£Я) удовлетворяет задаче 
(0.3), то легко проверить, что она удовлетвЬряет соотношению (0.4).. 
Обратно, если и (г, X) удовлетворяет соотношению (0.4), то она удов­
летворяет задаче Коши (0.3) при 1У(г) = 6/*  (г, 0) /.

§ 1. Класс К канонических дифференциальных выражений е I

Определение 1.1 Через Кг обозначим класс (2пХ2п)-матриц-- 
- функций Гд (О (£ £ Яр), обладающих свойствами:

1) Гд (£)—суммируемая на полуоси Я+ ж-функция, принимающая 
эрмитовы и /-эрмитовы значения:

а) Гд 6 ^»Х2Я (ОД Ъ) Гд (0 = Г1 (0; с) Гд (0 / = - / Гд (0; (1.1)
2) ганкелев оператор Гд, определяемый формулой

(Гд/)(О= |Гд(/ + з)/(з)</з, (1.2).

о

является в пространстве £1лх1 (Я+) сжимающим оператором: ИГд|։<^1. - 
Условие Гд£Кг можно выразить еще в виде

1) Гд (^) = [ г о(^, 2) Г С /4х» (Л+). 3) РЪ < 1՜. " (1-3)*
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Легко проверить следующие свойства ганкелевых операторов Гд и Г.
1’ Оператор Гд(Г) является вполне непрерывным в каждом из 

пространств <Я+) (1 < р-£ ») и А С2п <1 (#+)*■
2е Собственные числа •(5-числа) и отвечающие им собственные 

подпространства (подпространства пар Шмидта) оператора Гд (Г) 
одни и тех же во всех пространствах 2,2Ях1(#+)( 1-Ср . °=) и АС?,,

3е Спектр а(Гд) оператора Гд симметричен относительно нуля и 
о(Гд)П/?+\[0| совпадают с множеством 5-чисел оператора Г.

Определение 1.2. Через Кг обозначим класс (2пХ2п)-матриц- 
-функциЙ £/('■)(>֊€ Я), обладающих свойствами:

1) и (X)—У֊унитарная м-функция, допускающая представление

С/(Х) = /2я +|^(Оехр(-/./У)е//, где К £ Ь\пу-1п (Я+); (1.4)
о

2) блоки 1/ц(Х) и £/и(Х) в блочно-матричном представлении 
л<-функции 6/(Х) ((7(л)==8£/>  (>)^ 4֊=1) обратимы при ЛпХ -С 0 и 1т).^$ 
соответственной, следовательно, и и £ И^ях«, Уп

*

Теорема 1. Между множествами Кг и Кг существует (1.1)- 
значное соответствие. А имев но:

а) если Гд^Кьто уравнение

КК(5) Гд(з+ 0 </в=Гд(О (/£/?<-) (1.5а)
О

имеет единственное решение К£ Ь\пугп (^+) и тогда по формуле 
(1.4) определяется м-функция У (г) из класса Кг;

в) если Кг и К (Г) есть м-функция из представления 
(1.4), то уравнение

Гд(0+ [ л: (5-0 Га (5) </5=/Г (о (^/?+) (1.5в)
I

имеет единственное решение Гд из класса Кг.
Доказательство. Утверждение а) с заменой £/(Х) на £/*  (X) 

доказано в [1] (см. лемма 1.1 и теорема 2.1). Докажем утверждение 
в). Пусть задана м-функция (7^Кс-:

Через ЛС2я^_^(/? + ) обозначено пространство абсолютно непрерывных на по­
луоси Л_и 2п-мерных вектор-функций / (г) с нормой

||/||= шах |/(г)| 4֊ |/'(г)1</г.
.) 
о

Через обозначены классы (пХп)-матрнц-функций. элементы которых

принадлежат винеровским алгебрам В’’4.
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| /я - Л J *,,(<)•*' Л

о о

| К.п (t)e-r"df /4- | K.n(t)e‘"di 
— о о —

Имеем

Un ('■) — Ç1՛։ + J (О е '՛' dt)՜ £ В^лхл» 

о
/Г \—1

uè՝о=(/« + I ки (о dt) е ^»хл.
о

Рассмотрим уравнения

Г, (0+J K.rj (s - t) Г, (s) ds = K„ (0, (1.6,)

I

Г։ (f) + f Ku (S - t) Г, (s) rfs = A։։ (f). (1.6։)

t
Символами для них служат .«-функции £/։։(л) и (/,,('■), имеющие ну­
левые индексы.*  Поэтому, на основании общих теорем из [3] (теоре­
мы 21 и 91) можем утверждать, что уравнение (1.6,) и (1.6։) одно- 
значно разрешимы в классе Lny,n (^ч-)- Покажем, что Г, (t) = Г2 (t). 
Положим U0(t, À)=exp(—l'tj) и заметим, что /-унитарность «-функ­
ции U (/.) равносильна тождеству

Ç Æ (о i/o а, >•) J dt + j’ [’ K(t + s) Uo (f, )■) J K* (s) ds dt = 

о 0 0
(1.7) 

.Où mj*. «
= ֊ 1՜ J Uo (f, A) /С*  (/) dt - [ Ç Æ(0 U’o (s, >.) J K*  Çt -I- s) dtds.

Ô 0 0

В. самом деле, имеем

Г КЩ uo(f, >•) dt J 1՜ U'0(t, ).) K* (f) Л = 

0 Ü
oo t

= | [ K(t) U0(t - s, Z) J K*  (s) ds dt 4- 

0 ô

Определение правых (левых) частных индексов см. в [3].
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+ у |то £/.(*-з,  х)45 л = 

о I

= С у К (О и, (£-з, X) ]К*  (з) л л + 

О »
* . -

4֊| у*(О  £/#(/-з, УУЛ*(з)</зЛ  =

=У К(/ + з) и0 ({, X) /Л*  (з) Л Л +

+ У у к (0 £4 (з, X) _/К*  (*  + з) </з Л.

ж, следовательно, соотношение 
со 00 *

(л. + у к (I) и0 (։. X) *)/(/*.  + у К (0 и0 а, X) л) = у

равносильно тождеству (1.7).
Иэ (1.7) получаем в частности

(0 + У АГ։։ {I + $) К-а (з) </з = К?п (0 + j Ки (з) (/ -(- ։) (1.7,)-

о ан • . ,
(0 + У + з) АГц (з) = у АГ1а (з) Ли (< 4- з) л. (1.7,}.՛ 

в ... в
Подставив в (1.7։) значение Л?н и /С1։ из (1.6։) и (1.6а), получим

“(0 + УАГ„(з) Г,(£ + з) 4$\ 4֊ 
о '

+ У ^11 (*)  (г, (/ 4֊ з) 4- С К„ (ц) Г, («4- з 4֊ и) 4и\*  4$ —
• ' У /
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= (п (Z) 4֊ [ К„ (s) r։*(f  + s)ds} + 

о ։ •

4- | (t 4՜ s) 4- | Ки (и) Tj (t 4֊ s 4֊ u) du} Km (s) ds. 
о o'

Это в силу единственности решений уравнений (1.6։) и (1.6։) означа­
ет, что Г1(/)=Г։(/).

Покажем теперь, что м-функция Гд (Z), определенная формулой

Гд(0 = [ ° Г։(<)1.
Ir,(z) о J 

удовлетворяет уравнению (1.5в). ;
Для этого достаточно проверить справедливость равенств

Кп (Z) = f А։, (s) Г։ (Z 4- s) ds-, К„ (Z) = J Кп (s) Г!(Z 4- s) ds. 

о о

Положим 
• Г I <

Ф(/) = J AT։a(s) Г։ (t + s)ds. 

и

В силу (1.6,) и (1.7։) имеем 
■в ••

Ф (Z) = J Ki2 (s) ^А» (t 4֊ s) ֊ J Г, (t 4- s 4- u) Ail (a) du} ds = 

о о
« oo «о • f '•

= J A։։ (s) An (t 4- s) ds — j J Ki։ (s) r։ (t 4- S 4- п) Ап (и) du ds — 

о oo
Л0 •* oo

= A1։ (Z) 4- J An (Z 4֊ s) An (s) ds — J j՝ Ai։ (s) Г։ (Z4-s4-u) Ап(и) duds— 

о oo '■
«О ••

. = A։1 (Z) + 1՛ (An a 4- s) - j A։, (и) Г։ (Z4- S 4֊ «) du՝} A։\ (s) ds = 

о о ...

= An (Z) 4- J (An (z + s) ֊ Ф (Z 4- S)) Ku (s) ds. 

0
Отсюда / *» . ՝

(A1։ (Z) - Ф (Z)) 4- J (A1։ (/ -h s) - Ф (Z 4֊ s)) ds = 0. 

о
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Это в силу единственности решения уравнения (1.6,) дает =
= Ф(<). Второе равенство доказывается аналогично.

Остается доказать, что ||Гз||<^1. Введем для этого лг-функцию 
5П ().) — и и' ()•) ('■)• Ясно, что она представима в виде

50(/.) = |г(<)е-'х,Л (Г £ (/?))•
—•

Легко проверить, что в этом представлении л«-функция I (/) при 
совпадает с Г։ (/). Используя тождество £/,, (>•) и-п (>■) (а) ^21(Х) =
= /„, являющееся одним из следствий /-унитарности 6/ (а), получаем 

/„ - 50 (а) 54>.)- (а) [из1 (>֊) и'п (>) -

- ип (а) и'гх ().)] ’ (а) = ип1 (а) ’ (а) » 0.

Отсюда, учитывая, что 50 (>•) —»0 при >.—»•<», имеем |50 (Х)| < ?<^1. 
Рассмотрим отображение

(Бо?) (Х)-50(Х)/(Х),

где /(>•)= | /(/) е‘,! сН (/€^1х։ (Я--)П 2£х։(Я+)). 
и

Легко проверить, что

($<,/)(*)  = | (Г/) (О + т 

о
где 6/^x1, а Г — ганкелев оперотор, пдрожденный. м-функцией Г։(/)-

Отсюда получаем, что {Г/]2 <|50/5’< д’Ц/}’= д’Ц/|’. Таким образом 
получаем ||Г|| д 1, которое равносильно неравенству |Гд|-<д < 1. 
Теорема доказана.

Теорема 2- Произвольную м-функцию О (X) из Ку можно 
рассматривать как значение в точке г = 0 некоторой м-функции 
и (г, X), являющейся решением уравнения (0-3) и имеющей на бес­
конечности асимптотику

и (г, 'к) = ио(г, л)-|-о(1) при г-»֊со. (1.8)
При этом м-функция й^(г), определяющая это уравнение, 

начиная с некоторого г0 (г0 > 0) представляется в виде:

^(г)=/2л+ (г0< г<ео; С^1}2пх1п{г0, оо)). (1.9)
Г

Доказательство. Вместе с заданной л<-функцией иКу 
рассмотрим соответствующую ей л-функцию Гд£Кг. Мы покажем, 
что для произвольного можно определить м -функцию К (г, /) 
из уравнения
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K(r, t)- | К(г, 5)Гд(< + з)Л = Гд(Л-г)(0<г<<<оо)(1.10)
Г 

и положив

U (г, 1.) = и0(г, Л)+ j К(г, t) UQ(t, À) dt, (1.11)
Г

получить искомую ж-функцию U(г, /).
В пространстве Z.L/i(r, °о) рассмотрим ганкелевы операторы Гд, г:

(Гд, ,/) (г) = J Гд (t -F s) f(s) ds (0 < Г < t < 00 ). 

r
Операторы Гд, r можно представить в виде Гд, г = Р/-ГдРг, где Рг — 
операторы ортогонального проектирования ЛгЛХ1(/?+) на Z-Lxi (g °0)- 
Поэтому [|Гд, С|Гд||։ < ç<C !•

В силу свойств 1° — З3 ганкелевых операторов можно утверж­
дать, что спектральный радиус р(Гд, л) оператора Гд, г в простран­
стве /-2пх1 (г, °՜) удовлетворяет неравенству: р (Гд, г) <• ЦГЛ, гЦ3 < q < 1- 
Поэтому при каждом фиксированном rÇ^R^ уравнение (1.10) имеет 
единственное решение К {r, t) из класса Linxin (г, »)• Более тот, 
это решение представимо в виде ряда :

К (г, t\= £ Кп(г, t),

•в
где Â'0(r, /) = Гд(г+#), Kn(r, t)= j*Ân-i(r,  s) Гд (s-H) ds (п>1). 

r
Ряд этот сходится по f в метрике пространства Z-LixJn (г, °°) равно­
мерно по r^R+. Действительно, так так Кп(г, <) = Гд, г Гд (г 4֊ t) и 
Р (Гд, f) •< q 1. то начиная с некоторого п0 справедливо неравенство

1՞ |Мг, /)| л = 1՜ |Г2, г г (г + о| < СЦГ1 Ж < Сд" (п>л0). 

г г
Для ж-функции и (г, л), введенной по формуле (1.11), имеем С (г, л)=

= V ип (г, а), где ип(г, а) = । Кп-\{г, <) £/0(^ М л и еледователь- 
л-0 Г

но \ип(г, л)|< Сд'1՜1. ЛГ-функции Кп-\(г, О и ип(г, )■) представим в 
развернутом виде: 

со
ЛГл-гСл 0= ( ■••• | Гд(г + 51)Гд(У1 -+-5։)’---Гд (5^-4-0^51

л-1
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. ип(г, Х) = .|:....|Га(г + 51) Га («,+•*)•••  

г г
п

• ■ - Гд (։Л_1 + /) £Л>(Л X) ds^ • ’^5я_г Л.

Введя новые переменные : т։ -= г + 51։ т։ = + ®։, • • •, ’'Л-1=5я-։+5л-1»-
тл = 5л-։ + ^(5*  = Д(-1)‘_^/+(-1)*  г(Д:== п-1); < =

= 2 (—1)"-/,։> + (—1)"г^. получим

Кп-1 (г, I) = [ Гд (т,) | Гд (т։) у Гд(х3)... 

՝ ։ й *’• т,-т,+гг

£ (-и՞՜2՜ 7 т/ + (-։)"-։ г+г

4-(-1)я-։г + ^Л։ <Л, - - Ля_р (1.12>

ип{г, Х)= уГд(т։) [Гд(га) у Гд(т3)... 

2Г ч — 2г
со

•••• у Гд(тл) £/0

(-1)л-1_/ту + (-1)'։-։г+7

+ (֊ 1)’ г) -^л. (1.13).

Из (1.12) следует, что при четных п имеют смысл лефункция Кп (г, г) 
и выполняются.неравенства

со со 2 ।

У |^։л(г, г)Иг< (у|Гд(0|л) (О<Го<«). (1.14).

Го
Следовательно, /^п(г, г) является суммируемой ж-функцией на полу­
оси /?+.

, Из (1-13) следует дифференцируемость ж-функции ип(г, к) пог 
и формула

, ,г га*
/— ип(г, 1) = ).ип(г, А)-2/ 2 к2,(г, г) им/(г. ).). (1.15). 

/=0
Через обозначена делая часть чис»я п * .
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Рассмотрим теперь выражение

г/*  (г, р) ju (г,).) = 2 и\ (г, & J 2 Uk (г, к)= 
л=0 »—в

= 22 £/:_л(,г, р)/£/*(г,  к), 
л—о л—о

Воспользовавшись формулой (1.15) и учитывав, что JKy(r, г) = — 
-- Ку(г, г) J, получим

— i u'n-k(r, р)А(^) = 2֊(^(г, Р) j) Uk{r> Х) + 
а г * _ о *-о  а г

4- 2 U՝n-k (г, р)^-(/(/А(г, к)) = 
»-о а г

л/ m !,։ у

------2 н £/л_* (г. р) - 2/ 2 Ку (г, г) Un-k-i-y (г, и) £/* (г, к)> 
а=о\ . < II

\ л^л >

/ м 1 • \

+ 2 (Ул-Hr, Р) к Uk(r, ).)-2J 2 Ку (г, г) Uk-y-y (г, к) =
*-0 \ J-0 /

= (к - р) 2 _ А (г, р) 67*  (г, к) + ч

[^]
+ 2 2 и'п_к_у(г, у)^Ку{г, г)ик(г, к)- 

*-։ ;-о
[—1Л I 2 1 • к .

֊2 2 ип֊к(г. ^)2]Ку(г, гуи^^^г, к).
*-1 /=о . .

л , л ,
<3 другой стороны, поскольку 2 £7л_*(г,  р) ]иц{г, к) = 2 ;/*  (?,. р)Х

*=о а—о
]ип—к (г, к), аналогичным образом получаем также равенство

£/;(г, Р) /г/л-р(г, к)=(к- р) 2 и'р(г, р) (/л_р(г, к) +
“ Г р-0 р—о

л И . -■
2 2 ир-г-у{г, ^2]Ку(г„г)ип-р(Г. к)֊

л га„
-ЕЕ £4 (г. Р) 2/^27 (г, г) ип-р-у(г, к). 

р-1 7=о
Подставляя в последнее равенство р п — к — 1 и сравнивая полу­
ченное с предыдущим равенством, можем утверждать, что

2 и* п_к (г, р) ]ик (г, к) = (к ֊ Р) 2 (г, Р) ик (г, к).
о г *=0
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Таким образом, для «-функции Щг, 4=£Un(r, >•) получаем тож­

дество (0,4)
Для завершения доказательства теоремы остается доказать 

представление (1-9) для «-функции W{r)=U*(r,  0) J. Заметим для 
этого, что в силу неравенства (1.14) ряд £ Кц (г, г) при некотором 

7-0
г0>0 абсолютно сходится в метрике пространства Ltny.in{rn, оо). По­
этому суммируя почленно равенства (1.15) получим

J — U(г, л) = л Щг, Л) - 2/ £ K2l(r, г) U (г. /.). 
d г j=o

Это означает, что дифференциальное выражение вида (0.1), порожден, 
ное «-функцией Г/(/.) из Ку, при г > г0 принимает вид (0.2), где И (г) = 
=—2J у К1]{г, г) является эрмитовой и / эрмитовой «-функцией, 

;=о
суммируемой в интервале [г0> °0) :

1) И6ЙяХ2Я(г0, «>), 2) И(г)»Р(г)(г.<г<оо),
3) JV(r) = - V{r)J{r. <r<oo). (1.16)

Теперь остается добавить, что «-функция К (г, t), определенная из 
уравнения (1.10), удовлетворяет условию 

ее •
lira j |ХГ(/-, <)| dt — 0, 

r
так что U(г, л) имеет асимптотику (1.8), а потому W(г) представима 
в виде (1.19). Теорема доказана.

Определение 3. Множество канонических дифференциальных 
выражений вида (0.1), отвечающих по теореме 2 «-функциям U £ Ку, 
обозначим через К.

§ 2. Канонические дифференциальные выражения (0.2) 
как подмножество класса К

Рассмотрим множество Vo канонических дифференциальных выра­
жений вида (0.2) с потенциалами И(г), удовлетворяющими условиям 
(1.16) при го = О. Покажем, что VocK и в некотором смыс\е плотно 
в нем.

Заметим, во-первых, что при рассмотрении операторов, порож­
денных выражениями вида (0.2), всегда можно ограничиться выраже­
ниями с так называемыми .нормализованными“ потенциалами И(г), т. 
е. потенциалами, удовлетворяющими условию JV (г) — — V (г) J.

В самом деле, представим рассматриваемый потенциал И(г) в 
виде И(г)= Р+(г)4-И_(г), где И± (г) =-֊- [ V(r)+J V(r) J] (JV (г)~ 

= ± Kt/)» И рассмотрим матричное решение Q(r) следующей зада­
чи Коши :
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У №1Г1_ [Л (г) <2(г) = 0, (?(г0) = /2я (0<г0<оо).*  
Иг

Используя свойства: И_ (г) = И+(г), У И .(г) = У+ (г) / легко про՜ 
верить, что .«-функция (^(г) /-унитарна и унитарна : (2*  (г) / Q (г) = 
=՜- У> О*  (г) О(г) = /2п. Отсюда получаем

О*  (г) (]— ֊ V (г)) (2 (г) X (г) -= (2*  (г) (/ У (г) <2 (г))х(г)4-
\ с!г / \ аг !

+ С?* ’(г) У (2(г) - (2*  (г) У (г) (2(г) X (г) =У - У (г) X (г).
</г аг

Очевидно потенциал У (г) = (2*  (г) У-(г) (2 (г) суммируем, эрмитов и 
нормализован.

Рассмотрим класс операторов вида

[(1 + К)/](г)=/(г) + ^(г, /)/(/) Л, (2.1)

Г

где ядро К (г, 0 (0 < г <. I < -х>) удовлетворяет условиям
I

1) вир Г|Х7(г, #)| <11 < со, 2) зир [ |К(г, 0|</г<оо,

Г 0
м

3) Пт у |Л(г, 01 Л = 0. (2.2)'

Г

Обозначим через 9Х множество локально-абсолютно непрерывных 
(2п X 1)-вектор-функций /(г)(г£/?^) таких, что /££2“х1 (^+)> Г € 
С^2п ;1 (R+) при некотором р(1Ср^оо). Через Жо обозначим под­
множество 2)?, элементы которого удовлетворяют условию /(0) = 0.

Лемма 2.1. Пусть задан оператор вида (2.1) — (2.2). Тогда 
равенство

бУ^--И(г))[(1 + К)/](г) = [(1 + К)УЛ](г) (2.3)

выполняется для всех в том и только в том случае, когда 
^перестановочная и }-антиперестановочная компоненты К±{г, 0=

= --֊(л:(г, о + ]К(г, I) ядра К (г, 0 уодовлетворяют системе 

уравнений

К+(г, 0 = У | У('.)К-^, г + t-r)d'.,

Легко видеть, что в силу суммируемости (г), всегда существует Нт (Цг)՛.

:=0(оо).
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ր-Ւ<
2

0 = — +J 1 /(ր)*+(է,  r+f —x)rfT.
շ \ շ / J r

Доказательство. Пусть K± (r, t) удовлетворяет системе (2.4). 
Тогда после соответствующих замен переменных и порядка интегри­
рования получим

J Հ(ր, է) ք(է) rff=J K+(r, t)f(t)dt+ J*-^«  t)f(t)dt = 

r r ' .

=7 J J v^K-b, f)./(ï + r-^)rf^T + /J и(о f(2t-r)dt + 

• r ~ r
ш CO

+/JJ.H(t)Æ+(t, t)f(t + x-r)dtdx. 

r *
Отсюда, учитывая, что J V(r) = — У(г) J, имеем

/ճյK(r,t)f(t)df^v(r)^K-(r, t)f(t)dt + 

r r

+ J JJ И(т) K- (b t) Jf (t + r-x)dtdx + V(r) f(r) +

+ J f И(0 Jf (2t -r)dt+ K(r) J K+ (r, t)f(t) dt + 

r f
•« 00

+ J J J И (х) Ki (t, t) Jf (t — r -+- t) dt d- — 

r t . * •

= K(r)[(I + K)fl(r)+ Ռ(ր, t) Jf(t)dt.

r
Полученное равенство равносильно равенству (2.3).

Обратно, пусть справедливо равенство (2.3) для любого /Ç SR.
Тогда .M-функция U (r, À) = (I-|֊K) f/0(r, X) удовлетворяет уравнению

J~U{? Х)---- У Լր) U (г, \) = ՆՍ(ր, X) „ (2.5)
аг *

и асимптотике (1.8). Следовательно, Ս{ր, X) удовлетворяет интеграль­
ному уравнению

Ս (г, 1) = Մ0(ր, Х) + J U9(r - s, X) JV(s) U (s, X) ds.
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Отсюда получаем

г — э,

Преобразуем последнее равенство, учитывая соотношение: К+ (г, #) X 
X и0 а, к) = ий (/, к) К+ (г, /); Л_ (г, о и0 (6 к) = и'о (I, к) К- (г, /)- 
Имеем .. ■.

г — б + к) ]У/ (з) К֊ (з, О <И (1з +-

5 — Л М ]У ($) /С+ ($, О Лс/$ —

4֊ У У и. (/, к) /И(з) К. (з, з 4-1 - г) Л с/з =

К- (я, з 4֊ I — г) </з <11 4֊

2

й.

Приравнивая в полученном равенстве члены при 1}0 (/,,>֊) и /7о(/> 
приходим к системе (2.4).

Аналогично первой части доказательства леммы 1 доказывается
Лемма 2.2. Если ядро Цг, <) оператора вида (2.1) — (2.2У 

у довлвлетворяет системе

5 4՜ г'— 1,՛ т) V(т) с/т,
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д_(г,t)=-~J | £+(< + r-‘c’') И')^. (2-6) 
~ С±1

то выполняются равенства
/^-[(1 + ь)Л(г) =[I+L)fy—֊ И(г)Л(г)у/еак. (2.7) 

dr \ d г /

(У £ - И (г)) [(14- Ь* ) /] И == [(I 4- Ь*)  У/'] (г) V/€ Ж,. (2-8)

Замечание 1. Существование решений систем (2.4) и (2.6) в 
классе л<-функций, удовлетворяющих условиям (2.2; 1), 2)), доказы­
вается методом последовательных приближений. Затем, исходя из 
этих систем, легко проверить справедливость равенств типа

□О
Пт р£(г, /)/^ = 0; Нт у|£(г, <)|</г=0. (2.9)

г о
Лемма 2.3 Операторы I 4-К и I + Ь, определенные с помо­

щью систем (2.1) и (2.6), взаимно обратные.
Доказательство . Рассмотрим оператор 1 + М = (Ц-Ь)(1+К) 

и покажем, что ядро М (г, /) этого оператора равно нулю. Для 
м-функции (I + М) ио (г, >•) в силу равенств (2.3) и (2.4) имеем

У^֊[(Ц-М) £/0(г, Х)]=>.(14-М) (/0(г, л), 
а г

Отсюда 00 X
<7, (г, X) 4- у М(г, б) и0 (6 л) dt = ^12п 4՜ М(0, 0 (7о (/. л) dt^ ий (г, /.). 

г 0 ■
Это приводит к равенству

«О X
J M(r, r + t) (70(f, k)<ft= ( М(0, t) Ü„(t, f.)dt, 

о о
т. е. M(r, = t) yjr^R+. Но ядро M(r, f) также удов­
летворяет условиям (2.9). Следовательно М(г, f)=0.

Теорема 3 Оператор Гд =— (I 4՜ L)(I 4՜ L*)  4՜ I есть ганке- 
лев оператор, порожденный м-функцией Гд (f) из класса Кг.

Доказательство. Легко видеть, что для ядра Г (г, t) опера­
тора I — Гд = (I 4- L) (I 4- L*)  имеем представление

L(r, t) + L (r, s) L*  (t, s) ds, при r < t

Г (г, t) =

L*  f) 4՜ l £ (r, s) L*  (t, s) ds, при r > t.
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Отсюда Г*  (г, /) = Г (#, г) и в силу (2.9)
Ж

Ит [|Г(г, <)|Л —0. (2.10)
6

Далее, в силу (2.7) и (2.8) для произвольного /£3)?0 имеем
ОС х
|‘г(г, 0/(0 л = [г(г, 0 7/(0л.

6 о
Отсюда следует (см. [4], стр. 20), что Г (г, 0 представимо в виде: 
Г (г, О = Г+ (г — 0 + Г- (г 4՜ 0« где /Г± (0 -= ± Г± (О /. Но в си­
лу (2.10) Г+(0^0 и следовательно оператор Гд является ганкеле- 
вым оператором, порожденным суммируемой функцией Гд (О : — Г_ И).

Остается доказать, что |Гд(։<^1. Заметим для этого, что I—Гд= 
= (14֊ Ь)(1 4՜ Ь*)  = (14՜ К)՜1 (I 4՜ к*)՜ 1 — обратимый оператор по 
самому построению.

Рассмотрим теперь операторы I — Гд. построенные соответ­
ственно потенциалом (г) — V (г + а)(а 0) : I — 1д. о = (I 4՜ Ья) 
(I -г Ьо). С помощью системы (2.6) легко убедиться, что ядра Ьа(г, I) 
связаны с ядром £ (г, <) соотношением : £-, (г, Л = £ (г 4՜ а. <4՜ а). 
Поэтому ганкелевы операторы Гд, „ порождаются ^-функциями 
Гд, а (0 = Гд (/ 4֊ а). Это позволяет утверждать, что (Гд, <^1 для 
достаточно больших а. Заметим теперь, что [Гд, есть непрерывная 
неубывающая функция от а £ К+, которая не может принимать значе­
ние 1, так как условие |Гд,а|а = 1 противоречит обратимости операто­
ра I — Гд, а. Следовательно (Гд, 1 уа£/?+. Теорема доказана.

Равенство I—Гд = (I 4՜ К)՜1 (1-|-К*)՜'  в терминах ядер этих опе­
раторов равносильно уравнению (1.10). Поэтому восстанавливая урав­
нение (0.3) по процедуре, указанной в теореме 2, мы приходим к 
уравнению (2.5), где потенциал V (г) удовлетворяет условиям (1.16) 
при г0 = 0.

Замечание. 2 Нам неизвестны условия на .«-функцию Гд£Кг 
для того, чтобы она соответствовала каноническому дифференци­
альному выражению из класса Уо. Однако легко показать, что если 
Гд абсолютно непрерывна, то ей отвечает выражение вида (0.2) из 
класса Уо. В качестве другого достаточного условия можно указать 
условие : Гд £ £2ЛХ2я (Я+).

§ 3 5-матрица канонического дифференциального 
оператора класса К и обратная задача

Рассмотрим операторы в пространстве £зЛх1 С^+)> порожденные 
дифференциальным выражением вида (0.1). Через Ло обозначим „ми­
нимальный*  симметрический оператор, порожденный выражением (0.1). 
£)(Л0) состоит из финитных (в нуле и на бесконечности) вектор-функ- 
ций х £ £зях1 (/?+) таких, что В7 (г) х (г)—локально абсолютно непре՜ 
5-559
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рывна и —(W(r)x (/?+)• Оператор Äp определяется выра-
</г

жением (0.1) на многообразии D (Ло)<=£»>Х1 (#+) таких вектор- функций 
х (г), для которых W(г) х (г) — локально абсолютно непрерывна и
— (IF(r) х (г)) ££2ЛХ1(Я+). Произвольное самосопряженное расшире- 
d г
ние И/ оператора Ао получается сужением оператора Ац на многооб­
разии D(Ap)cD(Ao), определенном самосопряженным; граничным ус­
ловием в нуле. Известно (см. [4], стр. 14), что каждое такое условие 
можно задать в виде Рк х (0) =х (0), где P#—ортопроектор на ги- 
пермаксимально.е ./-нейтральное подпространство-£ с С . Легко по­
казать, что такой проектор Рд֊ в разложении С пред՜ 
ставляется в вида

, = ХГ/я K*L 
к 2 [к /J (3.1)

где К. так называемый угловой оператор подпространства £, унитар­
но отображает Н^. на Н—.

Пусть задано дифференциальное выражение (0.1) из кла.оа К- 
Рассмотрим (2пХп)-матричное решение Х(г, X) уравнения

(г) X{г, X)) =XZ(r, X), (3.1)
а г

удовлетворяющее какому-либо самосопряженному граничному условию
Р,Х(0, Х)==ДГ(О, X). (3.2)

Лемма 3.1. Среди всех (2п\ п)-матричных решений Х(г, X) 
уравнения (3.1), удовлетворяющих заданному граничному условию 
(3.2) существует единственное решение Х0(г, X) такое, что 
Р+Л’0(г, Х)==е-'п,£, + о(1) при г-*-со.

* В пространстве С~п = Н^_@Н_ наряду с обычным скалярным произведени­
ем можно рассмотреть индефинитное скалярное произведение [х, у] = (] х, у). Под­
пространство £сС2л называется /-нейтральным гипермаксимальным, если £=£1Х\ 
где {х^С2я/[х, р] = 0 ур б £). Подробнее о геометрии /-пространств см. в [5]»

При этом Р-Хй(г, Х) = еНг 5(Х) + о (1) при г—оо, где 5(Х) — 
однозначно определенная (пХп)-матрица, зависящая от парамет­
ра Х£ R. •

ДокаЗател'ьство. Ясно, что решение X(г, X) задачи(3.1) — 
(3.2) можно представить в виде

Z(r, Х)= U(г, X) (Л‘(0, Х)Р^ ‘ С(Х) 1
. о Г

где и (г, X)—(2пХ2п)-матричное решение уравнения (0.3), удовлетво­
ряющее асимптотике (1.8), а С (X) — произвольная (пХ п)-марица, за­
висящая от параметра X £ R.
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Х(г, Х) = 6/(г,Х)[

Отсюда, учитывая, что О 1 (О, X) = — (О, К) и вид матри­
цы Рд., получим

(£/п(0, /.)- £/«(0, Х)К) С(>) I 
(— X) + (7п(0, X) К) С (К). Г

Подставим С(Х)== (£/ц (0, X)— £/я(0, X) К) ։. Получим 

где
5 (/.) = (-֊■ 6'1*2(0,  X) + и'-п (0, X) К) (ии (0, X) - (0, X) К)՜1. (3.3)

* В работе [б] эта теорема ошибочно формулировалась для канонических урав­
нений класса Уо, а не К.

.Теперь для .«-функции Хо (г, X), учитывая асимптотику (1.8), получаем
Х)(г. Х) = е_/^/я + е'* г5(X) 4-о(1), при г-*-ж.  (3.4) 

Лемма доказана.
Определение 3.1. М-функция 5(X) (Х£Я), однозначно опреде­

ленная с помощью задачи (3.1)—(3.2), называется 5-матрицей уравне­
ния (3.1), отвечающей граничному условию (3.2), или оператора Ар, 
порожденного дифференциальным выражением (0.1) и граничным усло­
вием (3.2).

Матрицу С/՜՝ (0, X) естественно назвать матрицей асимптотичес­
кой эквивалентности уравнений

/■{ _
(г) У — ((г) X (г, X)) = X X (г, X) и У - - х0 (г, X) = X х0 (г, X), 

аг <1 г
•поскольку г (г, X) в х0 (г, X) 4֊ о (1) при г ֊> оо тогда и только тогда, 
когда х(0, X) = и՜՝ (0, Х)х0(0, X).

Теорема 4*.  Для того, чтобы некоторая м-функция 5(Х) 
(Х£/?) являлась 3-матрицей некоторого уравнения вида (3.1) из 
■класса К необходимо и достаточно, чтобы она обладала следую­
щими свойствами;

1) 5 (X) — непрерывная на сомкнутой оси R = /?и (± со) уни­
тарная м-функция, допускающая представление

5(Х) = 5(оо)- |г(0е֊“'<Л (Г €£։лХп (/?)). (3.5)

2) Частные индексы м-функции 5 (X) равны нулю.
Определение частных индексов невырожденной «-функции вида 

*(3.5) см. в )3], стр. 33. Здесь мы в пояснение условия 2) отметим 
только, что оно эквивалентно условию 
2Э 5 (X) допускает факторизацию в виде

5(Х) = 5_(Х)5+(Х), (3.6) 
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где 5± (X) принадлежат, соответственно, и det (X) У1 0 в со­
ответствующих полуплоскостях Jm>- > 0 и УтХ -С 0.

Доказательство. Необходимость. Из леммы 3.1 следует, что 
5-матрица S (X) определяется дробно-линейным преобразованием (3.3) 
унитарной матрицы /С с J- унитарной матрицей преобразования 
tr*(0.  X). Можно показать (см. [1], теорема 3.1), что (t/j*i  (X) — 
— 6/й (X) /С)* 1 С Wtxn и (֊ Un (>•) + (X) /С)х1 6 7хя- Таким обра­

* Дело в том, что в представлении .«-функции— /6/(0, X) / в Виде (1.4) 
участвует ж-функция —]К (#) ] и, следовательно, из уравнения (1.5в) определяется 
ж-функция—Гд (<).

зом свойства 1), 2) 5-матрицы 5 (X) являются непосредственным след­
ствием представления (3.3) матрицы 5(Х).

Дпг.тяточность. В силу теоремы 4.3 работы [1] ганкелев опера­
тор Г, порожденный ж-функцией Г (/) при f >0 в представлении (3.5) 
матрицы S (X), удовлетворяет условию [Г|2 1. Следодовательно м-
функция Гд (t), определенная формулой (1. 3.1) принадлежит классу 
Кг. Теперь нетрудно проверить, что 5 (X) является 5-матрицей зада­
чи (3.1)— (3.2), в которой дифференциальное выражение порождено 
ж-функцией. — Гд (6),*  а граничное условие — унитарной матрицей 
5 (со) = К. (см- [1], следствие 4.2). Теорема доказана.

В заключение рассмотрим связь между спектральной функцией 
2 (X) оператора Ар, порожденного дифференциальным выражением 
(0.1) и граничным условием (3.2) и его S-матрицей.

Теорема 5. Спектральная функция 2(Х)(Х^/?) оператора 
Ар и его S-матрица S(X) связаны соотношением

= — 57’ (X) 5՝;՜1 (X) (= SZ1 (X) Si՜1 (X)), (3.7)
а Л. т

где S± (X)—множители в представлении (З.б) матрицы S (л). 
Доказательство. Рассмотрим многообразие L финитных век.

тор-функций из Ljnxi (Я+) и покажем, что выражение
ОО

Ф(А X) =[/, 0] Рл и'՜1 (0, X) 1՜ (/*  ($, X) / (s) ds (f^L), 

о
где U (г, X) есть решение уравнения (0.3), удовлетворяющее асимпто­
тике (1.8), является направляющим функционалом для оператора Ар 
Это означает (см. [17]). что уравнение

(Ар - XI) х=/
имеет решение в C(Ap)f)L в том и только в том случае, если. 
Ф (Л X) = о.

Для проверки этого заметим, что финитное решение уравнения

(г) (W(r) х (г)) - X х (г) = /(г)
а г



Об одном классе операторов 589

можно прндставить в виде
СО

х(Г, X) 6/*(5„Х)/(5)</5.
и 

Отсюда 
00

х(0, X) = и (О, X) /1 £/*  (з, Х)/(з) Л- 

о
Поэтому'для выполнения условия РА-х(0, X) = х (0, X) необходимо и 
достаточно, чтобы

оо

о = (I _ Р*)  X (0, X) .•= (I - Р„) /(/*  (0, л) £/*  (5, Х)/(з) ds =
О

оо
= / Рх (О, X) | 6/*  (з, X) /(з) Л.

О
Здесь мы воспользовались тем, что (I — Рк) J = ]РК и у£/* -1<о. к) = 
= и (О, к) у. Остается заметить, что полученное равенство равносильно 
условию 

00

Р+ Рг г/*- 1 (О, А) и*  (з, А) /(3) </з = 0.
о

Поэтому теорема будет доказана, если показать, что
00

(/. я) = 4֊ 1՜ (х (/. Ч х и. >•)) Л V/. я € Д
”00

где х(/, ).) = 5;-1(а)Ф(Л >•)•

Предположим сперва, что дифференциальное выражение, опреде 
ляющее оператор Ар, имеет вид (0.2). Тогда для м-функции £7 (г, X 
имеем 1/(г, X) = (I ֊[- К) Ь'0(г, X), где I + К есть ограниченный опера­
тор, действующий в каждом из пространств ££лх1 (Я+) (1 р оо) 
по формуле (2.1). С другой стороны З^Г^Х) Р+ РА и՝՜1 (О, X) =[7Я> 
5*(Х)],  так что, положив Х0(г, Х) = [/„, 5*  (X)] £/0’(г, X) = [еЛг/я, е-Лг 
3*  (X)], получим

00

•/. (/, X) = ЗГ։ (X) Р+ Рк и*՜ 1 (О, X) | £/*  (з, X) /(з) ds = 

о

^о’(5,Х)[(1 + К*)/](5)^.
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Отсюда, положив [(I + К) Л (г) = /, (л). [(I + К) г] (г) = * (г), имеем

Г (х(/>х). х(?> х)) — у у у *՝

-00 0 0

е-р. (/-а) /я е е'*՝՜

е/Х(/+а) / £ (оо) — Г (т)е_/х՜ <к) е1К^' г} /,

е-/л (/-а) ;Л е-Г*  («+Л 5*  ( 00 ) 
е«МЖ)5(оо) е‘^'-зип

<15 <Н =

г (в) <15 <1( <Д —

(А с/з <11 —

00 00

֊ | (А (0, (Гд *)  (0) л = У (А (0. (I - Га) £։ («)) = 

о о
в

00

= [ ((1 + к*)/(0.  (1-Гд)(1 + к*)я(0)  л =
6

=у (/(О, (I + К) (I ֊ Гл) (I + К*)  8 (0) л = (А г). 

о

Общий случай получается предельным переходом, поскольку множес­
тво л-функций Г £ Кг, отвечающее дифференциальным выражениям из 
класса Уо, плотно в Кг. Теорема доказана.

Замечание. Из доказанной теоремы следует, что спектраль­
ную плотность оператора Ар можно представить в виде

<У2(л) = — (7, + Г на) е֊м <1А > О, 
<1к 1 К \ 3 /

—со

где Н(1) — суммируемая на оси эрмитова акселеранта*.

(3.8)

Определение и свойства акселеравт см., например, в [2].

о

о о
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Теперь формулу (3.7) можно рассматривать как правую и левую ка­
ноническую факторизации правой части равенства (3.8), которая 
однозначно определяет факторы 5± (X)*  Таким образом, между 
множествами 5-матриц уравнений класса К и эрмитовых акселерант, 
удовлетворяющих условию (3.8) существует (1—1)—значное соответ­
ствие.

Это предложение можно рассматривать как решение прямой и 
обратной спектральной задачи для операторов класса К.
Ереванский государственный

университет Поступила 21.111.1987.

Ֆ. է. ՄԵԼԻՔ-ԱԴԱՄՅԱՆ. Կանոնական ղիֆերենցիսղ օպերատորների մի ղասի մասին (ամ- 
փոփրսմ)

Դիտարկվում է

(£>х)(г) = 1₽*(г)/֊(^(г)х(г))(ге[0,  օօ)). (0.1}
ժր

տեսքի դիֆերենցիալ արտահայտությունը, որտեղք-ը (2ո%2ո)- մատրից է]*  = —], —/շո
Հատկություններով, իսկ 1Г(г)-/< անընդհատ (2Ո)-մատրից-ֆունկցիա է Յ-ունիտւսր արժեքներով 
( 1^*  (ր) յ Հ/ (ր) =• յ. г] [0, օօ)): (0.1) տեսքի արտահայտությունը ընդհանրացնում է 
էրմիտյան У(г) պոտենցիալովս*  (т)) կանոնական դիֆերենցիալ արտահայտությունը'

(£>их)(г)=/-^--И(г)х(г) 
аг

հավասարումների մի դասի համար, որը ընդգրկում է իր մեջ հանրադոլմԱյ­
րելի У(г) պատենցիալով (Թ уХ)(г,К)=\х(г, X հավասարումները, լս լեվում է ցրման տեսու­
թյան և սպեկտրակ տեսության խնդիրները։

F. E. MELIK—ADAMIAN. On a class of canonical differential operators (summary)

Differential expression of the type

(Dx)(r)= 1Г*(г)7^-(ЯГ(г)х(г))((г€[0,  CO)); (0.1>
dr

where f is (2nX2n)-matrix with the properties J* —J, ]\—I2n and V (r) is a conti­

nuous (2nX2n)—matrix function with J-unitary values (W*(r)  JW(r)= JV/’€[0. °°)) i*  
considered.

The expression of this type generalized the canonical differential expression

(ад(г) = /^-)֊и(г)х(г) 
dr

with Hermitian potential V (г) V*  (г) = V (r)).
For the special class of equations (Dx) (г, X)==Xx (г, X) which include equations 

(£>vx)(.r, A) =Xx(r, A) with summable potential И (г)(У € Z^nx2n (0, oo)), the problems 
of scattering and spectral theory are solved.
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