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§ 0. Введение

0.1. В работах [1, 2] 40-х годов одного из авторов впервые были 
введены классы Яр(։) (1<р<+«>, —1<Са<х + сс) голоморфных в 
единичном круге В = функций /(г), подчиненны« условию,
вида

15 • (4 = ; + ^). (0.1)
Здесь, во-первых, была установлена

Теорема I. Любая функция / (г) £ /7Р (а) (1 < р < -|- оо — 1 < 
со) допускает интегральное представление

(0.2) 
« Л и (1 — г- Ч ) о

Этот основной результат впоследствии положил начало целой 
серии работ, посвященных интегральным и факторизационным пред­
ставлениям для широких классов мероморфных функций и нашел су­
щественные применения в решении ряда задач комплексного анализа. 
Краткий обзор результатов, установленных в указанной серии работ- 
приводится в статьях [3, 4]. Доказательства как первоначальных ре­
зультатов работ [1, 2], так и дальнейших их многочисленных приме­
нений, изложены в монографии [5]. Одновременно, по мере того, как 
выяснилась важность введения классов Нр (а) и их интегрального пред­
ставления, все чаще стали появляться исследования, посвященные ус­
тановлению их аналогов в многомерном комплексном анализе.

Здесь, во-первых, следует отметить монографию Хуа Ло-кена 
[6], где для так называемых классических многомерных областей были 
получены интегральные представления типа (0.2) для определенных 
классов голоморфных функций из пространств но без веса. В ин­
тересах дальнейшего изложения считаем целе.ообразным привести 
один из основных результатов, установленных в монографии [6]. Но 
для этого нам следует привести формулировки некоторых необходи

* Считаем не лишним отметить, что в последние годы рядом авторов вопреки 
этому неоспоримому факту и в нарушение элементарных норм научной этики, клас­
сы Нр (ъ) именуются „пространства Бергмана Ар\
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мых понятий и ввести нужные обозначения, которые лежат в основе 
изложения § 1. настоящей работы.

Обозначим через Л/т, Л (тп ^-1, п^-1) множество всех комплек­
сных матриц из т строк и п столбцов. Если С £ Мт, п , то через 
С*  € М„, т обозначается эрмитово сопряженная к С матрица, а через 
т-^Мт.т (т > 1) — квадратная единичная матрица порядка т.

Наконец, через R т.п обозначим область, состоящую из тех мат­
риц С 6 Мт, я, для которых матрица

^т)—г.^^мт,п (0.3)
положительно определена.

Полезно отметить, что Л/1, Л суть обычное комплексное коорди­
натное пространство СЛ, и при этом /?։, Л представляет собой единич­
ный шар Вя = и = (ч,- -, ?я)6Ся: М4= £ в Ся.

*=1
Положим еще, что брт, п (С) — элемент объема в Мт, п, т. е.

оУт,Я(С) = П бт^и),.. (0.4)
1<1< Л1 
1</<я

где С = (4и)1</<я»,1<;<я€Л/л։, я и тх(;у) —мера. Лебега в плоскости 
комплексного переменного

Тогда справедлива следующая ([6])
Теорема II. Пусть /(2)££։(Ят, Л)— любая голоморфная в об­

ласти Кт,п функция.
Тогда справедлива интегральная формула.

=. । ______/(О </нл., л (С) ,
1' } Ут.п ] [аеК/(я։)^2.С*)] т+л

Яльл Z^Rm,n
где Ут, л — объем области Ет, п-

Отметим, что поскольку ври т=п = 1 R т.п, очевидно, совпа­
дает с единичным кругом О комплексной плоскости С, то утвержде­
ние теоремы II является многомерным обобщением теоремы I, но лишь 
для'значений параметров р = 2 и а=0.

Кроме того, при т = 1, п 1 . теорема II устанавливает интег­
ральное представление голоморфных в единичном шаре ВЛс:Ся функ­
ций из пространства но без веса.

0.2. Таким образом, теорема Поставляет открытым вопрос о су­
ществовании аналогичных е (0.2) многомерных представлений для го­
ломорфных функций из весовых /Лпространств, когда параметр р(г 
С [1> + 00 )• Но в последующих после монографии [6] работах ряда 
авторов для определенных областей было достигнуто решение этой 
задачи.

Чтобы сформулировать соответствующие результаты, введем не­
которые необходимые обозначения.

Если г = (г1։• • хЛ)€Ся и ч = , ;л)£Сп, та положим
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*=։
(0.6)

Далее, согласно общему определению (0.4), н, л (4), 4бСЛ, будет обо­
значать 2 л-мерную меру Лебега в пространстве С" = R2՞.

Тогда справедлива следующая
Теорема Ш. Пусть 1 р < 4- ос, — 1 < а < 4- со и комплек­

сное число 5 выбрано так:
1 + а

Р
Ие?> — 1, при 1 < р<^ 4֊ оо,

Ее р > а. при р = 1.
(0.7)

Тогда любая функция /(х), голоморфная в единичном шаре

В„ = {;ССЛ: |;|<1}
и удовлетворяющая условию

1’ 1/(4)Г-(1 (4) < + °°. (0.8)

в„
допускает интегральное представление

Г (14-л 4- Р)
Г (14-РН"

Г /(4) (1 -|4р)1»^.Я(4)
„՛ (1 —<я, ;»1+п+₽
Вп г £ Вл.

(0.9)

Легко видеть, что при л = 1, т. е. для единичного круга ВсС 
утверждение этой теоремы просто следует из приведенной выше тео­
ремы I из работ [1,2], а при л^>1, но а = 0, она впервые была ус­
тановлена в работе Форелли и Рудина [7], где к тому гже случай 
р=1, Ие Р = 0 оказался вне рассмотрения. В недавней обзорной 
статье [4] одного из авторов данной работы показано, что сформули­
рованный выше результат в наиболее общем случае, т. е. при л 1 
и —1<я<Г4֊оо, может быть установлен методом, развитым в его 
работах [1, 2] в ходе доказательства теоремы I*.  По ходу заметим, 
что утверждение теоремы III является существенным обобщением тео­
ремы II, но лишь при т=1, л!>1. Наконец, следует отметить, что 
в работе Штолля [8] для произвольных ограниченных симметрических 
областей, включающих в себя и области Кт, л(т, л>1), был уста­
новлен аналог интегрального представления (0.9), но, как и в работе 
Форелли и Рудина [7], для пространств без веса.

• В работе [4] параметр р в условиях (0.7) предполагается вещественным, од­
нако доказательство по существу остается тем же и для комплексных значений ?

0.3. Настоящая работа посвящена установлению далеко идущих 
обобщений теорем I, II и III — установлению интегральных представле­
ний функций, голоморфных в многомерных областях типа Кт. п(т, л^-1) 
и принадлежащих там надлежащим весовым пространствам £р(1-^р<^ 
< + °о).
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В § 1 работы приводится краткая сводка всех необходимых для 
дальнейшего изложения сведений из области анализа, линейной алгеб­
ры, теории меры и интегрирования, что, по убеждению авторов, су­
щественно облегчает чтение статьи в целом.

В § 2 прежде всего изучаются свойства матричных областей 
Кт, п (т, п 1) (предложение 2.2). Далее, при 0<^р-|-оо, —оо<а<^ 
<С 4՜ 00 вводятся классы НС (Кт, я) голоморфных в областях Кт, п функ­
ций /, подчиненных условию

[ |/(Q|/’-[det(/(m,-C-C*)r^ m,„ (Q < + оо, 

°1Я, Л
(0.10)

которое при тл = 1. п >1 совпадает с (0.8), а при т = п = 1—с (0.1) 
Затем, на основании развитой в монографии [6] техники интегрирова­
ния в областях Кт, п (т, п^1) устанавливается ряд важных свойств 
классов Н'(Кт,п) (предложения 2.4—2.6).

В § 3 устанавливаются основные интегральные представления 
классов НС (Кт, я). 1 < р < + — 1 < я + °° (теоремы 3.1—3.3).
Точнее, доказывается (см. теорему 3.3), что каждая функция 
/€ НС (кгл, п) допускает интегра-льное представление вида

л^) =
г m Г/(O-tdet^-c-c*)] 3^,^:) 

Р J [det(/('n) — Д-С*)] т+я+?
Rm, п

Z^Km,n,

где ₽ £ С, Re Р ——------ 1 (1 р < + ес) и Re с =
Р

(0.11)

1).

Таким образом, устанавливаемая нами теорема 3.3 является обоб­
щением теоремы III и в точности совпадает с ней при тп = 1, л^-1. 
С другой стороны, наш результат представляет собой существенное 
обобщение теоремы II, совпадая с ней лишь для специальных значе­
ний параметров р=2, Р = а = 0. При этом развитые в монографии 
[6| методы доказательства теоремы II оказываются принципиально
неприменимыми в случае гораздо более общего утверждения теоре­
мы 3.3, когда — 1 4- оо и к тому же 1 < р<^ 4- оо. Приводимое
нами доказательство интегрального представления (0.11), расчленен­
ное ради удобства на последовательные шаги (см. теоремы 3.1—3.3), 
во многих отношениях близко к данным в работах [1, 2] и [4] доказа­
тельствам теорем 1 и III. Более того, мы существенно используем 
интегральное представление (0.9).

§ 1. Предварительные сведения
1.1. Обозначим через Мт, л^-1) множество всех комп­

лексных матриц, состоящих из т строк и п столбцов. Каждую мат­
рицу А £ Мт, п принято записывать в виде

где а/уГ £ С — элемент матрицы А.
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(а) На множестве комплексных матриц , естественным обра­
зом вводятся операции сложения матриц и умножения комплексных 
чисел на матрицы. Как известно, это делается таким образом: если 
^ = (aV)l / m.l >'ЛМт.я, B = (bljh I m.l , ^Мт.П, “ € C- TO ВВО­

ДЯТСЯ матрицы
A-j-B= (a;J т 6^)1 , j j n,

(1.2)
«■Л = («а//)] i j

очевидно, входящие в Mm, Л.
Нетрудно убедиться в том, что после введения указанных опе­

раций, множество Мт,п можно рассматривать как т X n-мерное век­
торное пространство над полем комплексных чисел С.

(б) Если
-^=(ai/)l I т, 1 л՜' Л ^т, п'

(1.3>
В ~ j.-n, 1 •*  i £ ^п, 1՝

то произведение этих матриц определяется таким образом:
I т. \ k .l ^т, 1' (1’4)

где

Tu= S a>rbjk (К««» 1 I)- (1-4')
7=1

Операция умножения (1.4) ассоциативна, дистрибутивна (как 
справа, так и слева) относительно сложения матриц и удовлетворяет 
соотношениям

а-(АВ) =(а.А)-В = А(а-В)
для любых «£С, А^Мт.п, В^Мп,1 и для произвоьлных 
т, п, I > 1.

(в) В предположении А — z ш z j п £.Мтп эрмитово соп­
ряженной к А называется матрица

A '} :п, l<i т € ^П, т>

где ~lji~ aij-
Следующие известные соотношения легко проверяются:

(Л + В)*=Л ‘+В՛; А, В^Мт.п,

(а-Л)’=а.Л’, (Л’)' = Л; а^С, а^М„,п, (1.5)

(А-В)' = В’-А; А^Мт.п, В£МП>1.

1.2. (а) Несколько подробнее рассмотрим тот случай, когда 
т = п^1, т. е. когда Мт>п = М,п> т совпадает с множеством всех 
квадратных комплексных матриц порядка т >1. Каждой такой мат­
рице А Мщ. т (т 1) сопоставим ее комплексный определитель 
— det (Л), вычисляемый по известным правилам. Отметим здесь пока 
лишь некоторые из наиболее употребляемых нами известных соотно­
шений этих определителей:
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det (А- В) = det (Д)-det (В); А, В^Мт,т, 
det(։-^) = “m-det(^); а£С, А (; Мт, л, (1.6)

det (Д ) = det (Д); Д С Мт, т-
(б) Матрица А £ Мт. т, как известно, называется обратимой, если 

•существует матрица В^Мщ.п такая, что
Д-5 = ВД = /т). (1.7)

где /(т) £ Мт. т — единичная матрица.
Известно, что если существует матрица В £ Мт, обладающая 

свойством (1.7), то она единственна. Эту матрицу принято обозначать 
через Д՜1, и для ее существования, т. е. для обратимости матрицы 
А необходимо и достаточно, чтобы

det^)=£O. (1.8)
Наконец, положив

•Л^т, т ==в [А £ Мт, т • det (Д) 0}, (1*9)

отметим, что Мт, т суть множество всех обратимых матриц из про­
странства Мт. т-

1.3. Матрицу А £ Мт, „ принято называть эрмитовой, если А = А՝- 
Подмножество всех эрмитовых матриц из Мт. т обозначим через Нт; 
оно з мкнуто относительно сложения матриц и их умножения на веще­
ственное число.

Вкратце укажем ряд известных свойств эрмитовых матриц, необ­
ходимых нам дальше:

единичная матрица /т) £ Мт, т эрмитова;
если А — обратимая эрмитова матрица, то и матрица Д՜1 эрми­

това;
если Д(Н, и В^Мт.п, то В-А-В*  £Нт; в частности, если 

В £ Мт. п, то В-В' £Нт-.
если Д£Нт, то det^) является вещественным числом-
(б) Любую матрицу А ^Мт, т можно единственным образом пред­

ставить в виде
A = B+iC; В, С^Нт. (1.10)

Кроме того, матрицы В и С представимы в виде
В=±(Д + Д’). С=^-(Д-Д-), - (1.11)

притом здесь будем употреблять также обозначения
B = ReA, С = 1тД.

Легко видеть также, что для любой матрицы А £ Л1т> т

Re (Д’) = Re Д, 1т(Д*)  = -1тД
и еще, что если Д։, А2£Мт. т, °Ч, аа £ R, то

Re (а։- Д։+ <ха- Да) =at-Re Д։+ a,-Re Да,
(1.12) 

Ino (04 • At+ аа • А,) = at • Im Ааа • Im Аа.
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Далее напомним, что выше, во введении, мы уже указывали на. 
очевидное утверждение

С” = МКт (т>1). (1.13).

Иначе говоря, элементы Ст можно считать комплексными матрицами 
из одной строки и т столбцов, обстоятельство, которое будет учте­
но нами в дальнейшем.

Как отмечалось в § 0, для двух элементов

М = (И1,---, Ит)6С'”, «=>(«!,■••, ит)€Ст
вводится их скалярное произведение

<«.О=Е«*Л>  (1-14}
А—1

а также произведение и- А £ Ст =- М\, т двух матриц = М\,„ и 
А^Мт. т, Произведение и-А принято называть действием матрицы 
А на элемент и.

Известно, что матрица А £ Мт. т будет эрмитовой лишь в том 
случае, когда для всех и £ Ст

1т<и-Л, п> = 0. (1.15)-
(в) Определение. Пусть А £Мт, т — произвольная эрмитова 

матрица из НЛ. Матрицу А будем называть неотрицательно опреде­
ленной и писать А 0, если для любого элемента и £ Ст

<и-А, и>^0. (1.16)֊
Матрицу А будем называть положительно определенной и пи­

сать Д>0, если для всех и^Ст\ (0)
<^и-А, п>>0. (1.17>

Далее, если матрицы А, В£Мт, т, то будем писать А В (или 
А > В), если А — В^ Нт и при этом А — В > 0 (или А — В^>0).

Следующие свойства [матриц А £ Мт. т проверяются непосред­
ственно: во-первых, очевидно, что для любой матрицы А^Мт, т, 
А^'А, а затем:

если Ах, А2 0, то Д։ 4- А, 0;
если Д1^-0, _4а^>0, то А՝ 4՜ А2 0;.
если А > 0 и а £ [0 + оо), то а-Д^-0;
если Д > 0 и а £ (0 4՜ оо), то а-А > 0.

В заключение раз и навсегда договоримся, что если матрица. 
А^Мт, т, то запись Л>0 (или А > 0) будет означать, что АСН„ 
и неотрицательно (или положительно) определена.

1.4 (а) В свое время было отмечено, что множество Мт, п(т, п>-1) 
можно трактовать как т X п-мерное векторное пространство над по­
лем С. Очевидно, что на пространстве Мт,п различными способами 
можно ввести норму. Но ввиду конечномерности Мт. п все эти нормы 
будут порождать одну и ту же топологию. Следовательно, в Мт,п од­
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нозначно определены понятия сходимости, открытого и замкнутого 
множеств! и другие топологические понятия. При этом заметим, что 
сходимость матриц в пространствах Мт. п (т, п^>1) равносильна 
их поэлементной сходимости. Легко видеть также, что опера­
ции сложения и умножения матриц, умножения матриц на числа 
из С, сопряжения, а также взятия определителя Зе! (Д), действи­
тельных или мнимых частей квадратных матриц А £ МП։ т (т > 1), 
непрерывны в надлежащих матричных пространствах.

(б) Матрицу и £ Мт. т принято называть унитарной, если 
ии'^и'и= 1{т\ (1.18)

Из определения (1.18) следует, что если матрица (՛’ унитарна, то 
и^М՝т,т, и-' = и' и |с!е1((/)|=1.

Обозначим через ит множество всех унитарных матриц из Мт, т. 
Следующие свойства элементов ит проверяются непосредственно: 
если £/^ит, то и 1 £ит;
если и а(С, |а| = 1, то (1.19)
если и, Иеи«, то и-У^ит.
Приведем важную для дальнейшего известную теорему.
Теорема IV. Любая матрица А £ Мт, „ допускает представ­

ление вида
А = и-Л.у. (1.20)

где и £ 11т, V £ ип, а матрица Л £ Мт, п имеет вид
/ЦО........0\

Л = I 0 0 I , (1.21)

где
Х։ > Ц > • • к, > 0, v = min(m, п|. (1.21х)

1.5. Начнем этот пункт с одного определения.
Определение. Пусть односвязная область £)с:СЛ и /(z) £ 

£CXfO], z^D— произвольная непрерывная функция. Условимся го­
ворить, что / (г) допускает логарифм, если существует непрерывная 
функция g(z)£C, z£Z), такая, что

exp{g(z)}=/(z), D. (1.22)
Не исключено, что такого рода функций g (z) будет очень мно­

го, но, тем не менее, для них мы воспользуемся одним и тем же обо­
значением: g (z) = ln/(z), z^D.

Теорема V (о логарифме). Пусть DaC,N — односвязная об­
ласть и /(z)£C\|0), z^D — непрерывна. Тогда

1. /(z) допускает логарифм;
2. если g (z) = 1п/ (z), то имеем также .

g(z) + 2r.ki = lnf(z), k^Z;
3 если £у = 1п/(/=1, 2), то существует целое число к0 та­

кое, чт о
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gt (z) = gi (*)  + 2 *k oi, z^D\
4. если g(z) = ln/(z) и f (z) голоморфна в области D, то там 

же голоморфна и g ().*
Доказательства утверждений этой теоремы мы опускаем, пос­

кольку все они хорошо известны и содержатся в различных курсах 
топологии и теории функций.

1. 6 (а) В пространстве Мт. т (т 1) выделим область

Мт. т= {АРМт. т : Re А > 0) U \А £ Мт. „: Im А > 0} U (Д £ЛГт, „ : — 
— Im А > 0]

и в этой связи отметим еще ряд свойств:

если А 6 Мт. т, то А £ Мт. т <=> А ^Мт, т»
если Нт<= Мт. т суть множество всех положительно определен­

ных эрмитовых матриц, то

Н^сМт. mi 
• \ 

очевидно, что область Мт, т звездна, относительно единичной мат­

рицы /(т>, поэтому Мт, т — односвязная область;

если А^Мт, т, то а-А^Мт.т для любого а > 0.
(б) В области Мт,т определим голоморфную функцию f(A) = 

= det(H), А(^Мт,т, и убедимся, что там /(Д)=/=0.
В самом деле, если Re .4 ^>0, то из тождества

<^и-А, u> = <u Re>4, и> 4-/<И'1тД, и>, и£Ст

вытекает, что Re<^u >4, ц^>^>0, u£Cm\|0|. Вместе с тем, если по­
ложим, что det (Д) = 0, то существовал бы элемент u0 € С՞1 \{0} такой։ 
что ио-Д = О. Отсюда следовало бы равенство < и0-А, и0 > = 0, 
противоречащее неравенству Ре<ы0-Д, и0^>0. ^Значит при условии 
Re А > 0 всегда det (Д) =£ 0. Если же ± Im А > 0, то Re (+ iA) 0 и
поэтому det (+L/4) =£0, а значит, detf4)#=0. '

Таким образом, при А^Мт,т всегда /(Д) = det(Д) =/= 0. Но то­
гда, согласно теореме о логарифме, ’существует единственная функ­

ция g (Д), А £ Мт, т, голоморфная в Мт, п и удовлетворяющая усло­
виям

ехр ;г(Д))=/(Д) = det (Д), А£Мт.т,
(1-24)՛ 

g(/(m))=0.
Эту однозначно определенную функцию g будем обозначать через 
Indet.

(в) Укажем некоторые свойства этой функции. Прежде всего,, 
укажем на следующие: ...... • <• т,
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Ке [1п бе! (Л)] = 1п |<1е1 (Л)|, А^Мт.т,

1п ае! (А’) а 1п с!е1 (Д) . А 6 Мт, т, (1.25)

1п с!е1 (а- А) = т-!п а + 1п с1е1 (А), А £ Мт, т, а ^>0.

Кроме того, при всех Д^Н^сЛ^л», т
■ 1т [1п 8е1 (Д)] -0 и 1п Не! (Д) = 1п [с1е1 (Д)]. (1.26)

Наконец, имея в нашем распоряжении функцию 1п с!е1 (Д), мож­
но определить степенную функцию, положив для любого Р£С

[ае!(Д)]3= ехр (Р-1п с!е1(Л), А^Мт,т. (1.27^
И в заключение, комбинируя (1.25) с (1.27), приходим к формуле

[с1е1 (а-Д)]3 = ат9 [Ве!(Д)/, А^М„,т, а>0. (1.28)

§ 2. Введение классов голоморфных функции 
Н? (Кт. л) в некоторые их свойства

2.1. Начнем с формулировки одного предложения, доказательст­
во которого на основе теоремы IV (§ 1) приводится в монографии [6] 
(теорема 2.1.2).

Предложение 2.1. а) Если С £Мт, п то
ае1[/(т,-С-С'] = ае1[/(л)-С*-С].  (2.1 )

б) Положительная (неотрицательная) определенное ть мат­
рицы 1(т>—С-С равносильна положительной (неотрицательной) оп­
ределенности матрицы /(л)—С -С. Отсюда непосредственно следует 
равенство

ае1[/(т)-2 С’]= Не! [/(л)—С-2), (2.2)
•£, С£Л/т> Л-

Опред еление. В семействе матриц Мт.п(т, л^-1) обобщен, 
ным единичным кругом называется множество (см. [6])

/?„,„== |С Л/т, „: /"» —С • :’> 0) = {С 6 Мт, „ : Iм - С*  • С> 0]. (2.3)
В § 0 мы уже отмечали, что /?|, л (п > 1) — не что иное, как еди 

ничный шар пространства С՞ = М\. л:

, ■ Вл ={<=(«.,•••, ?л)€Сл: Д

В общем же случае, когда т, п 1, Кт, п является ограниченной 
областью в пространстве матриц Мт, п, причем ее замыкание опишет­
ся таким образом:

Кя,я- КеЛ4т,„:7(т,-С-С*>0}.  (2.4)
Дополнительная информация о свойствах области Кт, Л содер - 

жится в следующем предложении.
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Предложение 2.2. а) /?я, я — полная круговая область, 
т. е. если *£Кт,п  и |®| -С 1< то

б) Если С'С Ет, п, то
О <ае1[/т։—С-С’]<1. (2.5)

в) Если Е^Ет.п и '^Ет.п, то
Не[/т)—2-С] >0. (2.6)

г) Если г£(0, 4- оо), то положив
Г" Ет, я =(г-С, С £ Ет, Л }։

(2.7) 
г-Ет,п= {г-С, |,

будем иметь
г • Ет, п = (С С Мт, п: г’ • I™- С • С’ >0 ),

(2.8)
Г ■ Кт։ „ = Мт, г։ ./(Я1)—г <•> 0).

Доказательство, (а) Пусть (.£Ет,п и |а|-<1, тогда будем 
иметь
/«")_ (в.С).(а.д’= /т)-|а|».(;.С’ = (1 -|а|’)./я’+|а|а.(/‘т,-С. С)>0, 

откуда и следует, что Е^ П — полная круговая область.
б) Согласно теореме IV (§ 1), любой элемент Ь£Мт, Л допускает 

представление вида
С = £/.А.И, (2.9) •

где £/еит, и

Л = (п\° "°п)’ (2.Ю)
\иЛ2։в,и/ 

...  ч — тш {т, и}.
Если теперь Ет, п, то в силу (2.4) /<т) — С• С*>  0, или же /(т)— 

— Л-Л >0, откуда получаем: !<£<>. Кроме того, лег­
ко проверить равенства

det[/(m)—C-t’j = det<f/).det(/'n)- Л • A’]-det(t/՛) = f] (l-tf), 
*=i

«, тем самым, наше утверждение (2.5) доказано, 
в) Если Z^Em,n и то

/(m,>z.z’, Z(m։>c-c‘. (2.11)
Далее, справедлива следующая серия неравенств: 

(Z-Q.(Z՝-C)>0, 

zz*+cc ’>zc’+cz*,  

Z-Z’+C-C’> Z-C+(Z<’)’,

2 • 7(m)> Z Z’-K • 2 ■ Re (Z f),

Re(/m)- Z-C]>0.
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г) Это утверждение устанавливается тривиальной проверкой.
2.2. а) Обозначим через Aut(/?m, и) группу всех биголоморфных 

изоморфизмов области Rm, п- Для любого элемента g£ Aut (R„, я)к.че- 
рез обозначается комплексный якобиан отображения g, при этом 
заметим, что

^(0^0.^/?'՞"’. (2.12)
Далее, из предложения 2.2 (а) следует звездность относительно 

начала координат, а значит, односвязность области Rm. п- Поэтому, в 
силу теоремы V (§1) (о логарифме), функция Д^ допускает голоморф­
ный логарифм. Но тогда, согласно принятой выше договоренности 
(см. 1.5 — определение), любую голоморфную в Rm,n функцию Л, удов 
летворяющую условию

exp {h (С)} ж= Ду (Q, С £ „, (2.13)
будем обозначать через 1п Д^.

Напомнив, что такая функция А (9 отнюдь не единственна, для՛ 
любого КС мы полагаем

[ДИ9]^ехр{₽-1пДИО|. ^Rm,n.
Далее, для любых целых т 1 и n 1 положим

ПГ(;)ПГ(А)
Vm,n=' „„ 1--------- cB,„ = ֊L (2.14)

ПГЦ)
1

и отметим, что, как установлено в монографии [6, теорема 2.2.1], чи­
сло Vm, п есть объем области Rm.n- Там же был получен явный вид 
так называемой керн-функции области R т.п-

Ст. п 
Ат)__

являющейся голоморфной функцией по Z и аг.тиголоморфной по С,, 
воспроизводящей голоморфные в области Rm.n функции с интегри­
руемым квадратом модуля по области Rm,n и пс мере „ (см. § О, 
теорему II).

Отметим, что, как известно, для каждого биголоморфного отоб­
ражения a£Aut(/?m,«) справедливо тождество

Rn,.n(g(Z). g(C))-Af(-Z)-M)^^«(^Q, Z, С £/?«.«. (2-16)
Как следует из самого определения (2.15)

Km,n[Z, 9^0, Z, ^Кт.п, (2-17).
и поскольку область Rm,iiX Rn-.n односвягна, то по теореме о лога­
рифме там же однозначно определена также функция \nKm,n(Z, 9» 
голоморфная по Z£ Rm, п> антиголоморфная по С £ Rm, я и такая, что

exp {lnXm,„(Z, 9) » (Z, 9. Д (2.18).
и

ln/Sn,n(Z, Z) вещественен для Z£Rm,n- (2.19).

. Z, (2.15)/rm.„(Z,9= — 
[det
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б) В дальнейшем будем пользоваться следующим простым пред­
ложением.

П р е д л о ж е н|и е 2.3. 1. £сли Аи1(/?т,Л), то при любом, 
выборе функции !п Д^ справедливо тождество

1п кт. „ (е (7), 8 г,)) + 1п дг (2) + 1пм<)= 1п кт, п (г, о, д, с е .
(2.20)

2. Для любых 2, Кт, п справедливо тождество

1п Кт. п (2, С) = 1п Ст. л -(т + п)• 1п Не! [/т)— Д-С], (2.21)

где 1п с!е1 — аналитическая в Мт, т с Мт, т функция (определения 

обл асти Мт, т и функции 1п Не! см. § 7).
3. Если 8^. Аи1(/?т,л)> та при любом выборе функции 1п А 

справедливо тождество

1п ае1 [7(т)- г (г) • 8 (О*]  = — ь дг (Д) + -֊- ад + 
тпТп т֊гп

(2.22)
1п ае! 7> Х6/?л,.л.

Наконец, как обычно, для любого Р£С будем полагать 
я <1еТ[£т.л[^С)]₽ = ехр{₽.1пЛ„,>я(£ С)}, 7,Се*т.л.  (2.23)

2.2. (а) Приведем сначала одну важную формулу интегрирования 
ло области Rm.ii> установленную в монографии [б, § 2.2].

Начнем с того, что любую матрицу С£Л/т. л можно представить 
в виде

С«(^Мт-1. Л, р£Мг,Я~СЯ. (2.24)
\р/

Тогда справедливо такое индуктивное описание областей Кт л (см. [6], 
§ 2-2):

если т = 1, п^-1, то Л», п = ВЛс: С՞}
если же т > 1, п 1, то •

Кт, я — { ՛■• — ( ^т, л ! С С Кт— 1, л, (2.25)
\ Ш- Г*/

Г 6^'л, л, /(л) -?-С = Г-Г’, <Вл].

При этом выполняются соотношения
ае1 [/<”>-?. С] = |с1е1(Г)|а, (2.26)

ае1[/("։)-С,-С] = (1-М’).|аеКГ)Р. ■ (2.27)

Далее, пусть т^>1, п^-1 и в области Кт,п задана произволь­

ная функция /(^). Тогда для любого Кт-1, я определим функцию
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7^)=/(՝ (2-28)
\ш • г’/

уже в единичном шаре ВлсС", где

/<л,-?-С = Г-Г’, Г(К,. (2.29),

Очевидно, обозначение (2.28) нельзя считать вполне удачным, 
поскольку наша функция /(«>), <“£ВЛ, зависит также от '£Ят-|, « ■ 
от выбора Г^Л/л.я, подчиненного условию (2.29). Но мы предпочли 
указанное обозначение, во избежание более громоздкого.

Формула, о которой речь шла выше, имеет вид
р՜(0 </Нт. л (0 - ре! [/(Л) —? С] [7 (со) Л («) «/Ря,֊։. „(<), (2.30)- 

п ^т—1, л ®л
где предполагается, что / (С), Лт, Л (т > 1, л > 1) — любая измери­
мая интегрируемая по £«,, л функция (неотрицательная, либо вообще- 
комплексная).

б) В предположениях т, л>1 и Ке?> — 1 введем сбозначение- 
/л», п (?) = |[ае! С-С)]? „ (9 = У ]с1е! (/л>- С- С )/ „ (С).

#т, п &т, п.
(2.31)

Воспользовавшись формулами (2.30), (2.27) и (2.26), можно пока­
зать, что

ПГ(₽+/)ПГ(₽+9 
л. » (₽)= 1----- ---------- 1----------- - • -

пг(Н/> • (2.32>
1

Далее, при тех же значениях параметров, т. е. при т, п^>1 и 
Ые ? — 1 положим

Ст,»(₽) = Л.МР). (2.33)
Сравнивая введенные нами ранее обозначения (2.14) с (2.32) и (2.33).. 
заключаем, что

Ут.п = }т.п (°) И Ст. л = ст. я (°)» т> " > 1-

Особо отметим также следующие соотношения:

»■■И»- № + 1)№ + 2) - (Р + "’ (п»!), 
к"

(2.34> 
ст,„(₽) = ст_1.Л(? + 1)-с։.Л(Р) (т>1, п>1),

2.3. а) Для произвольной измеримой по Лебегу (вообще говоря 
комплекснозначной) функции / (С), С Кт, п (т 1, п>1), при данном 
р (0, + °о) и а (— со ос) положим
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Шр. - = У [<1е1 „ о =

/?т, л

= 1՜ |/(С)Г-[ае1(/я’-С.:)]’</Ия,я С). (2.35)

Ят, п
Затем введем пространство

ЩЯт.п ) = {/:№.«<+ °о}> (2.36)
а подмножество всех голоморфных в Ет, п функций будем обозначать 
через НИ($т,п).

Отметим, что при тл = 1, п 1 мы приходим к пространствам 
£?(ВЛ) и Н?(ВП), о которых по существу шла речь в работе [4].

Приводимое ниже предложение является обобщением следующе­
го известного факта: если 0 р и —оо<^а^— 1, то про­
странство Нр (В„) = {0}, т. е. оно пусто.

Предложен и'е 2.4. Если 0<^р< 4- со и — оо <^а — 1, то
пространство Нр(Ет։П) также пусто.

Доказательство. Если /(£)£//£(/?т, п)г ТО СОГЛАСНО (рОрМу*~  
лам (2.30), (2.26), (2.27), имеем

«= У |/(С)Г • [<1е1 (/(я>- С -С)Гя (С) =

Ят, я

=У [<!•! (/(я) - с • ■ ;)Г+։ • {у I /(ш)Г ■ (1-нг </И1, я (»)} X 

/?лх—1, л Вл

Х^«֊1,л(С)< + оо. (2.37)

Отсюда следует, что для почти всех я функция (В„).
Но поскольку при 0<^р<^-|-оо и —оо<^а<; — 1 мы имеем 

Нрл (В„) = (0), то из (2.37) заключаем, что для почти всех С£#т-1, Л

7(»)==/(С г#) = 0, ш6Вя, (2.38)

где /Л)—1*.  ;= г-г’, ГеХя.

Наконец, из (2.38), ввиду непрерывности функции /, следует 
что/(£)=(), 2£Ет,г., чем и завершается доказательство.

Таким образом, пространства Нр(Ет,п) представляют интерес, 
только при условиях

0<^/><4֊°ои — 1 < а < + со, (2.39)
которые будут предполагаться выполненными всюду дальше.

Из предложения 2.2 (б) легко вытекает
Предложение 2.5. Если 0<р<^-}-оои—1<^а<^р<^4-оо, 

то при т, л^-1 
2-559
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Л)С //('(/?„, я)сН&(Ят.п). (2.40)
Лемма 2.1. Если функция /(г) голоморфна в Вл, то спра­

ведливо неравенство

1/(0)|/’<С1,„(а)- — №)*  </р։, „ (ш). (2.41)
Вл

Доказательство. Переходом к полярным координатам по. 
лучим равенство

/ = с։, л («)• ] |/(ш)Г- (1 ֊ Н)’)’ а (<о) =

Вл

3
=։С1.л(в)-| — '■’)а^|/(г-7))|/’Лл(^)։ (2.42)

0 *Л

где 5Я = С" : Н!= 1| сСл — единичная сфера, а </а„ — поверхност­
ная мера Лебега на Зп. Поскольку |/ [г)\р субгармонична в Вл> то имеем 
для 0 С г <С 1։

|/(0)Г < —Г |/(г.т,)|Д е/ал Н), (2.43)
°«(-’л) J

5л

где оя(5л) — полная „площадь“ сферы 5Л.
Комбинируя (2.42) и (2-43), получим оценку

1
/>|/(0)ГМ5Л).С։, „(а)- |՛ г2“՜1 -(1 - г’)« ф- =

о
= С1, л(а) |/(0)!₽- [ (1 - И’)« фн. п (О))֊

Вл

= С1,«(а)-|/(0)Г-Л л(а) = |/(0)|р.

Предложение 2.6. Если /(С) ^Ня{Ет,п), то функция

, ^^Рт-г.п, принадлежит пространству /Л+1 (Ят-1, л).

Доказательство. Пользуясь равенством (2.37), для /(Д) С
■£ Н° (Кт, Л) мы имеем

+ ОО>
4՛ '

Лт, л
= У [сЫ (7(л)-Г • 51’Ь1 • {11/ (ш)Г (1 - |ш|։М1, л (ш)} X п (С) > 

Лт—\, л Вл

> с^л (а) • [ [ае! (Дя) -? • С)]։+1 •|7(0)|" ^-1, л (С) = 

К-т 1,- п

©
1՜ |/(С)Г-[ае1(7(л)-С։-С)Г ^л>.л(С) =
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Г

= cj,’«(»)• j [de
Rm—1, л

dlhn-i, л G). (2.44)

Из (2.44) в итоге следует, что t£Rm-l,n, при

надлежит классу Н^х (Rm-x. л).

§ 3. Основные интегральные представления в областях 
Rm, п (ГП, П > 1)

3.1. а) Докажем сначала формулу интегрального представления 
для класса И, (Rт, ։  ) и частном случае, когда р —— 2.*

Теорема 3.1. Любая функция j(Z) £ На (Rm, я) (—1 <Са<\ +°°) 
допускает интегральное представление вида

f,7\ f f<r\ [det (Z(m>-С-С’)]“ ,
f (Z) = Cm, л (°) ' I f (С) — , dPm- п (Q (3.1)

/ [det(/(zn)-Z-Z)]m+'1+e/v т, п
ри R т,п-

Доказательство. Убедимся сначала, что формула (3-1) верна 
при 7—0 £^т.п- Более того, установим следующий факт:

если а>— 1, т, п > 1, то для любой функции /(£)£77а (Rn.ii) 
справедливы формулы

/(0) = Сот,я(а). |/(о.^(/(т,-с.с’)]։</рт.„(':)=

Лт, п

= ст. „(а)- У/(С) - ^еЦ^’-С’-С)]^«,п (С). (3.2)

Лт, п
Равенства мы будем доказывать полной индукцией по индексу т- 

При тп = 1 нам нужно с учетом (2.34) показать, что для любой
функции /(^Н1(Вп) справедлива формула

/(0) = (<х + 1)--,(а + п) Г/(<)-(1- !М2)’^,Л (<;)• (3.3)
пп 3

Вл

Но эта формула (3.3) является простым следствием при г = 0 теоре­
мы П1 (§ 0).

Допустим теперь, что т1 и наше утверждение (3.2) справед. 
ливо для значения т — 1, и докажем его для значения т*

С целью сокращения, если обозначить

I=cm.„(^- j /(Q-[det(Z(n)-C.C)]“rfp.n,.1G).

2?m, я ' ՝՜

то мы должны установить равенство I (0).՜

(3.4)
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Действительно, по формуле интегрирования (2.30) и в силу рек- 
курентных соотношений (2.34) имеем

/=сот_1. „(а + 1)- j [det (/‘<’) -? • Q]‘+1 • j С|. „(а) X 

Rm—1, п
(3.5)

X J/ (<u)(l —H։)B n(«e)|rff*m-i,  я (С). 

Вя

• В процессе доказательства предложения 2.4 мы установили еле 

.дующий факт: при Н? (Rm, f £(Вя) почти для всех п,
֊0<^<^-|-оо и —1 л <С -F 00 • Поэтому, ввиду того, что наша ис­
ходная функция можем утверждать, что /^//«(Вя) для

дочти всех /?т-։, л- Следовательно, согласно (3.3), имеем также
7(0) = ci, л(a)- J/(w)-(l —Н*)*«/^, я(ш) (3.6)

Вя

.для почти всех я.
Комбинируя формулы (3.5) и (3.6), получим

/=ст_1, Я (а + !)• [7 (0) - [det (/<">-?. Q]-+J dpm-i. „ (Q = 

Rm-], n

= cn-\. " (* + 1)֊ p ( о ) 'tdet (/(Я) dpm-1, я(С). (3.7)

Rm—1, n

Далее, из предложения 2.6 следует, что pjj (Rm-]. n), a 

•согласно индуктивному предположению (для т — 1) из (3.7) получим 
равенство

в чем нам надо было убедиться.
Установив таким образом формулу (3.2) для любой функции 

fWт.п), перейдем к доказательству интегрального представления 
(3.1) теоремы. С этой целью зафиксируем функцию f^Hl(Rm,n) и 
произвольную точку Zo£ Rn,n-

Далее, поскольку группа Aut(/?m>n) действует транзитивно на 
Rm.n г[б], § 4.3 (1)), то существует элемент g £ Aut (Rm, я) такой, что 
£ (■£<)) =®tzRm,n- Обозначив еще через g՜1 £ Aut (Rm, я) обратное к g 
отображение, имеем также g~' (0) = Zo.

Наконец, как обычно, и 1 суть соответственно комплек­
сные якобианы отображений g и и՜1. Притом заметим, что Д^(С)=^О
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И д*  I (С) =#Э. С^Ял,.,, и кроме того, если С։ = #(С1) <=>С։ = £-։ (С։), то 

^(Ч)Д<_1(С,)=1. (3.8)
Договоримся теперь выбрать голоморфную в Кт, п функцию 1п Ду 

каким-нибудь образом, положив конечно, что
1п Д,-1 (С) в= - 1п А, -։ (С)), С 6 Кт. «• (3.9

Тогда согласно предложению 2.3 (3) имеем
[аек/(”,-Я(9-я(9’)Г =

® |АИ:)Г"я*'Чс1е1  (/(т)- С-С’)]՛, се Кт. П‘, (3.10)

[ае։(/”')֊20.с*)]- (Я1+я+<)®[^(^] т+п -[М91 т+п. ^кт.„, (3.11) 

так как £ (20) = 0.
Затем введем функцию

т + л4-ч

?(^)^/(^Ч«7;).[^_1([Г)] т+п , (3.12)
голоморфную в Rm.it, причем, как следует из (3.8) и (3.10), Ц<р|?, « = 
= 1/Ь. >< + °°» Т. е. ф£Н«(Ят, я).

Поэтому по формуле (3.2)
»(0) = Ст<я(а)- | <р(17) [с1е1(/(я։>- (ИГ'КЛП (3.13) 

Мт, п
В заключение подставим явное выражение (3.12) функции ф(5Г) 

в (3.13), произведем замену переменной 1^=£(С), Ч^Кт. п, [в интег­
рале (3.13), принимая во внимание соотношения (3.9) — (3.11). Тогда 
приходим к формуле (3.1) для Z = Za, и поскольку точка Z0^Rm, п 
была произвольной, то теорема, т. е. формула (3.1), полностью дока­
зана.

3.2. (а)Распространим теперь теорему 3.1 на пространства Н? Л), 
1 -֊< р < оо, однако полагая пока, что параметр а£[0, 4֊ со).

Теорема 3.2. Пусть 1 -<■ р < 4՜ го и։>0. Тогда любая функ­
ция допускает представление

(3.14) 
Л |аеЦ/ — Л

Мт, п
Доказательство. Полагая, что /(Д) € На (Кт։ п) (1 +°°»

«> 0) — заданная функция, для значений 0<г<^1 определим функ­
ции

М9 = /(|- ’). ^Кт.п. • (3.15}
заметив, что согласно предложению 2.2 а), г-^^Кт, «• Очевидно, 
что функции /г ограничены в Rт, И поэтому /г £ Нх (Кт, л)։ 0< Г<1.

Согласно теореме 3.1 имеем

л (2) - <3-16’
/?<П, Л

7.^кт п, г €(0,1).
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Полагая, что точка 2^ £ /?т, Л произвольна, зафиксируем ее и подбе­
рем такое го£(ОЛ)> чтобы имели Х^г-Кт.п при г0 < г < 1. Исходя 
из представления (3.16), получаем формулу

‘ /ч г ' Не! (1<т> - С-С)Г </Нт, Л (9
/(^о) — сл1,«(“)' I 1' (') [с[е1(/('’,>_ 2о/г• С*)]" +л+'՝ ’ (3.17)՛

Кт,п

Наконец, если в интеграле (3.17) произведем замену переменной 
С -*  С/r, то придем к формуле

(a\-r2m'- (* [det(ra/ )-~С'С)] я(ч) <--<^1 И 1Я\ 
/ (^о) cm,«(a)‘r J [Jef _ ^•С*)] Я1+л+<՛ го^>г\1- (3.18)

г- Rm, п

Пусть 'Х/п. л (С; г), С£/?т, л — характеристическая функция области 
Г-Rm.n И

Ю ЛО [detO-’ ^-C Qr ■, 
r [det(r։-/(m) — Z0-O])"H”։+* тП^" (ЗЛ9>

Тогда формула может быть записана в виде

/(Д) = cm, „ (a)■rla՛ • J Fr (C) d^m, n (Q, r0 < r < 1. (3.20)

Rm, n

Введем, далее, в рассмотрение компактное множество
Л=!{(г, С), r£R, Г̂М„Я :г0<г<1, га-7(ж)-С-С*>0|,  (3.21)

заметив, что тогда для любого (г, С) £ К
det(ra/m)-ZoC‘)#=O.' ’ • (3.22)

Поэтому существует число 8£(0, + со) такое, что для всех (г,^)(^К 

|det(ra-/((n)-Z0.C’)|>8>0 
и тем самым

[det(r-./'"'-Z0.C-)]-'"+"4 (r,QСК. (3.23).

Далее, рассуждая приблизительно так же, как и при доказатель­
стве предложения 2.2 (б), на основании теоремы IV заключаем, что 
при г0<г<1 и д, в предположении ка^.֊0, справедливо не­
равенство

[det (ra-/(m)-С•<:*)] “< [det (/’’-С-С*)] “. (3.24)

С учетом (3.19), (3.23) и (3.24) приходим к оценке

(91 < I/(91 • [det (Z(m)-;c.։;•)]՝• 8֊(m+n+o), с с Rm. (3.25) 

откуда ввиду /^7/?(/?т, л) легко видеть, что правая часть (3.25) из 
класса L1 (Rm, п; и, тем самым, она является интегрируемой, 
мажорантой для семейства функций {Fr (С)}, r0 < г < 1.
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Поэтому мы вправе в формуле (3.20) переходить к пределу при 
г t 1 на основе теоремы Лебега об ограниченной сходимости. В ре­
зультате мы получим формулу (3.14) для выбранной точки Zo£Rm,n. 
Наконец, поскольку эта точка была произвольной, то теорема 3.2 пол­
ностью доказана.

(б) Пусть 1< р < 4 <> я _՝ — 1 и ß£C произвольны. Если

Reß> —--1, 1<р<4֊«>,
Р

(3.26) 
Re ß > я, р = 1,

то будем писать ß *~(р,  я).
На основе интегрального неравенства Гёльдера легко устано­

вить
Предложение 3.1. Если ß *-(р,  я), Im ß = 0, то имеет мес­

то включение
(3.27)

3.3. На функциях f(Z), заданных в области Rm,։,, рассмотрим 
интегральный оператор

7-tn/(Z) = C;„>n(ß)- [ Gm,„(Z,C; ß,/)rfPm.B(Q, Z^Rm.n, (3.28) 
J
Rin, n 

где
G„. (Z, C; ?, /)S/(C) • ReP > -1. (3.29)

(а) Лемма 3.1. Положим, как всегда, 1 •< р < 4՜ 00 и — 1 < 
<Я< 4- оо, /(£)££'(/?„,.„).

1. Пусть р = 1, компакт Kc.Rm,n, 0 <^4՜ 00 и а <^а<^4-
Тогда существует функция Ч1՜ (С) нв (С) £ L1 (Rm, л5 dpm.n) такая, 
что оценка

\Gm. n(Z, С; ß, /)| < ЧТ (С), Rm. п, (3.30)

справедлива равномерно по Z^K и ß £ С, но при |Im ß| С А, 
я ֊< Re ß ֊< а.

2. Пусть 1 <^р 4՜ оо, компакт Kc:Rm,n и 0<^Л<^4-°°։

----------1 а։ а? 4֊ оо. Тогда существует функция Ч^ (Q = 
Р

= (Q‘€ L' (Rm, п, dp-n,n) такая, что оценка (3.30) имеет место
равномерно по Z^K и $£С,,при |Imßj<X« a։֊<Reß-Ca։.

Доказательство. При п> ß£C определим
функцию

7}(Z, С; ß)=[det(/(m։-Z-C’)]m+n+₽ =

= ехр {(m + n4-ß)-lndet(/(m)-Z C’)). (3.31)

Очевидно, что т) непрерывна по совокупности переменных Z^_Rm,n, 
6 Rm, п, ß £ С, притом нигде в нуль не обращается. Поэтому в обоих 
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рассматриваемых в лемме 3.1 случаях 1 или 2 справедлива оценка. 
снизу

|7)(2, С; Р)| > 8 > 0.
Отсюда и из определения (3.29) функции 6т, п следует, что в тех же- 
случаях 1 или 2 имеем оценку сверху

\ст,„(г. С; р,/)|<|/(01-Н(4 С; ₽)Г։х

х [аец/^-сО^Ч։՜1- |/(О|-[аеи/“,-с-0]1։е>. (3.32)
Наконец, из условий, наложенных на КеР в обоих случаях 1 или 2, 
вытекает существование функций ։ (С) £ £' (Хт. п, брт, „), чем и за­
вершится доказательство леммы.

Следствие 3.1. Пусть 1 С р 4֊ со, а > — 1, /(2) £ 1Л(Кт, я)1 
и ₽։-(/>, «)• Тогда 7’т.Л/(2), как функция от „, голоморфна
В /?т, п-

Следствие 3.2. В тех же предположениях 1< р -|- ос, а^>—1, 
/€£?(/?т,Л) и

Если Р = 1, ТО Тт.п{(2), как функция от Р, голоморфна внутри 
и непрерывна в замкнутой области Ие (3 а.

Если же 1 < р<4-00, ТО Тт,„/(2), как функция от 9, голо­
морфна в области КеР>(1 4՜ «)/р — 1.

(б) Наконец, сформулируем и докажем основную теорему.
Теорема 3.3. Пусть 1 41 р < 4՜ °°, —1 <а < 4՜ °° и Р »- (р, а).

Тогда любая функция {(2.) (Кт,п) допускает интегральное 
пре дстав ление

/ {г) ^т'т,п/ (2). в„.„. (з.зз)՝
Доказательство. Выберем произвольную функцию X

X (Rт, п)<=^(Кт,п), и затем фиксируя точку 2£ положим
А(Р)= 7^,Л/(2). (3.34)

Согласно следствию 3.2 леммы 3.1, при р = 1 функция А(Р) го­
ломорфна внутри и непрерывна в замкнутой полуплоскости ИеР^-а, 
а при 1< р < 4՜ 00 она голоморфна в полуплоскости Ие Р>(14"а)/р—1.

Нашей конечной целью является установление тождества

А(р)=/(2). (3.35)

Если положить Ро = шах[О; (1 + а)/р —1), нам в силу теоремы един­
ственности голоморфных функций достаточно установить, что

А(Р)*̂/(2),  р>80. (3.36)

Но при любом Р > Ро легко видеть, что Р »—(р, а) и поэтому, соглас­
но предложению 3.1

/(Д)б^ (/?„,„).
Наконец, поскольку Р 0, то согласно теореме 3.2 приходим к тож­
деству (3.36)
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/(2) = Г1Л/(^)^Л(₽), ?>₽0, 
т. е. к доказательству теоремы.

Замечание. Комбинируя результаты монографии [6] и работы 
[8], можно получить утверждение теоремы 3.3 при а = 0 и веществен­
ном Р 0.

(в) В заключение статьи считаем не лишним отметить, что есте­
ственно возникающий в связи с теоремой 3.3 вопрос о справедливости 
соответствующей ей теоремы проектирования остается открытым.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 10.У.1989

Մ. Մ. ՋՐՐԱՇՅԱՆ, Ա. Հ. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ. Ինահգրալ ներկայացումներ ընդհանրացված միավոր 
«ր չանո ւմ Համփոփում)

Կա մայա կան բնական թվերի համար նշանակենք &ո՜°^- ^1X1'1 չափսերի այն
• կոմպլեքս մատրիցներից բաղկացած տիրույթը, որոնց համար մատրիցը
դրականորեն որոշված է։ Այստեղ I ~ը ա կարգի միավոր քառակուսի մատրիցն է, իսկ 

ըհ֊ի Հերմիտյաին համա լուծումն է»

Բացի այդ, ո(րո, Ո>"1) կնշանակի Լեբեգի Լափը 7? տ տիրույթում։
ներկայացված աշխատանքում £ ոյ ղ տիրույթում հոլոմորֆ և

|’|Հ(Օր. [էԽԱ/^-էՀ*)]^ (€)<+«, (1)

,1

յդայմանին րավարարող ի/Հ ո) դասերի (1 < ր Հ -|-ՕՕ, ։>֊ 1)/Ա) ֆունկցիաների 
համար ապացուցված է հետևյալ ինտեգրալ բանաձևը
(Ւեորեմ 3,3).

ր ՜ [ճ6է(/(”)-<;-ր,*) 1? ժա „(0

= ]/(0- |ժ6է(/^_2%]”Հձ (2)

^։ո.ո
որտ եզ ի £ Շ և

1^6 8 > ——՚ • — 1, 1 թ <Հ 4֊ օօ,

1?6 ? օ, թ = 1.

Այս հիմնական արդյունքը հանդիսանում է հեղինակներից մեկի 40-ական թվականների է 1,2 ] 
աշխատանքներում ապա ցուցված ինտեգրալ ներկայացման բազմաչափ անալոգը։ Միևնույն 
ծամանակ թեորեմ 3.3-ը ընդհանրացնում է Հոսս Լո-Քենի [6] արդյունքը, որը հաստատում 
կ (2) բանաձևը ք~2 և 3 = Ղ = 0 պայմանների դեպքում։ որոնք ի դեպ, չափազանց կա­
կան են [Շ] մենագրությունում կիրառված մեթոդների տեսակետից։

M. M. DJRBASHIAN, A. H. KARAPETIAN. Integral repreeentatlon*  In a 
generalized unit ditk (summary)

Let Rm. n (m, n>l) be the complex domain of mXn— matrices C, for which the 
matrix I^m —C-C is positively determined. Here I^m^ denotes square unit matrix of 
order m and the matrix ;• is Hermitian conjugate of C. Besides, let n (m, n > lj 
denotes Lebesgue measure in the domain Rm, n.

In the present paper for the classes (Rmt „) (1 p < co, a> — 1) consisting 
of functions /^C) holomorphic in Rm, n and satisfying the eondition



546 М. М. Джрбашян, А. О. Карапетян

J |/(C)|₽-[det(/<m)-c-Ç)]’rfRm.«(:)<+oo (i>

Rm, n 
the following integral formula have been established (Theorem 3.3):

/% n (P)• J [det(;(m)-z fjr+"+l1 ’ 2
Rm, n

where fl^C and
1 "4՜ cc

Re?>----------1, I'Cp'CH-oo,
P

Re p a, p — 1.
This main result represents a multidimensional analogue of the integral repre­

sentation established by one of the authors in the 1940 s ([1], [2]). At the fame time 
Theorem 3.3 of our paper generalizes the result of Hua L. K. [6] asserting that the 
formula (2) holds under the conditions p = 2 and 3 — z = 0.
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