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ОБ ОДНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ТИПА БЛЯШКЕ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ

1°. В работах автора [1], [2] были введены в рассмотрение и 
исследованы зависящие от параметра а(—1<^а<Ссо) произведения 
типа Бляшке для нижней полуплоскости <7( ’={«> : 1т го ■ 0}

в.(<и, («>А.1)=--П «»*) = П ехР I— 2*(ш< (!)
л

Д [/(и — о — 4] ^
-|’|1

Условие сходимости этих произведений, налагаемое на последователь­
ность их нулей имеет вид

£|1ш шД1+я< 4- ос. 
К

При выполнении последнего условия функция Вл(ы, {тод.}) аналитична 
в ։ и имеет нули только в точках последовательности {п»А|, с крат­
ностями, равными кратностями их появления в этой последовательно­
сти. Одновременно, при а =0, после замен то = я--’, {шА) = {д“1] про­
изведение (1) переходит в хорошо известное произведение Бляшке— 
Неванлинны

л
Основной областью применения отмеченных произведений типа 

Бляшке является теория факторизации классов функций обобщенно­
ограниченного вида в полуплоскости [3], [41, ассоцировангых с опера­
тором интегродифференцирования Вейля. На надлежащих множествах 
функций и(ш), определенных в \ этот оператор был введен сле­
дующим образом:

+ -
° 17 (т) = —— | а®՜1 £/(аг—/о)ч/5; ՛.՝ <С « <Г + °°. (3)

Г(а) ,՛
о

!₽■ и («,) - б-(«); 0< а < + ... (»

где — целое число т.г.с^, что р..
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2°. Целью данной статьи является доказательство нижеприведен­
ной теоремы о представлениях произведений типа Бляшке для полу­
плоскости, существенно упрощающих исследование их свойств.

Теорема. Пусть 1> 1) любое, а последовательность 
|wJc:G^՜, такова, что одновременно

£ |1т «М < + со и £ |1т ш4рх,< + ос. (5)
к к

Тогда справедливо представление
4 ©о

Вк(ш, |«■д|) = 50(w, |ш4|) ехр] 2 С----- ^(1) ] ш^С՛ ', (6)

где фуикция р (<) при —1<^а<^0 — монотонно невозрастающая и 
ограниченная на (—со, + со), а при '0 < = < 1 — монотонно неубы­
вающая на (— со, 4- со), но подчиненная условию

(7)

при любом е 0.
При этом, каково бы ни было (—1, 1), существует после­

довательность Од 1 0 такая, что

W "log
В«(п-г8я) (wj)

du (—оо <С + со). (8)
о

Замечание. Из формулы (6), в частности, непосредственно 
следует, что в случае, когда — 1 < а < 0

|Ва (w, [w,))|<VB0(w, (wj)|< 1; G(
Следует отметить, что как и в теории факторизации функций 

обобщенно-ограниченного вида в круге [5], [6], здесь также ’основной 
интерес представляют факторизации произведений типа Бляшке в слу­
чае, когда —1<а<^0. И в этом случае результат ^приведенной тео­
ремы наиболее полон.

Перейдем к доказательству ряда лемм, ^необходимых для уста« 
новления результата статьи.

3°. Всюду ниже будем полагать

log Ьл (w, Qs — 2а (то, Q (w, С 6 а^>— 1),
отметив, что при а = 0 это определение логарифмической функции 
приводит к ее глхвной ветви.

Лемма 1. При любых а£(—1, 1) и С = Е + функгмя

?. («, Q = IT՜“ log ba (w> C) (9)
а 60(w, С)

аналитична с области С\{? 4 гА:О^А<^ + col, где для нее спра­
ведливо представление 
4-473



Г (1 + a) ?։ (w, Q = 1՜ I -■ 1 - I’'*’ 'U
1 ( s 4- г (w — ■.) a 4- i (w I 

hi
_|_ 11՜ (____ 1__ _ _________ 1---- — | 3’ rfo. (10)

J (з — i{w — 3+z(w— ’> 1
0

Доказательство. Покажем сначала, что при w £ (С4֊/Л:0< 
А < 4- со J

'°*‘° <"•«- FaW LWr-тг - .4к1֊о1 ’՛
(11) 

Действительно, при (х = 0 это очевидно ввиду тождественности one՜ 
ратора IF”. При 0<а<1 интегрированием по частям получаем

lT”log b„ (w, Q = 1 -֊ | <։’ d log -у֊у“---- у •
r(14-a)J a+»(w—Q

что приводит к формуле (1). В случае же, когда — 1<^а<^0, очевидно 

что опять приводит к формуле (11).
Представление (10) и, тем самым, аналитичность функции 

<р« (w, ч) в требуемой области следуют из (11) и формулы

1,.
log6։(№,;) = —֊—; |'(N -И1’«7'. (12)

Г (1 -л) t — i (w — :)
- ’ll

(см. [2], формулу (2.5)).
Лемма 2. При любых a £ ( — 1, 1) и J ; 4- G(՜' фрикция

Re Фа (w, Q гармонична в G(-) и непрерывна в G(՜^ = |w :Imw<0|.
Доказательство. В силу предыдущей леммы достаточно по­

казать непрерывность этой функции в точке w = £, или, что то же 
самое, непрерывность в начале координат вещественной части функции

<(«», С)=֊Г(1 4- а) ч>, (to ;, Q. (13)

С этой целью отнимем от (10) такую же формулу для <р() (to, С) 
(=0), умноженную на Ь}|’, вследствие чего получим:

ч՜**
(«"> С) = | ----—---------(--------1----- | (3՛ — |7)|*) rfa 4-

J о—М4-։w la+h|4-zwj
l’il

I’ll
iff 1 11+ I I П--- •-----------n------ ?(a< —M*) da.JI3^-|Til—a —|7)|4-zu,[
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Однако, как нетрудно проверить, [о*—|т,|“КС«|а— |т(| |(з > 0), где 
С* — постоянная, зависящая лишь от а и 1-гД. Поэтому, (оценивая ве­
щественные части подынтегральных выражений последней формулы и 
воспользовавшись теоремой Лебега о мажорированной сходимости при­
ходим к заключению, что Ее <р՛ («;, И) непрерывна в О(-), причем

lira Re (w, С) = 2 Н| I —---- -Lja.
im®?o nJ ° -H*

4е. Лемма 3. При любых J uw£G( >
0, если —1<а<^0
0, если

(14)

Доказательство. Установим эти неравенства для функции 
Ее (ш, ’)» и сначала при — (— с, + ос).

Как следует из (13) и (10)
+-

Ее ®* (и, С) = Ее I |----------------- ------- 1 з։ =
и I 0 — 1т<| +/и а 4֊ М +ш |

= ([+[ )^</log|- |7?| + /и, = /г(ц) + 4(ц). 

0 ini
При этом, если 0<^о<^ |т)[, то

A log °- М * ------2Ц. и, + ч,-°‘ <0.
да о4-|7)|+гИ , |(а + ։ц)։—т)։|2

Одновременно, если а>0 и а* > |т)|։, если а<0. Поэтому

_ |,|. Iog 2W +-Й I (> '< w. "P" ֊ ։ < ■ < 0, 0o< u<+ .
И I I < Л (и), при 0 < 1 < 1

Интегрированием по частям приходим к представлению для /։ (и):

А (и) = М* log I 2—+*Ц — а С log -—М j՜ 'и j о»֊1 </а.
1 и J а4-|7)| + /и|

I’ll

Отсюда и из оценок для (и) (следуют неравенства вида (14) для: 
функции Ее <։/(«>, С) при ш = и£(—<», -)- со). Для их распростране­
ния на все т £ достаточно воспользоваться принципом Фрагме- 
на—Лин делефа и оценкой

которою нетрудно получить ив представления (11), (13) функции/ 
с.’ (™» ՝)> оценивая модули подынтегральных выражений.
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Замечание. Из последней оценки функции ■?,(«’> «) вытекает
■следующая оценка для («', '):

.. , , . м . 8 р)| _ _Д_ |<2 («<-2|/(|). 115)

С другой стороны, воспользовавшись представлением (10) и неравен­
ствами (14), нетрудно проверить, что если и\0 достаточно мало, 
то при любом Т|£(--1,0) справедливы оценки

-^•при 0<г<1

|,|- <16> 
м <’<0,

;Ке <Р, (IV, /4)1
с,

с.

где С, и С,— положительные постоянные, зависящие лишь от я.
5. Предположив, что (ад*) с С1 — некая последовательность, 

подчиненная условиям (5) при данном а£(—1, 1). введем в рассмот­
рение аналитическую в С ' функцию

ф« (ад, ж՜' 1ог (ц,[ !г^!);= 
(Ш, »*))

V, пу ». 6; (ад, ад*) _ .
= 2 '°И. , - . = и М». (17)к Ь„(ш, Ш1,) ~

Отметим, что абсолютная и равномерная сходимость последних двух 
рядов внутри С^՜1 обеспечивается оценкой (>51 и такой же сходи­
мостью ряда от Жродг 6» (ад, ад*՝|. А их равенство первым двум 
справедливо в силу теоремы Фубини (см. [2], оценки (1.11) и (2.7)).

Лемма 4. Пусть я£( — 1, 1) и последовательность (ад.^сС*՜^ 
такова, что выполнено условие (5). Тогда справедливо представление

Ф« («՛, |ад*|)= I ^.֊^11; и, £ <7( ’, (18)
~1 „I и> — {

где функция н(0 при —1 а 1— монотонно невозрастающая и 
ограниченная на (— °о, 4՜ оо), а при 0<^я<^1 —монотонно неубы­
вающая на (— го, 4- со), но подчиненная условию (7) при любом 
6 0- При этом, каково бы ни было я£ (— 1, 1), существует по­
следовательность о„ ( 0, по которой, выполнено соотношение (8).

Доказательство. В силу формулы (17), неравенства (14) и 
теоремы Герглотца—Рисса, в обоих случаях —1<а<0 и 0<я<1 
справедливо представление

Фл .(■ад, | ад^|) = ip<ш 4- — Г [ —1---------?_ I (/) 4. /С,
*1 J (ад—/ 14-.Г)

— ОС

где р и С вещественные числа, а р. (/) — функция, монотонно нево - 
зрастающая .в случае — 1 я 0 и монотонно неубывающая в случае 
0 удовлетворяющая условию
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Г |^(О|
I I 4- f-

Пои >-• л (см., напр.. [8], гл. I. §4). мож о считать, что существует 
последог. 1-ельность S, 1 0 таки, что имеет место соотношение (8).

Заметим теперь, что в силу (15) и (17) при — 2 max Ilm w | с ♦
справедлива оценка

8 Г 11Ф.(« + А,. 1*.|»<зГ(1 + ։)[ TjE-. ? -

Поэтому, в случае, когда — 1<^я< 0, имеем
sup |т»Ф3 (/и, {«>*})/ < 4- со, 
V ■ ՛>

что влечет представление (18) и ограниченность функции ;а (6 (см., 
напр., '8|, доп. I, §4). В случае же когда O^ïCTl, очевидно

lim Ф„ (iv, {w4}) = О, V -»— 00
и при любом s О

|‘|ф-(֊Д |w‘l)՛ л < + - 

1

(при этом, е>0 в степени знаменателя нельзя отбросить ввиду оцен­
ки снизу для функции Re Ф„ вытекающей из (16)). Отсюда опять 
следует представление (18) и соотношение (7), где нельзя отбросить 
е>0 (см. [8], доп. I, §3).

6'. Лемма 5. В условиях леммы 4 справедлива формула
В, (w, I «i J)

1₽'“Ф«(ш, (wJ) = log ----- j---- pr- 5 Im w < — max |Im wJ.° B0(w, |wA|) k

Доказательство начнем со случая, когда последовательность 
состоит из единственного члена » = ; +й; £ G(՜՜’ и будем пользо­

ваться формулой

Г °~Trfa = Пт+дН-Р-^т) 1. <_ то> 0]> (19)
J (?4-о)’+։ tnJ 21+«

О

справедливой при любом целом п>0и любом *£(— n, 1).
В случае, когда 0<а<1, при Im w ij, ввиду (12), (4) и (1)— 

(2) имеем
IF’ IF՜“ log 6։(w, Q =

I’ll +=° _

= -rn-u ; i՜ (H-wr* I՜Г (1 + а) Г (1 — a) .) J [z (w — «) — t + я]
-IM о

— log (w. C),
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Одновременно, поскольку в силу (3) и (19)

HZ“’10gMw> ') = -։՝ (!-’
dt

то 

iriF-|ogA0(w,Q=-(l-»J I dt I
-ini о

с ՜’ </а log b„ (w, С).

В случае, когда — 1 < а < О, при 1т ш <т( аналогичным спосо­
бом приходим к таким же равенствам. Тем самым, при 1т։о<0< и любом 
< (-1. 1)

rs,(w,:)=iogM-^
O„(w, ,)

Отсюда и из (9) следует формула леммы в силу абсолютной и рав­
номерной сходимости ряда

ß. (to, >*|) 6, (w, wj
°gB0(w, |wj) " °Sb0(w,wk)

при Im w — max |Im wj (cm. [2]).

Доказательство теоремы в силу лемм 4 и 5 очевидно свс 
дится к доказательству равенства

цН — _ C(Hg) Г __ _______ ,wfGH,
I rd J w - t f " J [/(w —f)]’*՜’

—co —«

в предположении, что функция ц (t) такова, как в теореме. А это про­
веряется непосредственно, с использованием формулы (19).
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U. Մ. Ջ1'1։ԱՇ8ԱՆ. Կիսահացւ р nipjiuG Ր|յւււ՞կեյ|ւ uipuitui|jijuj| |i vT[i GLpljui jtugiTiuG
lTma|lG ( ամփոփում j

Հոդվածում գտնված են ֆակտորիդացիաներ հեղինակի կոՂ'Ղ'Ձ ներմուծված Ջճ ( — 1 
< ® < 4՜ °°) ԸւԼաշ№յի տիպի արտադրյալների համար կիսահարթությունոլմ. Այդ ֆակ֊ 
տ որ ի ղացի աներ ը ապացուցված են — 1 < 2 1 դեպքում և իրականացվում են
Նետն լինն ի արտադրյալի և որոշ պարդ տեարք, հատուկ արտադրիչների մ իքս ց ով .Հեր ան ք էա­
պես պարդեցնում են Տւ արտադրյա/նևրի հատկությունների ուսումնասիրությունը,

A. M. JERBASHYAN (DZRBASJAN). On tome repretentation of Blatchke type 
product for the half-plane (summary)

In the present paper we establish factorisations of Blaschke type products
1 < 1 ' + 00) for half-plane introduced earlyer. These factorizations are 

formed by Blacshke—Nevanlinna products and some special factors of simple structu­
re and are proved in the case -l<a<l only. These factorizations substantially 
simplify the investigation of the properties of the products Be.
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