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Введение

Целью настоящей работы является построение параметрикса за­
дачи Коши для определенного класса дифференциальных операторов, 
описание которого осуществляется с помощью некоторой функции 
> £ С' (А1) такой, что

/ (0) - 0. /. (z) > 0, (z) ■> 0 при z > 0 ('/.' (z) = дг л (z)), (0.1)
|c**'-(zl| ск ('•' (z) > (z))*՜1 I.' (z) при 0<z<l, к—2, 3, • • ■, (0.2)

с некоторым 3„, 0 < 60<1 2, 0<J.'(z) < cÂl-'J(z) при 0 < z < 1. (0.3)
Рассмотрим оператор L нида

А = № 4- £ ал , х) £>;. (0.4)
/ г| ■!- л», ] < т

где / - /=[0, Г], Г>0, х £ R", И]— — 1д}=— гд'дх/, О1 = —/д, = —
(} R") и задачу Коши:

£а=/, (0.5)
£)) ц|/=, = ф* (х), ։ = 0,- • ■, т — 1, /. (0.6)

Пусть .И, /V— положительные постоянные. Определим зону гипер­
боличности Я, (/V) = {(х. ;) " >• (|х|) > ЛИп > М\
где <:>2 = е + |;|3. Рассмотрим (т, ((, х, 5)|{՞ _ нули полного симво­
ла оператора Л, т. е. корни уравнения

-m+ S ау.«(6х)^Г = 0. (0.7)
/+|»| т, )<т

Предполагается выполненным следующее основное условие:
(А) существуют положительные постоянные М, N такие, 

что для любых а, 3, к с некоторыми постоянными 3, 0, С*, ,, р
для всех I, у, = !,•••, т, при (х, ;) £Za(7V), t^J выполнены нера- 
вснство. ՛

l'y (t, х, Î) - т, (É, х, *)| > (|х|) < 5 >, j I, (0.8)

\D՛; D\ D> -.է (է, X, 5)1 < C„..a, P < 5 >l- >•> Э1, |х| < 1, (0.9)

ID? Dî D^x Jm T.z (t, x, $)| , < 5 >-■'*'
V՝ (1*1) /

Հ0.10)
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Неравенство (0.10) естественно назвать (при к = ,«| = |В| = 0) усло­
вием гиперболичности. В § 1 будет показано, что из (А) следует, что 
нули {>7 (Л х, 5)}f главного символа оператора, т. е. корни уравнения

).<"+ U a. a(f, хрЛ’ = 0 (0.11)
/+|։| = т, / '.т J‘

вещественны при всех (/, х, ?)€/Х R2՛՝ и что при этих же t, х, ;

|)7 (f, х, 5)1 < cl (|х|) fl, I = 1, • • •, т, (0.12).

р7 (t, X, 5) - \ (f, X, 5)1 > az (|х|) |E|f 8 = const >0, I =/= к. (0.13)

Таким образом, при х = 0, и только там, имеет место нарушение ус­
ловия строгой гиперболичности оператора L, в связи с чем возникает 
вопрос об условиях на младшие члены оператора, достаточных или 
необходимых для Сх-корректности задачи Коши. Нахождение таких 
условий, т. е. решению так называемой проблемы Е. Е. Леви [1J, по­
священо большое число работ. Сравнительно полная библиография 
есть в [2—16].

Далее будет показано, что (0.8)—(0.1Ю) приводит к выполнению 
при всех t£J, (х, 5)£/?2n, |х| < 1, и всех j, а, |а| ф 0, неравенств

х)| < а.₽л'*1(|х])НаХ (|х|)Г1 '• (0.14)
1 \ ՛• (|х|) /

Верно также и обратное, т. е. из (0.12)—(0.14), в совокупности с ве­
щественностью [к,|f, следует (А) (см. лемму l)i

Отметим здесь, что если (0.3} выполняются с любым 0, то, 
как следует из результатов работы [7], урловия (0.12) —(0,14) являют­
ся достаточными для (/’"-корректности задачи Коши. В случае 
Х(г)=х*, к—целое, условие (0.12)—(0.1'4); мак следует из работы 
[2], являются также и необходимыми для корректности. По очевидной 
причине мы будем интересоваться только окрестностью прямой х =0. 
В качестве функции /. (х) можно взять, например, zk, ехр(— х|՜*)՛ 
ехр (—ехр |х|)~й) (&>0) и т. д.

Оценка (0.9) лежит в основе предлагаемого ниже класса псевдо- 
дифференциальных операторов (ПДО) и интегральных операторов 
Фурье (ИОФ), посредством которых и выражается параметрикс за­
дачи Коши.

§ 1. Гиперболичность. Классы символов и исчисление ПДО

Лемма 1. Условие (А) эквивалентно следующему условию:
(Т) нули Р7 (f, х, 5)){" главного символа оператора веществен­

ны и выполнены условия (0.12), (0.13), (0.14)..
Доказательство аналогично доказательству леммы 1 [11].
Пусть SP7s(Q) — обычные классы символов (0 8 <[ р 1), обо­

значим через Ct (J; S™ г (2)) пространство всех гладких: отображений 
у в (2).
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Определение 1. Пусть тп։, т3, т3—действительные числа. 
Через Sf, ■. [m։, т2, тп3|« обозначим множество всех функций a(t, х. ï)£ 
6 С“ (J /R2"} таких, что с некоторыми т, рп 3։ справедливо вклю­
чение С? (J', », ) и для любых к, а, В с некоторыми постоянны­
ми Сл, », р при всех J, (x, «) G Zh (N), |х| -< e, справедливы неравенства 

\Df Dl & a (t, x, Ç)| < Ct. .,₽<;> 0,‘՜"w+*131 Xя” (|x|) ( f/1*0 Y"* ”՛• 
\ 1 (M) /

(1.1)
Введем также обозначения 5« (m։, m3, m3) = 51,0 |m։> m3, m3],,

H, |ni|, m3, m3j = П St, |m։—v, m3— ч, m3j,.
•<=•0

Предложение 1. (i)- Пусть ал (t, x, ;) Ç 5». » (mi (*j, m2, m3)։ 
(Æ=0, 1, • • ■ ) и начиная с некоторого n ал (t, x, ;)=0 при (x, 5) £ Zh (Л/) П 
П jx||x|<e], 4>n. Тогда, если zni («j —-— при к-ь-со, то суще­
ствует символ а(Л x, ;) £ SP,»{mi (Oi , т3, m3}։ такой, что

а — а0+а։ + а2-|-• • • mod С" (J; 5 “), (1.2)
в том смысле, что для любого к

(а — ап—а!--------- а»_1)€5р,»[п։1(։), ma, /п3),, (1.3)

и два таких символа отличаются на элемент класса С" (J; S “);
(ii) Пусть bh{t, x, Е) € » ! и»!—к, т2—к3, т3]։ {к =0,1, •••) и на­

чиная с некоторого n bh(t, х, ;) —0 при (х, ;) (; Zh {П) П (х| jx| sj. 
к^>п. Тогда существует символ b (t, x, ;)£Sp,« |т։, m2, m3| такой, 
что

b — b0+ 6(-|- 62-j-----mod H, (тпр m2, m3}, (1.4)

в том смысле, что для любого к

(b — b0—bi--------- Ьл-1) ^Sp, -.{mi—к, т2—к, тп3}։, (1.5)

и два таких символа отличаются на элемент класса Ht (/п։, т2, т3).
Доказательство аналогично доказательству предложе­

ния 1 [8].
Определенные выше классы символов являются, в частности, и 

обычными классами символов, что дает нам право пользоваться обыч­
ными формулами теории ПДО, а с другой стороны, возможность, 
используя предложение 1, проследить за свойствами полученных с по­
мощью упомянутых формул символов. Всюду далее в 5Р, » (тир m-j, ;п:1}, 
мы предполагаем, что 0 ô0-(- 3 < 1/2 < р 1.

Лемма 2. Пусть задана последовательность т Ат матрич­
ных символов (t, x, ?) ê Sp, » {— v, — v, OJ, G = 1, 2, • • • ) таких, что 
NW (f, x, *) = 0 при (x, ç) ^Z*(yV)n (|x| < e|. Тогда существует опе­
ратор N(i) такой, что M (t, x, ;) ÇSP, « (0, 0, 0),, и
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М{(,х, Е)~7+Мп(/, X, Е) + Л/(2,(*. X, Е) -)-••• тос1/^=/7. [О, О, О|.
(1.6) 

Более того №{() имеет параметрикс Л/” (г) {такой, что (/, х, Е) £ 
£ 5Р, л|О, О, О), и символы операторов Л (/) ЛА" (/)— /, (/) Л' (/)— /

принадлежат С7 (], Б “).
Доказательство ничем не отличается от принятого в тео­

рии ПДО-

§ 2. Приведение к задаче Коши для системы первого порядка

Пусть СТ (У?1), О < 7 (/) < 1, 7. (/) — 0 при |/| > 2, 7 (/) = 1 
при |Н < 1. Рассмотрим гипоэллиптический оператор А (х, £>.г) с сим­
волом А(х, Е) = 7. (). (1х|)<Е>/(ЛА1п<Е»)1п<Е>4->. (|х|)<Е>(1 — 
—7. (>• (|х|)<Е>/(/У1п<Е>))). Очевидно, что А (х, Е) ^5, II, 1, 0|. Если 
Н(х, Р.г) —- диагональный матричный ПДО с элементами /Л,(х, Бх) = 
= 8// Ат 1 (х, Дг) (/, /=!»•••> т), то через Н (х, Бх) обозначим па­
раметрикс оператора Н(х, Бх).

Для и = '{и, Б/и,- • •, Б"' 1 и) и и = Н (х, Бх) и уравнение (0.5) 
можно переписать в виде системы

4,0 -»-/?;,£/=«։> (2.1)

с /?;,(/, X. Е)ССГ(У; 5՜՝), Ф = '(0,..., 0,/), Л,-4֊ А {{, х, Бх). где 
А {(, х, Е)СС7 (У; 5”). А (/, х, Е) £5, II, ],0|, а при (х, Е)^Д, <2 /V) - 
= |(х, Е) (:/?2"| 1 (|х|)<Е> < 2/V 1п <;>. <Ё>>ЛГ|, ^у

|£>,‘ Б} Б* А (/, х, Е1Ц < С*..,. з < Е |п <■>. (2.2)

Упорядочим в Дл (ЛО корни уравнения (0.7): Ре с, < Ре •••<^Ре-:„,. 
Выберем постоянные • • \с/,п и рассмотрим функции <р*(Л х, ;>-~
=</4 7.(л(|х|) <Е>/Л(1п<; ՝■ ))1п<Е - г, ;)(1— 7. (/ (|х|) < Е >.(Л’1п 
-<;! ))). По системе |<р„- А|"‘ составим матрицу Вандермонда М (/, х, Е)= 
= У(?1 - Фот! А), и пусть М(I, х, Бх) — параметрикс для М՜ {(, х, Бх).
Тогда вектор и = ММ) 17 будет решением системы

Б,У 4- М(О А (/)М* (0 У-1М,М)М#{() I/ 4- Я, {/) Б = Ф„ (2.3) 

где Л, М, х, Е) £ С“ (У; 5՜“), Ф1=ЛГ(^) ф. Легко убедиться в том, что 
(2-3) можно записать в следующем виде:

Б։У - Б{1) V-\-ВМ)У-\-(2.4) 

где БМ) —оператор с диагональным символам, элементы которого <р։, 
՛?։>•••. ?т> {I, х, Е) С/ (У; 5՜'), В (I, х, Е) 5, (0, 0, 0), и при <у,
(х, Е) £ Д1,, (2 /V) = Д։ (2 Л) П |х| |х| < е| справедливы оценки

|р‘/ Б1 Б?х В а, X, Е)|| < С",з < Е >՜1’1 ■’3| 1п < Е >. (2.5)

Осуществим в зоне 2л.,(Л/) = ДЛ(ЛА)П (х^Лп| |х|<е| „полную“ диа­
гонализацию системы.
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Теорема!. Существует оператор N(t) такой, что N (t, х, ?)=1 
при (х, 5) £ Zj,, (/V), jV(Z, х, ;) £ S։ {0,0,0], Jdet N (t, x, ;)| > const > 0 
на J У. R2n

(Dt —D(t) + B(t)) N(t) = N (t) Lit mod C7 (J; ЧГ-), (2.6)
с некоторым оператором Lt вида

£I=Z)/-Z)(f)+F(f) + R(t), (2.7)
где при некотором e > 0:

(i) F(t, x, ç) — диагональная матрица F(t, x, £)£5։{0, 0, 0], 
F(t, x, î) = 0 при (x, ;) Ç Zi,. (TV), J,

(ii) R (t, x, ;)£//,°, и для любых k, a, P при (x, î)ÇZi, «(2A^),

|£>? Dl D9X R (t, x, E)|| < C*.., ? < 5 >-,։| +*131 In < B >. (2.8)
Доказательство аналогично доказательству теоремы 1 [8].

§ 3- Построение фазовой функции

Обозначим через X (t, x, ;) вещественную часть одной из функ­
ций 4>2(/, х, 5), ։ = 1, 2,■ ■ •, т. Рассмотрим для системы Гамильтона 
задачу Коши

= (31) 

qlt-s = y, p\i-e = t.

Решение задачи (3.1) существует при всех s, Т<[0. Го], ç £ Rn, у R"> 
<5> > М, если Т(1 достаточно мало. Опишем поведение решения 
(ç (t, s,y,l), р (t, s, y, ?)). С этой целью определим классы S?... {m1 
m3, тз}> > учитывающие также и зависимость от параметра s. Они полу­
чатся, если считать, что в определении 1J—компакт в Rd, а к— мультиин- 
декс(х, ?)^л(Л^/2).Соответственным образом определяются 5,{m։, т3, тп3), 
Н, |m։, т3, m3). Отметим, что в классах 5?. « {тп|, тп։, т3| °- справедливы 
утверждения предложения 1 и леммы 2, очевидным образом видоиз­
мененные-

Лем м’а 3. Существуют полом ительные постоянные N, М, г, 
такие, что для любого S £ [0, Тп] и любых (у, £) £ R՜” справедливы ут­
верждения:

(а) из (у, S) Ç2i., (/V/2) следует (q (t), р (<))(; Zi. 2, (Л) для yf Ç 
его, Го];

из (у, ?) ÇZA. , ( 7V/2) следует (q, (t), р (f)K ZA, 2, (/V'4) для 
y/Ç [0, Го] (т. е. „зоны не смешиваются“);

(Ь) если (у, Q^Zi, ,(Л/2), то р (t, s, у, ;) = ?, q (t, s, y, ;) = 
= У — U — s) V; ln <C « > Для всех t Ç [0, TJ;

(с) если (y, î) ÇZA.,(TV/2), то
|<7 s, У, 0 — y/< c). (lÿ]), y/Ç [0, Го],
|p (t, S, y, I) — «| < cX' (|p|) <£>, V* Cz[O, Г,];
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(с!) существует постояные с1։ с2 такие, что для всех I $ [О, Го], 
(у, В) £ Ен. ■ (Л//2) выполняются неравенства

с։-1 '• (Ы) <'• (1*7 (*)|) < *•! ’• (Ы)>
с։՜' >•' (1.у|) < >■' (,'д (01) < С| >■' (|^|),

сг։ >•' (кг|)/>> (|«/|) < >.'(1*7 (#)!)/> (I? (/)) < с։ // (^|) /. (|^|);

(е)д (7, л, у, ;)— у£ 5« (О, 1, 0), р (7, в, у, •) — ?£■£(!, 1, 1].
Доказательство аналогично доказательству леммы 3 [81.
Лемма 4. Пусть Тх и 5, £ (0, 1) такие постоянные, что

I — dqdy^l—^ при s, t £[0, TJ, y^R", l£Rn, <:> >/И. (3.3)

Тогда для отображения х = д (7, з, у, ;): R] ^y■-* R՞ (окрестностей 
начал координат в R" и R") с параметрами з, 7, ; существует 
обратное отображение у — у (/, з, х, ;), причем }у ((. з, х, ?) — х£ 
е £ {0, 1, 0}, ||/ - ду/дх1 < <1 - а,)/г, при I, з £ [0, Г,]. X £ /?".'= Г/?", 
<.«>-> /И. Если (х, ;) £ , (/72), то у = х 4֊ (7 — з) г= 1п .

Доказательство аналогично доказательству леммы 4 [8].
Построим, наконец, фазовую функцию Ф (7, 5, у, ;), для чего рас­

смотрим задачу Коши
7О,Ф — /. (7, х, ?.։Ф) = 0, Ф|,„,= х?. (3.4)

Лемма 5. Пусть Т, и в,—постоянные из леммы 4. То՝.да 
Ф (7, з, х, £)— х-5 £ 5, |1, 1, 0| ,а при (х.;) 2\, ,(/7 2) имеем Ф (г, з, х, :)= 
= х-; 4- (7 — з) 1п < ; >.
Доказательство аналогично доказательству леммы 5 [8].

§ 4. Параметрикс задачи Коши для элементарного оператора

Рассмотрим в [0, 7’։] X И,, где Ul—{e^R՚՚ | |х' < г}, элементар­
ный гиперболический оператор первого порядка

£= Л/—Х(7, х. £>х) 4-/(7, х, Рх), (4.1)
где I- (7, X, ;) — та же функция, что и в § 3. / (7, х, ;) £ 5, ,0, 0, 0|, и 
/(7, х. ;)=0 при (х, ?)^^|, .(/V), 7 £[0, 7՝,]. Продолжим его с (4, на 
все R“ и построим параметрикс следующей задачи Коши:

Lu = о, [о, т\] у /г".
“Iz_, = Ф (о < S < Т),

т. е. оператор Е,ъ (7, s) такой, что
| ЕЕФ (7, з) - 0 mod С?.а(ЧГх) (= С/% ([0, Г,]’; Т՜”), 
I £ф (s, s) = 7 (тождественный оператор)..

Будем искать £Ф (7, з) в виде ИОФ:

е'(Ф (Л Х'։) У :) е (7, s, х, ;) 6 (у) dyd', (4.4)
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с символом е (X, 5, х, ;)» разлагающимся в асимптотический ряд

։• (X, х, в, ;) ~ в, (У, 5, х, «) тос! (5 “). (4.5}
7—’>

Определим как в [9]

£ (X, з, X, ;) = — £ (X, X, Гх Ф (X, 5, X, :))• д'х Ф (X, з, х, 5) 4֊
1.1-2 “։

__ 4-/(Х.х,ухФ(Х,з, х,()), (4.6}

2Г — А — У а(։) (X, х, ухФ (X. з, х, ։)) /)’ 4- 8 (X, з, х, с). (4.7)
14=1

Если е.։ ф (X, з) — ИОФ с символом е._ (X, з, х, ;), то

я (£е, ф (X, з)) (X, з, х, «) = 2е„ 4՜ Г, (X, з, х, ;), (4.8
где
г., (X, з, х, ;)------у Ц- (>֊(=> (X, х, ?хФ(Х, з, х, у, ?))е,(Х, з, у,

|.| 2 а!

шос1Сг,(5-*)>*=0> !»•••» .(4.9}
1

7.гФ (X, з, х, у, $) = I ГхФ (X, в, у, 4՜ 6 (х — у), Е) </0. (4.10)
и

И так, пусть
I /е„ = 0, Ее. 4՜ Л, . = 0, ' ’-1 (4.11}
I во (з, в) = 1, е.։ (в, з) = 0, * = 1, 2,-■

Лемма 6. Если, (х, 5) £ 2Г1,. (Л//2), то для всех X, з£[0, 7\] 
е0 (X, з, х, () = 1, е-. (I, в, х, 5) = 0 (у =1, 2, ■ • •). Если же (х, Е) £ 2л, .(Л/2)^ 
з, Х£ [0, Т}], то для любых к, I, а, Р, у (у = 0, 1, 2)

(X, з, X, ')! < СД./...Р <5 >-’->в։/КЖ\‘+'+1«+1> 
\ х (1*1) /

Доказательство проводится по индукции с помощью (3.24), 
(3.25) [9].

Теорема 2. Существует ИОФ Еф (X, з) = еф (I, з, х, Дг )с фа­
зовой функцией из леммы 5 и амплитудной функцией е (X, з, х, 6) 
такой, что е (X, з, х, $) = 1 при (х, 5) 21,»(Л//2), X, з£[0, 7^], а при 
X, з £ 10, Г,], (х, £) £ 2л, ։ (ЛХ/2) удовлетворяющей неравенствам (4.12) 
с у = 0, являющийся параметриксом задачи (4.2). В частности՝ 
для любого к^-0 е (X, з, х, 5) С*,* (/*; З՛}^։,,^). Параметрикс един- 
ственнен по тос! С/, ДТ՜ ").

Доказательство. Существование указанной амплитудной функ­
ции устанавливается подобно тому, как было доказано предложение 1. 
Единственность доказывается рассмотрением сопряженной задачи 
для формально сопряженного оператора. Теорема доказана.

Нам понадобится следующий простой факт.
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Предложение 2. Пусть а (<, 5, х, 5)£ Г) С* , (у։; 5’*Д)(0^о< 

<1/2<р<1), и для любых к, 1,1, р при всех (х, 5) ^2Л,, (Л//2) 
/, з£[0, Г,]

|£>,*Л' £>? # а (6 з, х, 5)1 < С„,«, ?< 5 >т' ,а| (Х)(|х|) <5 >)"+'+ ”+?| X

X )•"”(|х|) О/ (|х|)/). (|х|))т’+,+։։+։", (4.13,
а символ г (I, 5, х, 5) таков, что г (£, з, х, 5) = 0 при (х, 5) £ Е\,, (М2)) 
/, з£[0, Т{ ] и для любых к, 1,1, Р, V (м^-0)

(*, 5, X, 5)1 < С*.< 5 > т*՜|։|՜’'•"'։”(|х|) X

X ()■' (М)/Х (|х|))тз ՛ *+ /+1“при (х, 5) е 2н.. (^/2), I, з 6 [О, Г,]. (4.14)

Тогда при достаточно малом Т՝ как = Лф (г, з)/? (#, з) так, 
и Яа= R ((, з) Аф (1, з) являются ПДО-ми с символами г^({, з, х, 5) 
(/=1,2) такими, что (по той С։, з (5՜ ж)) г; (?, з, х, 5) = 0 при з£ 
€[0, Г,], (х, В)£21,.(Л//2), и для любых к, I, а, V 0)

\О11՛ О՛, О* Ох г) (#, з, х, 5)| < Ск, ։, ■«, з,» 5 > ՛ ’ 1 1 >■ ' - (|х|) X

X (>•' (|х|)/л(|х|))"'՛ '"з+/+/ ’ при (х, 5)£2Л, ,(/У/2). (4.15)

Доказательство проводится с помощью теоремы 2.3 [10] и 
лемм 3, 5.

Наконец, сформулируем в рассматриваемых нами классах опера­
торов теорему Ю. В. Егорова.

Предложение 3. Пусть Еф({, з) — ИОФ, построенный в 
теореме 2, и пусть символ р (/, х, 5) оператора Р((, х, Ох) таков, 
что р (Г, х, 5) =0 при (х, 5)(;21,։ (/V), ££[0, Г։] и (р ((, х, 5) 1п <3>)€ 
£ 5, ՛,0, 0. 01‘ Тогда Рх (I, з, х, £>х) = Еф (з, /) Р (/, х, £>х) Еф (։, з) есть 
ПДО с символом р\ (I, з, х, 5) таким, что р{ ((, з, х, 5) = 0 при 
(^, 5)^2։,. (/V), 6з€[0, 7,] и (Р1 (6 з, х, 5)/1п<5»6 5'.{0,0,0}.

1 Доказательство проводится стандартными рассуждениями с 
использованием лемм 3, 5 и теорем работы [10].

§ 5. Окончание построения параметрикса

Рассмотрим предварительно задачу Коши
£1£/=ф(0, £/՛,=.. = ЧГ (5.1)

для матричного ПДО вида (2.7), описанного в теореме 1. Параметрикс 
задачи (5.1) будем искать в виде Е՝ (<, з) = Е., ((, з) (/ + (2(1, з)), где 
Е> (I, *) — матричный диагональный ИОФ с элементами Eфյ з) 
(у = I,- -, т), являющимися параметриксами задачи Коши для опе­
раторов А — ՛!■] х, Ох) ֊!- /у (Л х, Ох), описанными в теореме 2. Под­
ставляя Е{ , з) в (5.1) и применяя предложение 3 приходим к зада­
че Коши для оператора (2 (/, з);
Л <2(/, з) + R (6 з) (2(/, з) + Ло(л з)е С7.3(Ч--»), (2 (з/з) = 0. (5.2) 
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для которой справедливо следующее
Предложение 4. Пусть R (#, 5), (#, з) — матричные ПДО

с символами г (1, з, х, ;) и г0 (/, я, х, ։), соответственно. Предполо­
жим, что с некоторыми р. К, т, р, о (0 < В 'р <1) для любых 
я, 9 с некоторыми положительными постоянными С։,з, С„ при 
всех I, з £ [0, 7’>], х£Р", ; £ R", выполнены неравенства

• ]£>1^г(/>5,х,;)|<С,.г<;>-₽|в|+4|?)я(Л ;), (5.3)

Р? го (6 3. X, ')| < С„ К ? >"֊^4 Я * (,. :)։ (5.Зо),
т,
| *(-.,8)<*</Г1п<?>, 8(1, 0 < С0<;>т. (5.4)

' о
Тогда существует ПДО <2 (/, а), являющийся решением задачи (5.2) 
с символом <7 (/, з, х, ;), удовлетворяющим при всех /, з£[0, 7^],. 
х £ R", ■ М неравенствам

Р’/# ч (*, з, X, $)К С. ,₽ <с >*+'’-н*1+ад (|п <3»>*+Я (5.5)

и, следовательно, принадлежащим классу

?€С,.,([0. Г։]а; П 5*’г''+‘)ПС}([0, Г]2; П 5£Чт+"+։). 
и<|<1

Решение единственно по тос! С/, Л ([О, 7’։]։;’Г՜՜ ®).
Доказательство аналогично доказательству предложения 5 [8]-
В нашем случае, допуская некоторую вольность в обозначениях 

R (£, з) = Еч (з, /) [ — 1т £> (/) + R (£)] £а (/, з) = £0(С я), причем 
8 (^. ;) = 1п<^։>, так что условия предложения 4 выполнены. Итак 
нами построен параметрикс (/, з), а следовательно, и доказана

Теорема 3. Пусть Е1 (/, з) — параметрикс задачи (5.1). То­
гда параметрикс задачи Коши для Д)(2.1) существует и может 
быть записан в форме Ео (I, в) = М' (Д П (<) Е, (Д з) А" (#) М (г), где 
операторы М (/), И (/), Л/* (/), /V* (/) описаны в § 2. Он представ՜ 
ляется в виде сумм ИОФ с фазовыми функцглями Ф; (Л з, х, 5) 
(у — !,•••, т), описанными в лемме 5.

С помощью теоремы 3 и оператора Н(х, /Лг) легко доказывается.-
Теорема 4. Пусть оператор Т (0.4) удовлетворяет усло­

вию (А). Тогда решение задачи Коши (0.5), (0.6) с /^.СТ ([0, 7]; 
£(/?")), ф;^£(7?п), у' = 0,՛՛-, т — 1, существует, единственно՛ 
и^С“ ([0, Г]; £(£")), а задача имеет обычный конус зависимости- 
Параметрикс задачи Коши (0.5), (0.6) может быть записан в виде 
оператора, действующего на вектор начальных данных (|0, • ■ •> фт֊1) 
по формуле .

л(/ т’(х. од £1о’' + ’ I/, 5, X, ОД А՞1՜1 (х, ОД Ь (-с), (5.6)
.-о

<д. . с:пь (1,.у.) ял:м.;гт парамгтрикса Еи (/,։) из гд:оремы 3.
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Как следствие получаем, что решение задачи (0.5), (0.6) с 

fkc՛ ([0, 71; £”(/?"))), имеет вид (по mod С")

и (t, х) = Ли-т)(х, D,)#'+J(f, з, х, £>ж) hm-J (х, Dx) Ф, (х)+ 
/=о

I
+ / J Ео т (t °> х, Dx) f (о, x)da. (5.7)

J
(Здесь Е' (Я1) — пространство распределений с компактными носите­
лями).

Ясно, что с помощью (5.7) можно построить фундаментальное 
решение задачи Коши [10], доказать ее корректность в соболевских 
пространствах, уточнить потерю гладкости, исследовать вопрос рас­
пространения и ветвления особенностей.

То, что условие (А) является, в определенном смысле, и необ­
ходимым для Сх -корректности задачи Коши (0.5), (0.6) следует из 
теоремы 5, доказательство которой, аналогичное доказательству тео­
ремы 2 [И], в настоящей работе мы не приводим, и для формулиров­
ки которой нам потребуются нижеследующие обозначения. Пусть 

(/•?!.) такова, что при z£ (0,1) с некоторыми постоянными 
с, ’> si> 0 'J "С 1/3, 0 < -г < 1, 0 < ех < 1 для всех к £ N

v(0) = 0, v(z)>0, /(z)>0, |7*>(ж)|< с* (v'U)/v (*))*’’v'U), (5.8)

(z)/>. (z) + (z)/> (z) < c (vf (z)0. (z))", (5.9/
т / (z)A (z) < (1 -e.) V (z) :>. (z). ] (5.10)

Будем обозначать через Г коническое (по ;) множество в /?“?Х (Я"\0), 
а через ~х, «а—естественные проекции՜ на Rx и R", соответственно, 
причем О^т:х(Г). Обозначим также Г0=ГП((х, 5)|х=/=0].

Теорема 5. Предположим, что в некотором открытом ко­
ническом множестве Г для некоторой, пары (j, к), 0<к<т, 
т — j — к > 0, для всех (/, х, ;) £ J X Г„ имеет место представление 

„ m — j — k к h(t -г j- к . ..I. а (г. z) =՛-=>. (|х|)|1п>.||х|)| „•՝’ 1=1 <5-”)■ч.._г.
с f = Г(/п — j — к) и с функцией b(t,x,\), удовлетворяющей при 
всех I, а, 8 и всех (/, х, В)6/Х Го оценкам

|£>[ D\ D'x Ь (t, х. ;)| < С/,«. э < ? >-**' (>.' (|х|) /. )|х]))|М, (5.12)
|о (/, х, ;)j const > 0 (5.13)

и для которой существуют постоянные 0и £ [0, 2 к], s (0, к) та­
кие, что

I6»— arg(—6(f, х, ;))i <s при (f, x, с)€./ХГ0. (5.14)

Пусть, далее, при тех же (/, х, «) комплексные корни (т —])-ой 
степени из — b (t, х, i)/\b (t, х, s)l обозначим их через zi (f, х, ;)
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(Z = 1,- т —у), можно так пронумеровать и разбить на две груп­

пы 'г, р —J> чт0 Im 2 v 0 и с некоторой по-
m-J

стоянной 5։ при всех (է, х, -)6_/ / Гп
min Im г, (է, к, ;) о (1), min |Imzz(f, х, >0, 

г+1</-'Л1— i
где величина о (I) может быть сделана сколь угодно малой за'счет 
уменьшения ~.г(Г) и сужения ՜: (Г). {При г = 0 первая группа пу­
стая)-

Предположим также, что для остальных (j, к), к=0,- • •, т —1, 
т — j— к 0, при тех же (I, х, ;) для любых I, ß, Հ

D‘. Ы D\ 1 а, , (t, x) =’j < С, , , Հ՜յ-А -14 (|x|) X

Xlln ն (x|)|* (/.'(x|)) ՛՛< = (5Л5)
Тогда задача Коши (0.5), (0 6) с տ = 0 не является корректно пос­
тавленной в окрестности точки (0, 0՝ в смысле определения 1 (11].

С другой стороны, как показывает следующая теорема (в кото­
рой J = [—Т, 7՜]) условия (0.14) являются достаточными для спра­
ведливости теоремы единственности, доказанной в нашей, совместной 
с А. А. Галстян работе (17].

Теорема 6. [17|. Пусть условие (А) выполнено частично, а 
именно, справедливы (0.8), (0.9), а вместо (O.lOj выполнено нера­
венство Im*,(f, x, տ)| Ժ*(|х‘) <Հ ;^>, d = const 0}(/ = 1,•••, т), при­
чем существуют ß/(Z=l,---, m', m' Հ т) такие, что ß, — а,-С 
<л-г, s^>0, [Оу, ßj Ո [а., ß.]=0, I ?= к, и для любого тг найдет 
'ся такой индекс что argt^f, х, ։)н[ар ßj, (/, х, ;) £ J X Zh (N) 
Тогда существуют открытые окрестности V, V, V'c. V, начала 
координат в R"՜' такие, что если u-C։(V), Lu=0 в V и supp 
вс{(/, х); է 0}, то и = 0 в 1".
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Կ. Հ. ՅԱՂՋՅԱՆ. ։1ոշու խնդրի պարամետրիfup ըստ տարածական փոփոխականների վերածվող 
հիպերթո|ական օպերատորների ճամար (ամփոփում )

Հողվածում ուսումնասիրված են օպերատորներ, որոնց գլխավոր սիմվոլի արմատները 
համընկնում են ծ ամանակի առանցքի վրա։ Ցածր կարգի ածանցյալների գործակիցների վրա 
պայմանները ձևակերպված են, ինչպես բացահայտ տեսքով, այնպես էլ լրիվ սիմվոլի արմատ­
ների միջոցով։ Պարամետրիքսի կառուցումը կատարվում է օպերատորի սիմվոլի որոշման տի­
րույթը երկու գոտիների տրոհման և համապատասխան ձևով որոշված պսևդողիֆերենցիալ 
Օպերատորների և ֆուրյեի ինտեգրալ օպերատորների որոշ ղասերի օգնությամ ր։ Նշված է, որ 
վերոհիշյալ պայմանները ՛նաև անհրաժեշտ են Կոշու խնդրի Ст -կորեկտության համար։

К. Н. YAGDJIAN, Parametrlx for a Cauchy problem for a hyperbolic operator! 
which degenerate with respect to the граев variable։ (summary)’

The paper with the operators which have variable multiplicity characteristics 
which coincide on the time-axis. It is assumed that the coefficients satisfy some con­
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ditions formulated in derms of the roots of the complete symbol of the operator. We 
construct the parametric of the Cauchy problem by means of zonal subdivision of the 
cotangent bundle and of specific classes of pseudodifferential [operators and Fourier 
integral operators. It is shown also that the conditions are necessary for the C“-well- 
posedness of the Cauchy problem. (Engl, transl. seo Souviet J. of Contemporary Math, 
Anal., 1989, V. XYIV. n. 5).
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