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С. Ю. НАЗАРОВ,

О НЕКОТОРЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА-ДАРБУ

В области £> = {(х, у): 0 < х < у 1) рассмотрим уравнение 
Эйлера —Дарбу

В а
и------— их -------- и =0. (1>

х—у Х—у
Iе. Пусть ₽_>0, а > 0, а + р<^1.

Задача 1. Найти решение и(х, у)^С(В) П С1 (/>1) {(х. у): х=у, 
0<^.х<^ 1]) ПС2(£>) уравнения (1), удовлетворяющее краевым усло­
виям

/ох*' п+?-1и(0, х) + А (х) 1о'хЬ‘ °'? ' и (х, ») +
(2)- 

+ в (х) и (х, х) =/(х). 0 < х < !■>
с0 (*) [(У — х)'+₽ (и,, ֊ иг)]|у=.г + Л„.(х) и (.х, х) +

+ ^61(х)£)?ли(х, х) + £ су (х) В^у - х)’+й(и7— Пд.)]| =
1=1 /-1

=А(х), 0<х<1. ’ (3)‘

Задача 2. Найти решение и (х, у) £ С (£>) Л С (•/) и. {(х, у): х=у, 
0<х<1})ПС’(Д) уравнения (1), удовлетворяющее краевым усло­
виям

& 6,-.1+8-1 и 1} + А (х) «+?-Ги (х> х) +

+ 5 (х) и (х, х) = /(х), 0<х<1, (4)֊
со (х) [(1/ —х)*+* (иу — иЛ)]| у=х+ М*)« (*> х)Ч-

+ £ М*) и <х> х) *+■ 2 с] —х)'+? ('А— иЛ1у»л- =
1—1 /=|

= Л (х), 0 <х<1. (5)
Здесь А (х), В(х), 60(х), 6((х), св(х), су (х), / (х.)„ /| (х) — заданные 
функции, принадлежащие классу С՝ (_/) П С3 (./); /—единичный интер­
вал 0<^х<^1, а, Ь, с, а/г -уу — заданные действительные числа, причем 
“ ։1 <1. -1<с<0, 1—а —а + с>0,• р— а-6>0, 1 - ₽+
"Р о. 0, 1 — а — 8 4- с > 0, а+а^>0, 1 — а — Р+а>0, 1 а + а + 
+ 6^>0, 1 = 1, п, /=1, т, Иах, В^ь — операторы дробного, в смысле 
Римана—Лиувилля, интегро-дифференцирования, выражаемые форму՜ 
лой [1, 2]
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ZXx/W =

sign (х—а) 
г (-и)

fWdt > Н < О,

f (х), 1‘ = о, 
/] + ։ г , ,

sign.(х —а) С|1|.,.г Dax 'л /(х), р>0, 
dx

где [н] — целая часть [а, [|*] ֊< !1<С[։л] + 1> /о.’/'т. ' — операторы 
дробного интегро-дифференцирования в смысле М. Сайго [3]

(1 J f^~хг 1 ^6+?.-֊—*}/(*)*, «>о>
Г (<։) .J X 1 — X /

0< а + п<1. 
dx

Без ограничения общности положим
֊ 1 < 4, < «,<?.• • < % < 0 < а,+։ < ••<«„< 1, 

— 1 < »1 < Ъ<- • • < 7, < 0<Т/+1 <֊ • ֊ <7m < 1-
(б)

Для простоты рассуждений будем рассматривать только задачу 1. 
Решение будем искать в классе функций таких, что функции

и(х, х) =т (х), (у — х)*+? (иу — ыл.)|у_х = V (х)

^принадлежит пространству Гельдера с показателем к(1> к > тах X 
Х {%. — с, - а}).

Теорема 1. Пусть А (х) 0, ст (х) =^= 0 ух 7Ш > ։я, — с >
Ь > 0. Тогда задача 7 разрешима и притом единственным об­

разом.
Доказательство. Преобразуем краевое условие (3). Дейст­

вуя на обе части (3) оператором И^хт и учитывая

D^DHxf = DToxD^=f
■после некоторых 'преобразований получим

v (х) + |>(х, f) -v (Л) tit = Doxlm/-^- - [К, (х, t) т(0 dt, (7)
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где
Тт <;о (О

(х֊0Т’"7У՜ Гт>֊

т 1
+ У —-—*Л+1Г(1֊74)

(Тл.֊ 7») (*֊ О1" U

]

X p^’d-z)՜7* 
* о

с4(х — (х — t)z)
Ст(Х~ (*“0«)

dz + (x— *)•" ’*Х

О

X

1 Г(Тж)|( ’

, Ä 1 Z Tm֊։f, .-ч-п bt(x— (х — t)z)
+ йП=^('-') Г (1-г) ».>-<«•֊<)’>л т

+ .?+, Г(1-«.)
1

։Г,7« 1/1 \ ’*6л(х—(аг—Л'г)
J с;,(х— (х — i) z)
О

dz X

хь.-%)+(х-o՛“՜-1 fz-՜՛(i-.)- “I **(7՜<г-;>/! л
J Л I cm(w—(x-f)z)J I
о

Из представлений видно, что К (х, f)1 и (х, t)' непрерывны в 
квадрате О -С х, t < 1 при х =r t, а при х = t могут обращаться в бес­
конечность порядка не больше—rm + 7m_i г 1>—+ % + 1, соответ­
ственно. Кроме того, из условий задачи 1 и свойств операторов дроб­
ного интегро-дифференцирования следует, что

пСя^- 
ст 'х>

Соотношение (7) есть интегральное уравнение Вольтерра второ. 
’ го рода относительно неизвестной функции v (х). Разрешая его по из­

вестной схеме (см., напр., [4, с. 127]), будем имеуь
х

ч (х) 4- I К* (х, f>T (f) Л =Ф (х)г (8>
О
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где
К* (х, <) = (х, 0 + у R (х, у) К (у, О Л/,

/ ».

ф (х) = о^т + ( R (х, I) л,
ст(х> J СЛ1Н)

R (х, /) — резольвента ядра К (х, <)•
Рассмотрим теперь (2). Пользуясь свойствами функции Римана 

уравнения (1) можно показать, что любое решение задачи 1, если оно 
существует, представимо в виде (см. [3])

1
и (х, у) — С т [х + (у — х) /] Г*՜1 (1 — О'՜1 й +

о
(9) 

1
---- Г(1 -а-?) _ 1_._? Г £ -|- (у — х) г]г’(1-0՜* Л-
2 Г (1 — а) Г (1—₽; „I

о
Из (9) с учетом формулы 1ох'1 Гох' ՝+т‘/= №?+г'условие (2) 

можно записать в виде

r(ngzt?) ' (х) + а (х) 1сОхЬ՝ -։+ “+р -с х (х) +
* (Р)

+ ^(х)т(х)=/(х) - ^1~а~-Р) ГоУ՜'*' »+«+?֊։—
2 Г (1 - а)

(Ю)

Разделив обе части (10) на А (х) и подействовав оператором 
!֊с. -ь, -1+з+^ Применяя формулу [3] 

запишем

т (х) + ЧМг_1+։+₽ 6- “в+ 3՜ • ’ м +Г (?) А (х)
। _ / \  1—е. —by —i+a+? У(х)-t- lox -Т-— ■։ (х) — lox ТТ~\ ~А(х) А (х)

1"(1~а — ?) r֊e,-i.-1+в + Э 1 p, + l-i<, (։+«+=։-!. -« w-l , х
Tr7i V~lox ~л t \ ах (х}2Г(1—а) Д(х)

или, после некоторых преобразований 
х .г

т (х) + Г к;(х, ох(о dt=/а (х) - г*1՜*՜?) Гк2 (х, t) v(п dt, (п)
J 2Г(1 - a)J
о и 

где
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Г6Я-Р) Ь

Г(Р)Г(֊с)Г(а+а)

х — у)
Г( —с)Г(1—Р -!-а)

Х&֊0

' тп(х_у)՜' Л А (у)

— Ь, а4֊ Р—1. а 4֊ а, ——*\/у + 
У '

Ь, — с-ка+0—1, -с, —֊).

X («/-/Г? 17։+?+Й՜’^6,-с 4-а+Р-1, -с, ֊бу­

мажно показать, что ядра К\ (х, 1) и (х, /) допускают оценки 
К\(х, /)=(х —/) ' 0(1), 0<><1.
К,(х, 0=(х֊/)->10(1), 0<л։<1.

Исключая V (х) из (11) посредством (8) находим

т (х) 4- | Кг (х, 0 - (О Л = Ф, (х), (12)
О 

где

& <«, О = < (х, О - ֊^т֊֊ Г (х, у) к* (у, о </у, 
21 (1— а) J /

Ф, (х) =А (х)- -_(1~я՜^ Г Ф (О К(х, I) <Н.
2Г(1 — а) .) 

о 
Пользуясь результатами работы [5] нетрудно убедиться, что 

ф. (х)ес(7)псч/).
Таким образом, задача 1 эквивалентно редуцирована к интег­

ральному уравнению Вольтерра второго рода, которое разрешимо без­
условно и однозначно в классе С (/) Л .С2 (7), а следовательно и функ­
ция м (х), определяемая из (8), принадлежит требуемому классу.

Единственное решение задачи 1 дается формулой (9). Теорема 
доказана.

Теорема 2. Пусть А (х) = О, В (х) =/= 0. ст(х)=/=0 Ухб7 
Тт^ап> 0. Тогда задача 1 имеет и притом единственное ре­
шение.

Доказательство. В этом случае из (10) сразу же имеем 
1-։֊? р

’<։) + , 1 г1«-—(х - 0--'хг (а 4- а) В (х) и 
о
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/j(-b, а + Э-1, ։ +-а, -----=
\ X /

л
= /.W------------- 1--------- 1՞ (х _ ,)֊" -3 г'-и-ь у (0 dt.

В (х) r(l-p+a)5(x)J 1
О

Так же как и в теореме 1, подставляя в полученное выражение 
значение v (х) из (8), после элементарных выкладок придем к [интег­
ральному уравнению Вольтерра второго рода относительно [функции 
(х), которое разрешимо безусловно и однозначно в требуемом 

(C(J)nCs(/)) классе функций.
Единственное решение задачи 1 будет задаваться формулой (9).
Теорема доказана.
2° Пусть ?=------• я=[——° » а = const [> 0. В этом случае

4 4
уравнение (1) можно преобразовать к виду

У*ихх~ “уу+а“х = °- (13)
Область D преобразуется в область 2, ограниченную отрезком 
АВ— {(х, у): у = 0, 0<^х<[1} и характеристиками

ЛС:г = х — ֊ уг=0, ВС:т1 = х + -~.^=1
2 2

уравнения (13), выходящими из точек А (0, 0) и В (1, 0).
Задача 3. Найти-регулярное в области 2 и непрерывное в замы­

кании Я, за исключением быть может точек А и В, решение уравне­
ния (13), удовлетворяющее краевым условиям

к[в։(х)] = ?(х), хб7, (14)

а0 (х) иу (х, 0) + Ьо (х) их (х, 0) -I- J] ai (х) Do‘x (х) и (х, 0) + 
4-1

+ £ 6у(х)£>71<о)(х)и(х, 0)=Ф’1(х), хбЛ (15)
7-1

где В։ (х) — аффикс точки пересечения характеристики уравнения (13) 
выходящей из точки х£_/, с характеристикой ВС, а,(х), (х), ®(х)
ф։(х), а0(х), 60(х), ап+1 (х), >ч'Дх), «А (х)— заданные действительные 
функции, непрерывные в замыкании множества их определения, а», 
7;— заданные действительные числа, удовлетворяющие (6), 1 = 1, п 
у ==1> т.

Согласно [6, 7] любое решение задачи 3, если оно существует 
представимо в виде

ц(х, у) =(1— ;)₽(т( —')“??(') —т(֊?(1—5)-?/Г(я> Н 1> г։) ?(0) —

- Р (1 ֊ а) (1 ֊ т))(1 - ?)- 1’ +

и
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+(—Г ф м+₽ (i-I Р,Л>՜-dt՝ (1б)\ 4 / J V t (t — Ç)
1

где
2 --П֊7») , _ (l-qHE-*) z _s (* -л), 

1 4(1֊?)’ ’ (1-5) (4֊О ’ 3 4(*֊В)

îWec(0<x<i)ncs(/)> ф(х)6С(0<х<1)пС«(Л 
Теорема 3. Задача 3 разрешима и притом единственным 

образом, если выполняется одно из следующих двух условий:

. 1. a = 4£-f-3, к = 0, 1, 2,--, а„(х)0 ух£ /,
а„(х), а։(х), ая+1(х), о^(х), Ьо (х), 6у(х),

«“}(*). ф։(х)€С‘+8(7), ?(х)ес։*+4(7лс։‘+5(/),

i = 1, п, j = 1, т.
2. а = 4£Ч- 1, к = 0, 1, 2,--, а((х)=0,

_ •՝

(1-х) 2 Нх)6С2*+3(7>ПС։*+,С/). ао(х), а„+։(х),

6„ (х), 6, (х), ш}(х), ф, (х) € Ск+' (7) Л С^' ( J), i î?7 / = 1Т^ 

и 6ц(х)=/=0 Vх G J либо Ьп(х) = 0 и иъ„(х)=#0. Ь,п (х)=#0 ух£ /
Доказательство. Предположим, чТо в условии 1, теоремы 

а=3 и существует решение задачи. Тогда из [6] 
и(х, 0)=?(х) + 2(1-х)?'(х), хб/,

֊Ï
иу(х, 0) = х [<? (0) + 2 (1 - X) i՛ (0)] - X ф(х) +

i 1 С ”5+ 2 (1 — х) (х — 0 <р" (0 dt, x^J.
О

Подставляя эти выражения в краевое условие (15), получим ис­
комую функцию ф (х):

. Х՝‘г (
ф(х) = —— Ьо (х) [2 (I-х) <(х)-?'(*)] + 

а։ Iх) I
п ж

+ Д ai(x) Do'x^ (х) [ç(x) + 2(l — х)<р'(х)] -f- (17)

+ Д bj (х) D'A œ}(x) [<Р (х) + 2 (1—х) / (х)] —

-ф| (*))— ?(0)-2(1 -х)<р'(0) —2 (1 —х)} | (х —0՜ V(0rf/.
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Пусть теперь а = 4£ + 3, Л = 1, 2,-• Из [6] имеем

*+1Г(Л+у-г) 
п(х,0) = ?(х) + £ ------ 5-г^-(֊1)'+1(*+1)Х

'-1 гр+—) 
\ 2/

X Г(- г -I- 1, 2 4֊ к, 2, 1) (1 ֊ х)' ?<'» (х), X 6 7.
-4 - а / 3 \

иу(х, 0) = х ’(1-х)*^-Л, к + ֊’ 1, 1 Ь(0) +

+ (* + !) (к+~)г(֊к, * + ֊• 2,1) (1~х)‘+1Х

X | Ф1 (х) — (х) йох ®/ (х) ? (х) — У .6/ (х) ЬУ1 ш) (х) ® (х) —
I /-1

,+, г(*+т-')
- Е (^ + 1) \ ох 7 (-1Г/г(-г + 1, 2+к,2,1)х

г = 1 Г(* + —)
\ 2/
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+ 2 м*) (1 -хУ^'Цх) - ап+։ (х) (1 -х)' ?։'> (х))-
/-I

з / 3 \-а0(х)х՜* ’ (1 ֊ х)‘ /= (- к, А + ֊2֊> 1. ?<°) -

-а0(х)(к +1)к. *+4’ 2-1) и-*)**1 X х 
\ 2 / \ 2 / г=о

X а.,(х) (-1)*^ 
«' + 2)!

(А+1)('*+ у)х

Х^-к, Л + у» 2. 1)(1—х)*+1Х | (х-/)адЛХ
6

1
X р‘+։?<°3>(/+(х— ()з)с15 (• 

о
Дифференцируя к раз получим

Ф(х)==-^4}у Ф,к)(х). (18)

Легко видеть, что при выполнении условий 1. теоремы единст. 
веяное решение задачи 3 дается формулой (16), где 6 (х) определяет­
ся из (17) или (18).

Пусть в условии 2. теоремы а = 1 и существует решение зада­
чи. Тогда из (7)

г /1 _ #\1Д
и(х, 0)— ф(х) + (------ ) <р'(ОЛ> х£У,

.՛ \х — // О
1

иДх. 0) = 2(1֊х)У(х), хе у.

Принимая это во внимание, с учетом того, что а/(х) = 0, 1=1, п 
из краевого условия (15) находим

Ь<> (х) ф (х) + £ Ь^х) (х) <]» (х) -г ая+1 (х) 6 (л) =
7-1

В предположении, что 6о(х)=£О ух£У проинтегрируем (19) в 
пределах от х до 1. Учитывая, что ф(1) = <р(0), будем иметь
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1

S(x)4- | <(х, П?(#)‘/# = ?։(х), i •. (20)

где 
• 1 [ 1 ®/(0 / *

Кг(х, {) = —— —bo(t)+ £ Г(—т) lj bj(y)dy 4-
о„(х) ( z-j ' ' V -

.Г

т wl(0 I -т* г —т* . I 1+ Е Г(1-.7 ) | М*)(* — х) + | (t—y) bi,(.y)dy L- an+։(oj» 

J
?i(xb ГТч! I (9.(0֊2«о(0(1-#)1,2«p'ю- 

On (х) I J l

-У Ь.ЩО^'М f(1=-*У%՛■(»)dy—

/ ։
С /1 — ՛ Г /1 — и\ 1

— ан+1(0 (------ -) 4՛ (у)с!у + ЬоЩ \ (------) Л-
,;и֊ у) з\1 — у/о о

1 * г г /1 _ /\1я •>-М1) <р'(0^ + М1)«р(0) + Мх) (֊—֊) «РЧОЛ •
3 .! \Х ֊ 1/ ]о а ■

Нетрудно показать; что при соблюдении условий 2. теоремы 
®։ (х) £ С(/) Л Са (/) и ядро ^(х, Г) непрерывно в квадрате / X/ 
при х t и при х = Р может обращаться в бесконечность порядка не 
больше 1 т

Таким образом, уравнение (20) есть интегральное уравнение 
Вольтерра второго рода, которое разрешимо безусловно и однознач­
но в классе функций С (/) Л Са

При Ьо(х) = О, а 6т(х)#=0, Шщ(х)=/=0 ух £ У подействуем в (19) 
оператором Р717т.

Принимая во внимание тождество 
: /—1 .• .* »

~ У (у—х)1՞՛ \#— у) 1кЬк(у)</д= • ■ •՛

<-• - ՛
= ~ 7* (У—х)Тт՜1 (#—у)7*՜1 Ь (у) (1у + а՜7* Ь (/ — г)(( — е — х)Тт՜1 г

после несложных преобразований получим
1

6(х)4- ( Аз(х, #)ф(0Л -=о2(х), '(21)

I
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где

_ 1 I ձ "ДО____  Г _Му1_ (у-х)7“՜1 XК՝з(х, է)

_,,_ւ "֊։ ‘“*(0 > Г/ •Х(/֊у) ' ^'-л2+1Г(тт)Г(1-7*)[(1т 7*)«-х)Тт’Т*-։Х

X

х уք.-ճ[ 

о

Ьк(1- Լէ-Հտ) ժտ + {է _х)7т-Т* х 

Ьт (I — (<—X) Տ)

հ (է — (է- х) տ) '1 ժտ ] н___ լ_ а«+1(0 I ։
Ьт {է-(է-х) տ) ] ] Птш) 6™(/) I

?։м=чЬ)I о"ть^)( ՛’(х>“2М0-։)И(х)“

- ”£1 ь, (х) о՝А ( (֊֊}г ч' (о <" - 1 <»> I (~;) ՛՛’'<() л I} ՛
7=1 • О ՝ 0 .

Из представлений видно, что Кл (.х, {) £ С X У) при хУ=/ и 
при х՝=1 обращается в бесконечность порядка не больше 1—Тт + 
+ 7ОТ_Г Из свойств операторов дробного интегро-дифференцирования 
следует [8], что ,ч>։ (х) £ С(/) Л С՝1 (/).

Следовательно, уравнение (21) также является интегральным 
уравнением Вольтерра второго рода, которое разрешимо безусловно 
и однозначно в требуемом классе функций.

Случай а = 4Л4֊1, 4 = 1, 2,-•• рассматривается аналогично слу՞ 
чаю а ~ 1.

Единственное решение задачи 3 будет задаваться формулой (16). 
Теорема доказана.

Замечание. В случае, если в условии 2. теоремы 3 а/(х)=ё0, 
г=1, п, задача эквивалентно редуцируется к интегральному уравне­
нию Фредгольма второго рода и можно говорить лишь об условной 
разрешимости задачи 3.

Автор благодарен профессору А. М. Нахушеву и профессору 
А. Б. Нерсесяну за помощь и внимание, оказанные при написании 
работы.
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Ս. ՅՈՒ. ՆԱ9ԱՐՈՎ. Ոշ 1ոԿա1 նզրայիէ խնդիրներ էյլեր-Դարթդփ նաւիասարման համար 
Հ ամփոփում )

Հետազոտվում են խնդիրներ կոտորակային ինտեգրո֊դիֆերենցիալ օպերատորներ (Ռիման֊ 
'.Լիւէւվֆլ֊Սայգոյի իմաստով) 'պարունակող եդրայիկ պայմաններով։
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S. Y. NAZAROV. On tome nonlocal boundary value problems for the Euler—Darboux 
equation (luminary)

Some boundary problem« with operators of fractional integro-diffei entiation 
in the sense of Riemann—Liouville and M. Seigo are solved.
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