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Введение

Простейшим примером точечной системы, рандомизируемой от
носительно группы Тп параллельных переносов евклидова простран
ства /?/։, является решетка точек, имеющих в декартовой системе ко
ординат в /?я целочисленные координаты. Имеется в виду ее следую
щее свойство. Сдвигая решетку I на случайный вектор, распределен
ный равномерно на [0,1)", получим случайный точечный процесс, рас
пределение которого

а) инвариантно относительно группы Тп,
б) сосредоточено на множестве [//:<£ Т„[ (</—образ / при пре

образовании £)•
Представляет интерес отыскать все точечные системы (т. е. под

множества R", не имеющие точек сгущения), обладающие такими же 
свойствами. Естественно также рассмотреть аналогичную задачу для 
других групп.

Определение 1. Пусть С— группа преобразований прост
ранства R". Точечная система ш называется С-рандомизируемой, 
если существует С - инвариантный случайный точечный процесс 
распределение которого сосредоточено на множестве образов 
[£ш:

Еще один пример рандомизируемой точечной системы доставляет 
известная из интегральной геометрии теорема Зигеля [1]. Обозначим 
через Ап группу сохраняющих меру Лебега аффинных преобразова
ний пространства R". Согласно теореме Зигеля решетка I Ал-рандо- 
мизируема.

Впервые понятие рандомизируемой точечной системы было вве
дено в [2], где показано, что для группы Тп и для группы Мп ев
клидовых движений пространства R точечная система ш рандомизируе
ма тогда и только тогда, когда и есть объединение к штук п-мерных 
решеток, получающихся друг из друга сдвигом (такие системы назы
ваем Л-решетками).

В настоящей статье введены понятия параболических решеток 
I и Л типа. Показано, что для исследуемой в статье подгруппы В 
группы А3 все параболические решетки I типа В-рандомизируемы, 
но некоторые параболические решетки обоих типов не являются 
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А:-решетками. Показано также, что все параболические решетки яв
ляются правильными (см. [3]) относительно группы В точечными си
стемами, однако параболические решетки II типа не являются 
5-рандомизируемыми. (В связи с этим отметим, что для групп Тп и 
М„ все правильные точечные системы рандомизируемы [2]). Получен
ные результаты применяются в § 5 для решения задачи Давидсона [4] 
о построении ^-инвариантных процессов прямых.

Некоторые результаты статьи анонсированы в [5]. В [6] развит 
алгебраический подход к тем же задачам с привлечением понятий из 
теории дискретных групп-

§ 1. Группа В н решетки

Обозначим через С подгруппу аффинных преобразований пло
скости, имеющих следующий вид:

(х'=х+ед,се/г,. 
I у'=у-

Через В обозначим подгруппу группы А1։ состоящую из аффинных 
преобразований {с следующего вида:

й;М' = * + с»+»- а, Ь, 
\ у'= у+ ь,

(вначале делается преобразование с £ С с параметром с, затем парал
лельный перенос ^Т2 на вектор (а, 6)). Заметим, что группа В уча
ствует в построении так называемой геометрии Галилея [7].

Определение 2. В пространстве R՛՝ решетками называют
ся точечные системы, получающиеся из множества I точек с це
лочисленными координатами аффинным преобразованием.

Определение 3. Плоская решетка называется решеткой 
I типа, если она содержит хотя бы две точки с одинаковыми 
у-ординатами, в противном случае решетка называется II типа-

Отметим, что преобразования из группы В сохраняют тип ре
шетки-

Лемма 1.1 (см. [6]). Все плоские решетки I типа В-рандоми
зируемы.

В [2, 6] рекомендовано исследование рандомизируемых точечных 
систем начать с нахождения правильных относительно данной группы 
систем- »

§ 2. Правильные точечные снстемы

Определение 4. (ср- [3]). Точечная система содер
жащая начало координат О, называется правильной относительно 
группы О, если для любой точки а £ и существует такое С, 
что = и) и §0 — а.

Всякая правильная относительно группы точечная система 
является правильной и относительно любой более широкой группы
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Относительно группы Т„ все решетки и только они являют
ся правильными [3]. Следовательно, класс /’ правильных относитель
но группы В точечных систем содержит по меньшей мере все плоские 
решетки, так как Г2 является подгруппой группы В.

Известно [3], что все правильные относительно группы М„ то
чечные системы (т. н. кристаллографические множества) являются 
^-решетками (обратное неверно). Мы покажем, что Г содержит и от
личные от /с-решеток точечные системы.

Пусть <о£Г. Для того, чтобы преобразованием (.с^В точку О 
перевести в а, надо чтобы сдвиг / был бы на вектор а, так как лю
бое С оставляет на месте начало координат. Следовательно для 
каждой точки а £ существует такое Са 6 С, что

с«« -|- а = ш, (2.1)
где «и -(- а означает сдвиг множества <» на вектор а - R՜.

Лемма 2.1. Всякая правильная относительно группы В то
чечная система вместе с точками а = (хн, уа) и 6(, = (хл, у,,) со
держит точки

Ьп = (хь + пх.,+псгУь + у (п — 1) с,у„; пу։1 4֊уь), п=Э, ±1, 2, - •..

Доказательство. Преобразование С(, переводит точку
в точку Ь' = (хь+ сауь, уь). Из (2.1) следует, что « содержит точку 
6|=6'+ а=(-*4 + *а 4- спуь; уа + уь). Продолжая подобным образом, 
получим искомые координаты точек‘6л= с„ ЬП-\ + а, лежащих в

Если уа =£ 0, то точки Ъп лежат на параболе Д, описываемо: фор
мулой

Ьл-й. (2.2)

ХС с" У а хаЛривизна ----  и ось у -------------- параболы X не зависят от точ-
9а 2 Са

ки Ьо. Параболы, у которых кривизны и оси совпадают, называются 
[7] концентрическими. Итак, во всякой правильной относительно В 
точечной системе точки располагаются вдоль концентрических пара
бол, общая ось которых параллельна оси абсцисс.

Лемма 2.2. На оси абсцисс точки из образуют одно
мерную решетку (в частности, эта решетка может состоять из 
одной точки О).

Доказательство. Пусть на оси Ох кроме О есть и другие 
точки из «։, и пусть е=(х’е, 0)— ближайшая к О такая точка. Взяв 
в лемме 2.1 а = е, и 6о=О, получим, что точки е„ = (пх ■; 0) п = 0, 
±1» ±2. ••• лежат вши образуют решетку. Из леммы 2.1 следует, 
что на оси Ох нет кроме [е„} других точек 6 £ со, иначе среди точек 
Ьп = Ь + еп ш нашлась бы точка, более близкая к О, чем е.
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Пусть и»£Е содержит точку а—(х„; у,,), причем у„^0. Обо
значим через параболу (2.2) с хь = 0, уь = 0. Возьмем в лемме 2.1 
60 = ея, получим семейство концентрических парабол ZЛ = Zft 4- е„, 
п=0, ±1, ±2,-՛-. Семейство парабол назовем решеткой парабол, 
если они концентрические и их вершины образуют одномерную ре
шетку. Согласно лемме 2.2 \ЕП\ есть решетка парабол. В силу лем
ме 2.1 точки пересечения решетки парабол ;ДЯ| с прямыми у = ту,,; 
т, л - 0, + 1, ±2, ••• принадлежат <о, при этом образуется т. н. па
раболическая решетка I типа.

§ 3. Параболические решетки I типа

Под решеткой прямых понимаем семейство параллельных равно
отстоящих прямых на плоскости.

Определение 5. Параболической решеткой^ I типа назы
вается множество узлов пересечения решетки парабол с решет
кой прямых, параллельных оси парабол (рис. 1).

Параболические решетки I типа, оси которых параллельны оси 
Ох, описываются параметрами (г, А։, А։, А3), где г — кривизна пара
бол, А։—ордината оси парабол, Аа—шаг решетки парабол, Аа—шаг 
решетки прямых (рис. 1). Из результатов §2 следует, что если то
чечная система содержит точки а = (х,„ у,,) и 6 — (хь, 0), то все

_ „ Т С" , __ У„точки параболической решетки 1 типа с параметрами г = —■ • /ц = —----
Уа 2

— —» А2 = хь, Аа= у„ принадлежат ш. Для доказательства того, что 
Са

ш исчерпывается этими точками, нам потребуются следующие леммы.
Лемма 3.1. Если точечная система ш^Е содержит точки а 

и Ь=(хь, 0), то точка а + Ь также лежит в ш.
Доказательство следует из леммы 2.1, если взять уь=- 0, п = 1.
Лемма 3.2. Если точечная система ш £ Г содержит на оси 

Ох другие (кроме О) точки и а = (х,„ у„) 6Ш» то на прямой 
У~Уа точки из 0) образуют решетку с тем же шагом, что и на 
оси Ох.

Доказательство следует из лемм 2.2 и 3.1.
Лемма 3.3. Если точечная система и £ Е содержит на оси 

Ох другие точки кроме О, то среди точек ш\0х существует точ
ка с минимальной по абсолютной величине ординатой.

Доказательство. Предположим противное, что существует



V.

478 Г. С. Сухнасян __====-==^=—

последовательность точек из ю . Ох, ординаты у* которых стремятся 
к 0 при п — По лемме 3.2 на прямых у = у» имеем решетки 
точек из о։ с одинаковым шагом Л. В прямоугольник И с осно занием 
[О, Л) и высотой у\ попадает по одной точке из этих решеток. То 
есть в О имеется счетное множество точек из ։՛>, что противоречит 
условию, что <и пе имеет точек сгущения.

Лемма 3.4. Пусть и»—параболическая решетка Г тип,, с па
раметрами (г. Л,, Л։, /։;1). Преобразование с^С с параметром 
с = пгйл (п — целое число) эквивалентно сдвигу <о на вектор / с 
ординатой у< — пЛ:1, т. е.

Доказательство.

ванием с £ С с параметром 
ной

х= ^9> + е»=-(9- 7)-2г- (3.1)

сш — ш -Т (•
Парабола х— ֊֊ у2 кривизны г преобразо- 

с переходит в параболу с той же ривиз-

Таким образом, решетка парабол при преобразовании с передни-
Сгается на вектор, ордината которого, в силу (3.1), равна — гешет-

ки же прямых, параллельных оси Ох, преобразование с оставляет на 
месте, так же как и сдвиг на вектор с ординатой пА;., где А;։— иа. ре
шетки прямых, п — целое число.

Эти леммы приводят нас к следующему утверждению.
Т е о р е ма 1. Для того, чтобы точечная система имею

щая на оси Ох более одной точки, была правильной относительно 
группы В, необходимо и достаточно, чтобы <« была параболической 
решеткой I типа с осью, параллельной оси абсцисс.

Доказательство. Пусть <՛։£А и пусть е = (хе, 0) — ближай
шая к О точка из ш П Ох; а=(хп, у„) — точка из ы с минимальной 
ординатой (лемма 3.3). Точки параболической решетки I типа с па-

1 1 ^(1 I граметрами г—сауа, А։ — —---------> А2 = хе, А3 = у„ принадлежат ш.
2 Си

Пусть этими точками и не исчерпывается, есть точка отличная 
от точек у. По лемме 3.2 точка Ь не может иметь ординату уъ—пуа, 
где п — целое. Среди ординат пу„ + уь точек Ая£ш (лемма 2.1) най
дется такая, что лежит между О и уи, что противоречит минималь
ности уа. Следовательно, и> совпадает Гс параболической решеткой у.

Теперь положим, что ю есть параболическая решетка I типа с 
параметрами (г, А։, А։, А3). В силу леммы 3.4, для произвольной точ՜ 
ки а ~ (•*"> У")‘^՝° параметром преобразования с,,, фигурирующего в 
(2.1), будет си = гу„. Теорема 1 доказана.

Заметим, что параболическая решетка I типа с параметрами (2,0, 
1,1) есть обычная плоская решетка I точек с целочисленными коорди
натами. Однако существуют параболические решетки, не являющиеся 
А-решетками.
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Теорема 2. Параболическая решетка I типа с паг>, мет
рами (1, А,. А2, А3) (бея ограничения общности один из пара: -трое- 
например, кривизну можно взять единичным) является к-реи^ткой 
тогда и только тогда, когда величины /ъ2 и соизмеримы.

Доказательство. Пусть параболическая решетка па 
является А-решеткой. Тогда существует пара центрально-симметрич
ных точек V и — а, лежащих в •՛>. Пусть V является узлом пересече
ния прямой у - тк-л с параболой Д,; т, п — целые. Подставит 2.2)

г —— = ),у.■ — уь—0. хъ ~ г,пл, " = — А;,—Л,, получим уравне-
у„ У <

гне параболы Д,:
х — У у2 к,у 4 пЛ2. (3.2)

Точка и имеет координаты (дгр, тАя), где

х„ — "••■'А2 — А|/~т •>- пА2.

Рассмотри..; лежащую на Д. точку с координатами 
— тА3). В силу (3.2) имеем

х0 — -~тяЛ2 4֊ /пА|А3-|- пА2.

В силу леммы 3.2 и теоремы 1 точки —а, и£<» лежат на 
мой у — — тил и принадлежат одномерной решетке с шагом А... 
личина

пря-
Ве-

XV — (— хо) = /п2А?։ 4֊ 2 пА2, 
следовательно кратна А3, откуда получаем, что Д’ и А2 соизмери мы 

Теперь положим — = ~ • Точка V пересечения прямой у=2тк3 
т

и параболы 2-2 тп, согласно (3.2), имеет абсциссу
хг< = 2п։8А$ — 2тА։А;|—2лппА2= --2тА1А:1.

Для любого целого г точки о1 = (—2 л1гА|Аа, 2гп/А3) лежат в ш 
и образуют одномерную решетку. Векторы V и (А2, 0) будут состав
ляющими фундаментального параллелограмма ^-решетки со.

§ 4. Инверсия и параболические решетки II типа
Определение 6. (см- [7]). Параболической инверсией ]г с 

параметром г^К՝ называется (неаффинное) преобразование пло
скости, задаваемое уравнениями:

| «֊= гу՝— х (4Л>
I уг= у-

Лемма 4.1. (см. [7]). При параболической инверсии ]г парабо
лы с кривизной г1 и осями, параллельными оси Ох, переходят в 
параболы кривизны 2 г — г^, параллельные прямые (параболы нуле
вой кривизны) переходят (кроме прямых, параллельных оси Ох) в 
концентрические параболы кривизны 2 г.
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Прямые, параллельные оси Ох, при параболической инверсии 
■ остаются на месте, при этом сохраняются расстояния между точками, 
лежащими на таких прямых. Следовательно, одномерные [решетки на 
прямых, параллельных оси Ох, при инверсии переходят в решетки на 
тех же прямых, с тем же шагом. Из леммы 4.1 следует, что парабо
лические решетки I типа с кривизной 2 г при инверсии с параметром 
г переходят в обычные решетки со счетным множеством точек на оси 
Ох, т. е. решетки I типа. Так как =֊ ]7\ верно и обратное утверж
дение, что позволяет дать общее

Определение 7. Параболической решеткой называется то
чечная система, получающаяся из плоской решетки параболиче
ской инверсией ]г, при этом если ш — решетка 1-го [типа (см. оп
ределение 3), то называется параболической решеткой Его 
типа, г = 1, 2.

Лемма 4.2. (см. [6])- Для того, чтобы точечная система <՛՛ 
была правильной относительно группы В необходимо и достаточ
но, чтобы для всех г £ R' также были бы правильными отно
сительно В.

Следствие. Все параболические решетки правильны относи
тельно В.

Ниже показано, что параболическими решетками класс Е исчер
пывается.

Лемма 4.3. (см. [6]). Точечная [система шВ-рандомизируема 
тогда и только тогда, когда _/гш для всех [также В-рандо-
мизируемы.

Из лемм 1.1 и 4.3 следует
Теорема 3. Все параболические решетки I типа В-рандоми- 

зируе.мы.
Всякую плоскую решетку можно представить как множество уз

лов пересечения двух решеток прямых, не параллельных [оси Ох. 
Отсюда следует

Теорема 4. Всякая параболическая решетка есть множест
во узлов пересечения двух решеток парабол равной кривизны и ося
ми, параллельными оси Ох.

Заметим, что множество ординат точек параболической решетки 
II типа, в отличие от параболических решеток I типа (лемма 3.3), всю
ду плотно на оси Оу. Оказывается полезным следующее описание 
параболических решеток II типа. Рассмотрим на плоскости решетку 
парабол {7Я}, п = 0, +1, ±2,На параболе 7Я выделим точки, 
имеющие ординаты ту., -I- пуь, т=0, ±1, ±2,---. Если величины 
уи и уь несоизмеримы, то полученная точечная система [есть парабо
лическая решетка II типа. И наоборот, для каждой параболической 
решетки II типа ~ существуют такие уи и уь, что 7 получается приве
денным построением.

Пусть &^Е и не имеет на оси Ох точек, кроме О. Докажем, что 
«> — пграболическая решетка II типа. Для фиксированной'точки а£։>> 
построим параболу 7, взяв в (2.2) хь = 0, уь = 0. В качестве а в лем



Рандомизируемые точечные системы 481

ме 2.1 возьмем точку из <։-П2^ наиболее близко лежащую к О Каж
дой точке 6/ согласно (2.2) соответствует парабола £/, концентрич
ная X- Заметим что вершины концентрических парабол не могут 
иметь то;ек сгущения, так как >՛< —точечная система- В качестве Ь 
возьмем такую точку, у которой вершина соответствующей параболы 
2) наиболее близко лежит к вершине /. Точки параболической решет
ки II типа, построенной вышеописанной процедурой, по лемме 2.1 при
надлежат «>. С другой стороны « не содержит других точек, аниду 
экстремальности точек а и Ь. Отсюда получается обобщение теоре
мы 1.

Теорема 5. Точечная система правильна относитель
но группы В тогда и только тогда, когда <՛> есть параболическая 
решетка (одного из Двух типов).

Отметим, что плоские решетки II типа не являются 5-рандоми- 
зируемыми, и в силу леммы 4.3. параболические решетки II типа не 
являются ^-рандомизируемыми.

§ 5. Решение проблемы Давидсона

Полученные результаты можно применить для решения следую
щей задачи, сформулированной Р. Давидсоном [4] и привлекшей зна
чительное внимание [8—10]: существует ли на плоскости стационар
ный (т. е. Т-, - инвариантный) случайный процесс прямых II по
рядка, не являющийся процессом Кокса (т. е. дважды стохастическим 
пуассоновским процессом), и реализации которого с вероятностью 1 
не содержат пар параллельных прямых. Эта задача решена Каллен- 
бергом [9] построением соответствующего (и до последнего времени 
единственного) примера. Ниже мы построим семейство таких приме
ров, содержащее, в частности, и пример Калленберга.

Представим процессы прямых как точечные процессы. Прямую £ 
на плоскости опишем с помощью параметров (х, у), где х — абсцисса 
точки пересечения g с осью Ох, у = с1£ ®, <р — угол между прямой % 
и осью Ох. Процессу прямых Ре, реализации которого с вероятностью 
1 не содержат прямых, параллельных оси Ох, соответствует точечный 
процесс Р на параметрической плоскости. Сдвигу прямой g на вектор 
с координатами (а, с) соответствует следующее преобразование ее 
параметров (рис. 2)

I Х-- ж + о» + « (5Д)
I я — в-

Процесс прямых РЙ стационарен тогда и только тогда, когда со
ответствующий точечный процесс Р инвариантен относительно груп
пы Н .аффинных преобразований вида (5.1). Группа Н есть подгруп
па группы В.

Случайным процессом прямых II порядка называется процесс, у 
которого вторая моментная мера локально конечна, т. е. для всех ог
раниченных подмножеств И плоскости математическое ожидание 
квадрата числа прямых, пересекающих £>, конечно. Отметим, что это 



482 Г. С. Сухиасян

условие приводит к существенным ограничениям на соответствующий 
точечный процесс. В частности, 5-инвариантный точечный процесс ни
когда не соответствует процессу прямых П порядка. Но из 5-инва- 
риантного точечного процесса можно получить процесс прямых II по
рядка соответствующим прореживанием. Например, достаточно взять 
кусок реализации точечного процесса, попадающий в любую парал
лельную оси Ох полосу произвольной конечной ширины.

На параметрической плоскости параллельным прямым соответ
ствуют точки с равными ординатами. Итак, для решения задачи Да
видсона достаточно построить на плоскости некоксовский 5-инвари- 
антный точечный процесс, реализации которого с вероятностью 1 не 
содержат пар точек с одинаковой ординатой. Последнее условие не 
разрешает использовать существующий по теореме 3 В-инвариантныЙ 
точечный процесс, сосредоточенный на параболических решетках I типа.

Инверсией меры р на 7?2 назовем, меру на плоскости, задавае
мую д»я всех борелевских АсК1 равенством ц, (Д) = н(/г А), г£Л'. 
Аналогично, инверсия Рг точечного процесса Р на плоскости опреде
ляется равенством

Рг (Д) = Р(|» : /г<о£Д1)
(здесь случайный процесс и его распределение обозначаются одина
ково).

Лемма 5.1. Пусть Р—точечный процесс Кокса с управляю
щей мерой |1. Для любого г^/?1 инверсия Рг также является про
цессом Кокса с управляющей мерой

Лемма 5.2. Точечный процесс Р на плоскости инвариантен 
относительно группы В тогда и только тогда, когда для любого 
г Р' ш инверсия Рг также В-инвариантна.

На основании՜ теоремы Зигеля (см. введение) в [8, 9] построен 
процесс прямых Р, удовлетворяющий условиям задачи Давидсона и 
соответствующий точечный процесс Р которого сосредоточен на ку
сках решеток II типа. Инверсия Рг точечного процесса Р сосредото
чена па кусках параболических решеток II типа. Следовательно, реа
лизации соответствующего процесса прямых ՝РГ не содержат с вероят
ностью 1 пар параллельных прямых. В силу лемм 5.1 и 5.2, для лю
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бого r^R' точечный процесс Рт не является процессом Кокса,, но 
инвариантен относительно группы В. Следовательно, процесс пря
мых Рг стационарен, откуда получается

Теорема 6. Семейство (/*<}» г £ R' стационарных процессов 
прямых является решением проблемы Давидсона. Оно содержит 
при г = 0 пример Колленберга [9].

Аналогично теореме 2 можно показать, что параболические ре
шетки II типа не являются ^-решетками. Поэтому процесс прямых 
~РГ, г =/=0 нельзя получить из калленбергского процесса прямых Р 
аффинными преобразованиями и операциями наложения и прореживания.
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Հ. U. IJ 1И’₽ ԻԱ11ՅԱՆ. (հսնղոմիզացվոյլ կետային համակարգեր և պարաբոլիկ կավարներ (ամ- 
փոփում^

Հոդվածոս! ներմուծված են ձևափոխությունն՛երի խմբերի նկատմամ բ ինվարիանտ ոան- 
•դոմիգացվող կետային համակպբվերի, , ինչպես .նաև I և II տեսակների պարաբոլիկ կավարների 
հասկացողությունները! Ապացուցված է, որ հարթության վրա աֆին ձևափոխությունների խմբի 
հատակ В ենթախմբի նկատմամբ ոանղոմի զացման ենթակա են բոլոր I տեսակի պարա
բոլիկ կավտրներրւ

Ցույց Է տրված, որ В խմբի նկատմամբ կանոնավոր կետային համակարգեր են հան
դիսանում միայն պարաբոլիկ կավարներըէ ’Ստացված արդյունքները կիրառվում են ուղիղների 
համասեռ պասսս Հական պրոցեսների .կառուցման մասին Դևիդսոնի խնդրի լուծման համար։

G. Տ. SUKIASIAN. Randomizable point systems and parabolic lattices (summary)

The concepts of the I and II type parabolic lattices - and randomizablo point 
systems are introduced. It is shown, that all I type parabolic lattices are randomizab
le with respect to the special subgroup В ef the group of faffine transformations of 
the plane. It is also shown, that all parabolic lattices are regular with respect to the 
group B.

The results^are applied to the solution of R. Davidson's problem on construe, 
>tion of line processes.
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