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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. В. КАКОСЯН

ОБ ОЦЕНКЕ БЛИЗОСТИ ДВУМЕРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
С МОНОТОННО ВОЗРАСТАЮЩЕЙ ФУНКЦИЕЙ 

ИНТЕНСИВНОСТИ И РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАРШАЛЛА-ОЛКИНА

Хорошо известна значительная роль, которую играют одномер
ные распределения с монотонно возрастающей функцией интенсивно
сти (ВФИ-распределения) в математической теории надежности (см. 
[1]). При атом существенный интерес представляет сравнение ВФИ- 
распределения с показательным. В [2] и [3] приведены оценки близос
ти ВФИ-распределения к показательному, выраженные в терминах 
первого момента и значения плотности распределения в нуле. Одна
ко для теории надежности весьма важным являетрассмотрение мно
гомерного случая, в котором роль показательного распределения пе
реходит к распределению Маршалла—Олкина (см. [4]).

Ниже мы докажем неравенство, являющееся аналогом утвержде
ния [3], ограничившись, для простоты изложения, двумерным случаем.

Как известно (см., например, [4]) распределение В называется 
двумерным с возрастающей функцией интенсивности (кратко ВФИ- 
распределением), если

Л (х, + О ։ Л (*а 4- 0 , /?(х1 + *, ха + ,
Л (*։) ?(х1։ ха)

являются невозрастающими функциями по каждой из переменных х։ 
ха при любом фиксированном £>0. Здесь Р/(։ = 1, 2) — маргиналь
ные распределения, соответствующие Р, аР(х։, х2)=Р(Аг1>х1, ЛГ։>х։}, 
где (ЛГ։, Х2) — двумерная случайная величина с функцией распределе
ния Р. Поскольку координаты Хц Х2 рассматриваемой двумерной 
случайной величины имеют в приложениях смысл времени безотказной 

;работы некоторого устройства, то мы будем считать, что Хг > 0 
(։' = 1, 2), т. е. Р(+0, + 0) = 1. Обозначим

!(^։> ха) • *1 Ха 0}, == {(хц х2) 5 0 Х| Ха}.

Т е о р е м а. .Пусть Г(х1։ х։) — ВФИ-распределение. Допустим, 
что функция Г дифференцируема в каждом из множеств Поиме
ет там ограниченные частные производные:
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и существуют пределы

lim j—(■*։> xt)=aip l = ^> 2» / = 1» 2-
(.г., Х.)-(0, 0), (Х„ Л16О/ VX)

f С 1 Г  j' 1
7 = min — an l — Z7՝ (x, dS dx ~ an

У

Обозначим

уГ(х, у) dy dx —
б " б 0 0

- У
х? (х, у) dx dy— а„ I — I Л" (х, у) dx dy I 

oJ У о ’

Тогда
sup |F(x։, Xa) — exp {a։i x։ 1֊ au x, + 

Xi>0, X։>0

+ (an —a։i)max(x։, x։))J < C]fl — 7 /Д (1)<
где C—абсолютная постоянная.

Доказательство. Известно, что если (Xit Х3) имеет ВФИ— 
распределение, то для любых a > 0, 6^>0 величина maxfa^, b Х3)- 
имеет одномерное ВФИ-распределение. Выберем «^]0, 1] и рассмот
рим величину = min (a՜1 Xt, Xt). Ясно, что P( У«^-х) =F(a x, x).. 
В силу результата [3]

supx>0 i^a *’ x) ~ exp Kaa։i + x>։ <

<2^14- (aa։i + a։i)

0
Интегрируя последнее неравенство по. а в пределах от нуля до еди
ницы, получаем

suPx>0 (ax> х) ~ ехР Kaa։i + <*։։) x]/da <

1
1 + j (а a։։ 4֊ аи) j* F (a x, x) dx di — 

oo- J

J՝ F(ix, x) dx

- 1

dx j aF(a x, x) da
о 0

= 2

Таким образом, если обозначить

G(a) = sup^>o|F(ax, х> — exp {(aa2։ -|- a։։)x||,. to
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JG (а)|։ <2 11 + an [֊ Г gF(g, х) dy dx 4- 
J х‘ J 
о о

+ Oja J — J F(g, х) dg dx | < 2 (1 — 7), 

0 0
где H։ означает норму в пространстве £’ ([0, 1]). В силу результата 
[5] отсюда следует, что

sup0<Ma|G(“)l<cVf^V^’ (с<2(1 + ^֊)р/’А).

Обозначая ах = х։, х = х։, отсюда находим, что
supu,. jr,)6D. \F (*i. ха) — exp (a։i x։ 4֊ a„ x։)| < C J/՜ 1 — 7 'JM՝-

Аналогичным образом, рассматривая величину Z? = min (Хх, 0՜1 ЛГ։),. 
Р£]0, 1], и применяя к ней рассуждения, изложенные выше, для Ya 
получаем

sup |F(xn х։) —exp(an х, 4-at։xa)KCVl —Т ЮИ- (3)< 
(Хь Х,)6О1

Однако луч х։ = х։, х։ ^>0 входит как в Dx, так и в D3. Поэтому 

d J др ,п пч , дЁ(0, 0) , ,—/-(х,, х) =^— (0, 0)4-------¥֊----- = alt 4-an—а։14-а։а.ax [x=o Ox։ ux3
Отсюда и из (2), (3) вытекает требуемое неравенство (1).
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