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։

О ЗАМЫКАНИИ СИСТЕМ ФУНКЦИИ ТИПА МИТТАГ- 
ЛЕФФЛЕРА ПРИ ВЗВЕШЕННО-РАВНОМЕРНОЙ

АППРОКСИМАЦИИ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

.Для данного числа р > 1 обозначим через Л (р) угловую область

д(р) = jz:|arg
I Л'

0< |շ| < - ex. ,

•а через Д* (р) — дополнительную угловую область. Общую границу 
:атих областей обозначим через £Р.

Пусть ш — произвольное число из интервала (— 1, 1) и пусть

՝р.= (Н- ш + р), так что — \ р — +■ — - •
2р 2 2 р
Пусть на £р определена вещественная измеримая функция <р (/) 

такая, что Ф“(/) >- 1, Нт <р (П = + со и
4Л- + -

t (1-Ц)
lim 

|/| -+~ ? (О
=^0. (1)

Обозначим через СФ(ЛР) пространство непрерывных на Lf функций 
./ (О» удовлетворяющих условию

- <р (#)

Под нормой элемента f понимаем число

l/f = sup • 
֊'t'-p <?(*)

Функция Ef{z\ ;х) ти ia Митгаг —Леффлера определяется разложением

\ Р /
Она—целая, порядка р и типа 1 при произвольном значении парамет­
ра Из ее асимптотических свойств ([1], стр. 127) следует, что 
при |*1 — 4- со

Ер(0 Р)=р#н‘-,1> 4- 0(1), (2)

и следовательно условие (1) обеспечивает включение

Fp(u/; թ)6Գ(^)
лля произвольного неотрицательного значения и >• 0.
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В настоящей работе рассматривается задача: в каких простран­
ствах Cf(Lf) система функций типа Миттаг—Леффлера

{Ef(ut; (»)}, 0 <u -Са, (3)’

где а—данное положительное число, является замкнутой?
В случае р=1, Н=1 множество Lf становится мнимой осью, а 

система (3) обращается в систему экспонент {е“'|, 0 <. и а. Опи­
санию замыкания этой системы посвящены работы Э. Акутовица [2], 
Н. Левинсона и А. Мак—Кина [3], Ю. И. Любарского [4] и других.

Здесь мы подробно остановимся на одном результате Б. Я. Ле­
вина о замыкании системы {е'“'}', в Ст (—го, -|-го).

Эта задача родственна известной проблеме С. Н. Бернштейна о 
весовом приближении непрерывных функций полиномами на гспест 
венной оси. Решение этой проблемы дано в работах Н. И. Ахиезера. 
и С. Н. Бернштейна [5, 6] и С. Н. Мергеляна [7 — 9]. Одним из су­
щественных моментов метода С. Н. Мергеляна является следующее:՜ 
множество Р алгебраических полиномов p{t) обладает свойством (Б), 
т. е. для произвольного р^.Р функция q (t) = [р (О — р («)](£ — z)՜1 
входит вРдля любого комплексного z. Тригонометрические полиномы 
s(t) = у ck е1а* ‘ не обладают таким свойством. Эта трудность обой­
дена следующим образом. Рассматривается множество Ва целых функ­
ций экспоненциального типа (ц. ф. э. т.) не выше я, ограниченных на 
вещественной оси. Это множество уже обладает свойством (Ь). Далее, 
с помощью хорошо известной теоремы Б. М. Лев итана :

для любой функции f£Ba и любых чисел е> О, Л^>0 сущест­
вует. такой тригонометрический полуном s(t) = у cke։'kt 

— о< *-*4 в
степени а, что

sup |/(0 — s (ОКе. sup |s(0|< sup |/(0|, 

доказывается следующая
Лемма 1. Множество тригонометрических полиномов степени 

не выше а плотно в В„(в метрике пространства Ст(— го, + го)).
Такая замена аппроксимирующих тригонометрических полиномов 

степени не выше а множеством В- дает возможность применить метод. 
С. Н. Мергеляна.

Чтобы сформулировать соответствующий результат введем сле- 
г дующие обозначения.

Обозначим через Ж множество ц. ф. э. т. а таких, что / (<) X 
(t—0 1 ограничена на вещественной оси и |/(f)(f—а через. 
ф(з):

ф(д)= sup |/(г)/..
/еЭК

Т огда имеет месте

Изложена в спецкурсе, читгчном в-ХГУ.в 1)51 г,..
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Теорема* (Б. Я. Левин). Для полноты множества В, в 
<С?(—оо, + оо) необходимо, чтобы ф(г)=Ч-оо, Imz 0, и доста- 
■точно, чтобы Ф z) = Ч- хотя бы в одной, точке комплексной 
.плоскости.

Другим эквивалентным критерием полноты в С? является рас­
ходимость интеграла

7 1пф(/1 ,
J 1 +/’

Теперь вернемся к нашей задаче. Нам понадобится обобщение леммы 
1 для целых функций порядка р > 1. Чтобы было ясно, именно на ка­
кие классы естественным образом обобщается эта лемма, мы приведем 
теорему Б. М. Левитана (следовательно и лемму 1) в другой, экви­
валентной формулировке:

пусть f{z) — и,, ф- э. т. з, ограниченная в верхней полуплос­
кости. Тогда для любых е>0, Л/>0 существует тригономгтричес- 
-кий полином вида

s(') = S сАе“*'
0<,.А<о

.такой, что

sup |/(0 —s(OKе. sup /s(Ol< sup |/(OI-
4|<N + ~

'В соответствии с этим лемму 1 можно переформулировать так:
Лемма I7. Множество тригонометрических полиномов вида

.плотно в множестве ц. ф. э. т. <■ з, ограниченных в верхней по­
луплоскости.

Эта лемма допускает обобщение на класс Л» (ЛР) целых функций 
порядка р^>) и типа -<^ з, ограниченных в области Д*(р)

Это обобщение опирается на установленное М. М. Джрбашяном 
»араме грическое представление специальных классов целых функций.

Обозначим через ( и; + ) класс целых функций порядка
\ 2р /

,р^>1 и типа <з, удовлетворяющих условию 
т
f 1/(*«֊*)/» Г dt < -г оо, — < |»| С к,
J 2ро

где ш £ ] — 1, 1[—заданное число.
Теорема (М. М. Джрбашян, [1], стр. 376). Класс Д^р)^<и;

±----- ) совпадает с множеством функиий f(z), допускающих пред-
2р /

•ставление
** В указанном ранее спецкурсе была доказана более общая теорема о полно- 

'ге множества Вз в произвольных Ф-пространствах. Формулировку см. в [4].
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/(z) = J
О

где |л = _!_՝ (J _f_ и + р) и 7(-)^А։(0, а). Функция 7 (") 'единственна.
—S. 2р

и почти всюду определяется формулой

~1~Ъ el'v — 1
I f (e v1/(>)----------- tr1՜1 dv —
) iv

о

„«,) «-**-2 „u-i л,) -11 Wi։< |0’ °։
— iv ) 10, t^jo, +°°[

Обобщением леммы 1՜ является
Лемма 2. Множество линейных комбинаций вида

X са£р(4'Чи) 
0<цо

плотно (в метрике Сч (Ь?)) в множестве В„(Ь?).
Прежде, чем перейти к доказательству этой леммы, приведем од­

но замечание, которое сформулируем в виде леммы.
Лемма 3? Для любой функйи /{г)^.Ва{^() и для любого е> 0՛ 

существует число и функция £ (г) 5о-г, (ЛР) такая, что

Доказательство . Пусть f £ Ba'(Lt), е^>0—произвольное чис­
ло и М— sup Рассмотрим функцию

'е£р

/=(0=./(а0€^р СМ-
Выберем N > 0 настолько большим, чтобы

при |f| > N..
■ чФ) 2

(4).

Так как lim B(t) — lim f(at) = f(t), причем равномерно в любом в-*1 «-*1
круге И</?. то существует число о։>0 такое, что при 0<1— а<5։.

1/Ч0 ֊/(*)!<֊
для всех t^Lf,

Тогда из (4) и (5) будем иметь

(*) - / = Hz {at) - f (OU = sup
® (t)

< sup |/(a/)._/(0/+ sup
ISLt. t6Lt, |/Y>,V ?

<5)2
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- е _2Л1 -<— + зир—— < е, 1 — о1 < а < 1.
2 |г|>Эу а> (<)

Лемма 3 доказана.
Перейдем теперь к доказательству леммы 2. Пусть / (/) — про­

извольная функция из В„ (£р) и е 0 — произвольное число. Пусть,, 
далее, Г (/) и % 0 имеют тот же смысл, что в лемме 3.

Для функции £р (г; р + 1) имеем ([1], стр. 438)
+ - . .

I |Ер (ё'։ х1 ₽; 1) х11՜1 ։ <1х < С, < |а| < я
? ■ 2(1

или, что то же самое
» Д'»

I |Ер (е/։ х; и + 1)|։х’></х< С, — (б)>
■ ՛ 2р

• и

(С не зависит от а).
Далее, как следует из (2) при |?|-»- + °о,

£■₽(/; н+1)| = о (1).

Введем в рассмотрение функцию

зг(х) = ЕР(8х; р + 1) Г(|* + 1).
Из асимптотических свойств функции типа Ммттаг-Леффлера следует,, 
что з։ (х) £ В։₽ (£р), а из (6) следует, что

±-֊)- (7)

Легко проверяется, что

Нтз։(х) = 1, (8)
։-»о

причем равномерно в любом круге |х| R.
Рассмотрим функцию

£«(х) = Е(х)з։(х). (9)

Имеем

Е(г)-Еа(х) = Г(г)[1-з։(х)]. (10).

Из (8), (10) учитывая, что Е(х) и з4 (х) ограничены на £Р:

I5։(01 ■С С1г [Е(/)|< С3,

причем С։ не зависит от 8, получим

Ит (0 - Г։(<)| = 0.
։-о

Следовательно, можем написать, что
|Г(0-Л(0|<£> °<*<А' (11)'

4-408
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Так как по лемме 3 F£ В*-a, (Lr), то из (7) и (9) будем иметь

Л։(г) 6 Да-оя-аР ( “» ± 2р 7

'В дальнейшем будем предполагать, что 8։, так что

ш; 4- ----
2р,

зи имеет место неравенство (11).
По теореме М. М. Джрбашяна Fi (z) допускает представление

9

Г։ (z) = j Er p) ls (т) 

о
^де

7։(х)е£։(0, 8), ։- = ֊-(1 4ш+р).
2р

Пусть ТУ > 0—произвольное число. Подберем непрерывную функ­
цию т։. н (■։) такую, чтобы при |/| < ТУ, Т £ Ь9 

а а

У Ер(Тт’/Р; р) (т) т^-։ </•։ — у £р (Т^Р; р) Т։ (т) < е (12)

о в

1И чтобы 
а 9

11«. лД՝)1 л <2 [ 1т4(')!։*՜1 (12')

о о
Выберем точки хк таким образом, чтобы

J£₽(**; р)т.,„(х)Л-2 -r.,A'(’*)^W; и) е (13)

три |f| < TV, t £ Lt и чтобы

S lit. ,v (x*)j Дх* < 2 J lie. ЛГ (х)1 (14)

Участвующую в неравенстве (13) сумму обозначим так:

2 Члз Ь) Дх*£р(^; И)= £ Ck։NEf{t^; р)

■и оценим норму

1^(0- с*. нН-
0< Т& < 9

.Из (12) и (13) имеем
^»(О֊ £ Ча£֊р(^. и)|<2е> t^Lf>
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Далее для t£Lf, |f| N имеем

HI------г |£ ֊г., „Ы а՝. rtl <
*PW ® (։}

Ю/
-Р

;яр(։-м

<с։ о(1)-2 | Ilj.yvNI ^<4с,-о(1) Г 1та ('с)|^֊! <Л, 

О О
Ef(t; и) /,։где с։ = sup —■ а о(1) означает величину, стремящуюся? 

/€£р։|/|>1 |/|₽u w
к нулю при N -*■ -+- оо. Здесь нами использованы неравенства (14),.
(12'), условие (1) на весовую функцию <p(f) и асимптотика (2).

Оценим теперь последний интеграл. Имеем

Из общей теории интегральных преобразований с ядрами Мит— 
таг—Леффлера ([1], стр. 238), имеем

+- —I '
1т։(х)12 «Л < — Г [I/7։ (ге 2Р)|’ + |^г(ге 2')|։] га <1г =

р Л о
; /Л. _<-Г-
I ЦЛ (ге ։₽)('а |з։(ге 2р)|։4-|/:(ге 2р)|2/5г(ге 7р )|а] г“ <.

<֊ sup|F(t)|’. Г |s,(/)P |f|- |< 
Р J

Lt
Таким ооразом, для t^_Lt и |f| > N имеем

1/2
) =о(1)С(3). (15}֊

Функция fi(t) ограничена на Lf. Пусть |/г«(<)|-^Л։ i^L^, тогда

sup 
1<1>л, t^Lf

J^)L=o(.i). 
?(0

(1б>

Если число 8>0 зафиксировано так, что 8^тш(81։ 8о/р). то бу­
дет выполняться неравенство (11). Выберем Л'->1 настолько большим,, 
чтобы величина о(1)<е и о(1)-с(8)<^е. Тогда.будэм иметь
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|F»W- Տ Հ>ա։ HI-ՕՀՀ* 4 a

= sup -1- |F.(f)- v ck^Ef(!^; н)| 
't£P »(О

< sup թՀՈ ֊ S сД/Л,ВДЧ"; P>! + sup ֊(<)1 +
<Fip. ufctf I'l ' л. 'etp <pu)

4֊ sup -L-IV Դ vFp№* p)|<2e + e + e = 4e. (17)
«p(0 '

Из неравенств (17), (И) и леммы 3
J/(0- Е il’K6s.

-Лемма 2 доказана.
Эта лемма сводит интересующий нас во трос о полноте системы 

(£p(uf; р] 0<«<ов С?(£?) к вопросу полноты множества 5Я(£Р) в 
Հ79(£ր). Но это множество уже обладает свойством (Б). Поэтому, ес­
ли обозначим через ЯХ множество целых функций ք (/) порядка р и 
типа ֊<з таких, что ք(է)(է—I)՜1 ограничена в Д* (р) и J/(0(^~l) 
<1 и положим ф (z)= sup |/(z)|, то будут справедливы следующие 

/бЯХ
-теоремы.

Теорема 1. Для того, чтобы замыкание множества Ва (Lf) 
■совпадало со всем пространством С9(1Г), необходимо и достаточ­
но, чтобы

ф (г)= 4- оо, z^La.
Теорема 2.

(£(£,)) =Cf(£P)~- f 1пф(0(14-И։+Р)"1И = + «’- 
Հ

Отметим, что замыкание системы Ef(ut; р), и£[0, иссле-
.довано в работе [10], при равномерной метрике с весом <р“։(0 dt и в 
работе [11] при интегральной метрике с весом da (է)
Физико-технический институт
низких температур АН УССР, Поступила 25. XII. 1987
Армянский педагогический
институт им. X. Абовяна

Р. ՑԱ. ԼԵՎհՆ, հ. Հ, հԱՉԱՏՈՅԱՆ. Միաաադ-Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների համակարգի փա- 
կույբի մասին կոմպլեքս տիրույթում կշռային հավասարաչափ մոտարկման դեպքում 
( ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է հետևյալ խնդիրը.
յ^նլ պայմանների առկայության դեպքում կոմպլեքս հարթության սկղրնակետից դուրս եկող

երկու ճառագայթների սիստեմի՝ : ձրջէ = +

ֆիկցիաների կշռային Շգ ( ) տարածության մեջ
{^թ(սք; |1).) , 0 < u^a -սիստեմը կլինի լրիվէ

Միտտագ֊Լեֆլերի

որոշված անընդհատ

տիպի ֆունկցիաների
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В. YA. LEVIN. I. О. KHACHATRIAN. On the cloture of systems of Mlttag—Leffler 
type functions by weighted uniform approximation in the complex domain (summary)

The following problem is considered in this paper: under what conditions the 
system (£? (uf; ;j-)J, 0 < u^a of Mittag—Leffler type functions is full in the weighted

■space of functions, Continuous on the pair of spays Lp= <f:argt = , p>l> star-
l 2? ।

ting from the origin.
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