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ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМ СОСТАВНОГО ТИПА

В работе исследуются граничные задачи для систем составного типа 
^второго порядка с постоянными коэффициентами в полуплоскости и поло­
се. В случае полуплоскости наряду с граничной задачей типа задачи Коши 
изучается и так называемая задача Сёстранда. В случае же полосы рас­
сматривается задача .Дирихле. Исследование этих задач проводится на 
основе формулы общего решения системы и, в зависимости от задачи, пре­
образования Лапласа, Фурье и Меллина.

Рассмотрим систему составного типа вида

А ֊ + 2^ /֊“֊ + О, 
OxJ Ох Оу Оу1

(1)

где А, В, С—постоянные действительные матрицы порядка п, det 0=^*0, 
м = ‘(и1։ ••••., и„) — искомая вектор-функция.

Напомним, что система (1) называется системой составного типа, если 
характеристическое уравнение

det (А Ч- 2В1 + СХа) = О

имеет как комплексные, так и действительные корни. Обозначим их через

•'» Ц. Н.-". а через kt,---, к,, и pv• • •, рг° — крат-
Г,

юности этих корней; 2 kJ = т, р} = 2k. 
/=i /-։

Общее решение системы (1) имеет следующий вид [1]:

“ (*. У) = 2 R« S J ajr(wjr <х + +
/=1г=1 \

+ 1] ₽/г’ Чр wjp)r-p (х + Х/уЛ + £ J 1Jr (‘Ру (х + Р, у) 4-
р=0 / /-1 г=1 \

+ 5*W у» (х + ^у)\ + а, (2)
р=о /

где w/r (х + У/у) — произвольные аналитические функции от своих ар­
гументов; 4>(х 4 р^у)— произвольные действительные функции; а= 
= (а1» ~ произвольный постоянный действительный вектор,
а;г = -' •> tp = (I#»'”» Т/г) ~ постоянные векторы, а 8'^

— постоянные числа, щричем ЭД, = Ь(°г = 0; векторы fи числа 8^'
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являются действительными. Как известно [2] следующая матрица по­
рядка 2п является невырожденной:

м=1 л,г ՝ ֊ ֊ ֊ I (з>№7 “/г + Р/.’г-н о-}, г+1 а,г •(- ₽л>г+1ау, г+1 Нл Тп 4՜ 3£?«+1 Тд г+1 |

0՜ == 1.- • •, ^о> г = 1>՛ • •> Л з = 1,- • г0! < = !.•••> Р*)-
Отсюда вытекает, что ранг матрицы, составленной из первых Ш и послед­
них 2А столбцов равен /п-|-2А. Пусть /г,.... /т+гл — номера строк,, обра­
зующих этот невырожденный минор порядка т 4՜ 21с.

§ 1. Граничная задача в полуплоскости

Введем класс функций

Нг'1 = 1и(х, у)| sup (1 + у) '(Ци (•, y)lI, +I7- “(•> »I ')<4-«®|»
I »0 \ И6'!/ Iff1/ J

где Z£/V; /i*—пространство Соболева. Пусть р = max (р1։ • • •, рг ).
Граничная задача Л. Требуется определить решение и (хн 

у) системы (1), принадлежащее классу Н“р~г и удовлетворяют, е гра­
ничным условиям

|՜ Uli (х, у)— fti (x)j —-»Ov Zr<»r։, (1.1>
|ОХ |£х.У-»« +

ич-п у'» -v ll> n> (,L2>

W/v s°» 1.
Имеет место
Лемма I. Пусть ф (х 4՜ 1-у) — аналитическая функция своего 

аргумента, когда x£R, у R , принадлежащая пространству Н^‘1 
Тогда справедлива оценка

Рл ф (х + Ху)|я, < саУ- Цф (х + Ху)|яА 0 (.1т.Х > 0). (1.3)

Доказательство. Рассмотрим функцию w ($ 4՜ й)) =ф (х-Р-у)՛ 
аналитическую в верхней полуплоскости. Очевидно tu £ Hs' ՛, поэтому

||w (х + iy)l^ < (1 + s)'| j < cx (1 + y)f U<f(x 4- ^)|#,։ r

Отсюда следует ([3], стр. 150)i что существует функция 
supp gc.R+ такая, что w (х 4՜ iy) = <g (?)> exp (й (х 4՜ iy))^» ~ пре­
образование Лапласа функции g. А тогда по известной теореме ([3]„ 
стр. 152) функция w (х 4- iy) удовлетворяет следующим условиям:

iug|«,(x4-w)l„, = 14,=к+1я„

где w_j_ (х) — граничное значение в Н* функции w (х 4՜ ig) при у-»04՜,- 
причем «>+ = F [g] ֊ преобразование Фурье функции, g. Имеет место, 
также неравенство ([3], стр. 148)
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\Г/х V) (х + ф)|я, < с։ у ;

Из леммы I получаем

|1р3 # <р (х + —> о V р > а. (1.4)
. н у-о+

Лемма II. Существует $о < 0 такое, что

Ь₽/)вшл(х4-^)к, (1.5)
У՜* От

£>' Т/1 (х + и у)| О, У(3> О, 1< а < 2 - 50. (1-6)
' п у—04-

Доказательство. Как известно [2] выражения

а>'р (* + ^У) + ^Ь1/? дрш^р (х + Х/д), 

р=0

Ъг (х + р,у) 4֊ 'я у» ч№р (* + 
Р""0

ди ди • мг.* ттУ, р—1 илинейно выражаются через—— и, поэтому шп, . В
дх ду

качестве 50 возьмем любое число, меньшее —р. Формулы (1.5), (1.6) 
вытекают из оценок

Цу^Оа ы д(х 4- Худ)!^ < с.р₽—+1 |то'д (х + ^9^Н1, р-г

ЦуР£>' Тд (х + Н/Д)>^0 < с»9р №/։!„,,+._г

Перейдем к исследованию граничной задачи А. Для этого подставим 
общее решение (2) системы (1) в граничные условия (1.1), (1.2). Учиты­
вая непрерывность вложения £г с: Н*“ на основании лемм 1,11 получим

2 Ке £ £ ю;г(х) + X 21? ЪгМ =/11М, V Ц < и, (1.7) 
у—1 г—1 / = 1 г—1

2 Ие £ £ «;г (^ »;(х) + ДОг_։ (х)) + 
/—1 г=1

Го Ру
+ 25 Т/Г“(НУ ^г(х) + ДО«ДОг-1 (х)) = ^. (х) V Ь>П. (1.8) 

/—1 г—1 ‘
В силу выбора чисел Ц,- ■ •, 1т+2^ из (1.7), (1.8) мы можем исклю­

чить действительные функции ^(х), / = 1,---,г0, г =^1,- • р., в
результате получим следующую зададу

Не Л' то = Г, (1.9)

где —невырожденная матрица порядка т, то =(тоц,• • •, то'։А )—не­

известная т-мерная вектор-функция, Е= (/•։,• ■ •, Гт) £ Н^°—вполне оп­
ределенная вектор-функция. Решение задачи (1.9) записывается в виде 

ш(г) = ^֊։</г(0,-^-> 5о»1.
с — 3
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Далее, подставляя w (z) в систему (1.7), (1.8) мы найдем и вектор- 
функцию (’Гц,^г,рГ։). Таким образом справедлива

Теорема 1. Однородная граничная задача А имеет только 
мд левое решение, а для разрешимости неоднородной задачи необ­
ходимо и достаточно выполнение конечного числа условий на пра­
вые части.

Замечание. Отметим, что в случае, когда действительные 
корни (*,,•••, являются простыми, из неравенства (1.3) вытекает, 
что для /, g£_H' решение и (х, у) будет принадлежать Н1- °. Отме­
тим также, что условия (1.1) могут быть заменены на |и^ — 

----»- 0. Такая задача легко сводится к изученной дифференцировани- 
у-»0+ 
ем. Аналогичным образом может быть исследована и общая гранич­
ная задача

"ди i l , - Л п
|| Ох Оу Цг, +

где а, Ь и с — действительные матрицы размерности (n, т + 2k), ко­
торая приводится к задаче вида

Re £| (£>) w + £։ (D) ЧТ = f, 

где Z-t (D) и L2 (£>)—вполне определенные матричные операторы пер­
вого перядка. Легко проверяется, что условие det JL, ($); £։(5)|^0 
обеспечивает нётеровость задачи.

§ 2. Граничная задача в полосе

Пусть D обозначает полосу {(х, у)|х£Л, 0<^<^1}. а Г — её 
границу. Введем класс функций

//”’₽* = (u| sup jexp («) Р}0 Dx u (х, у )|д, < + oo, kD =0—k, i= 0—m I

Я
H*. p = {u| sup Jexp (ax) D1 и (х)|д, < + oo՜, j = 0 — m|- 

•€1». «1
Граничная задача. В. Требуется определить решение и(х, у) 

системы (1), принадлежащее классу и удовлетворяющее граничным 
условиям

Ju(x, у) —/(х)| ---- >, (2.1)
«» р

1«(х, у)-«(х)| ֊-0, (2.2)

где /, g(zHs., р, s > 1.
Справедливы следующие леммы.
Лемма 1. Аналитическая в полосе D функция w (z) принад­

лежит пространству тогда и только тогда, когда exp(az)- 
«и (z) есть преобразование Лапласа единственной функции fa
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£//"о, V ? < я < а. При этом существуют граничные значения в 
Н™ ₽, равные соответственно ' - «՛

w (х 4֊ /0) ехр (— ах) < /о(0. ехр (— ։xf)>,
w (ж + i (1 — 0) = ехр (— а (х + /)) < f, (f), exp (— it (х 4՜ 0) > •

Лемма 2. Пусть w £ /7"’з°. Имеет место следующее пред­
ставление

w (х) = w+ (z) 4֊ w~ (z), (2-3}
где ՝■՝■՛ \ ՝t ■ ; • >

w+ (z) = exp (— az) / exp (at) w (t 4՜ 70), —-—\ >
* > 0) ! i . t— z/

w- (z) = exp (— a (z — i)) / exp (at) w (t 4֊ i (1 — 0)), - ----Ц- \ ■ '
\ (Гт ։<1) t— z4՜ l/

* . ՛ * ” ՛ I “ ’ ’ «
Лемма 3. Для некоторого s° имеют место равенства

b"w^(x4֊X^ _>о։Ь,Рф^(х4-^)1яЛ. ֊-0, (2.4)
•։ 7 ■։ 9

Iff" (х 4֊ Х/у) — (х + X; (1 — 0))Ц —-*0,
_ ₽ '՜

(2.5)
(х 4- н7у) - ФХ’ (х + —*°-J J J J Нч _ у-Л —«. P

Доказательство леммы 1. Заметим, что т. и т. т.,

когда ехр (ах) / Hm, V ? ° а‘ Отсюда .следует,՜ что w £ т.
и т. т., когда ехр (az) w 6 Ио1,'°, у ₽ < а < «. Но, как известно ([4], 
стр. 173), существует единственная функция /0 Н” о такая, что

ехр (az) w (z) = <^fa (t), exp (— izt)^>. (2.6)

Из (2.6) вытекает существование граничных значений

w (х 4- ։0) = ехр (— ах) < /« (t), ехр (— ։х#)>,
" (2.7)

w (х 4- ։ (1 — 0)) = ехр (— а (х + /)) < /о (t), ехр (— it (х 4֊ 0)>-

Доказательство леммы 2. Из (2.6) имеем 
о

ехр (az) w(z)= J/□ (t) exp (— izt) dt + 

— at
+-

4՜ J /» (t) exp (— izt) dt => w+ (z) 4֊ w0՜ (2)- 
() . . .

Учитывая равенства

JA(0 exp (— iU) dt, ——\ = 0,

•o '
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о
Im 0; J /,(/) exp t (1 — il) dt, ;—7-----= 0, Im z < 1,

— •*
получим (2.3).

Доказательство леммы 3 вытекает из оценок

|и>^> (х 4֊ Хуу)|| (х-+ + |(w"i(х + К/Р))(х”| <
«. Э Р э

< c-^֊P+>J(w+ (х + ։0))-| 4֊ |(w֊ (х + ,
•. f •. ?

!♦$? u + < с Ьл
«I р «» 0

Далее, каж следует из леммы 1 (см. равенство (2.7)) условие 

<ш(х), ехр (рх)> = exp (zp) <w (х 4՜ *)• exp (рх)>, P<Rep<a, (2.8) 
является необходимым и достаточным для того, чтобы функции W (х) и 

■w (х+j) были граничными значениями аналитической функции w(z)£ 
^/7^3- Переходя в (2.8) к сопряженным значениям, получим

<w (х), exp (рх)> =ехр (— ip) <w (x4֊z) exp (px) >, P<Rep <a. (2.9)
Подобно тому как это было сделано при изучении граничной задачи 

А подставим и из (2) в граничные условия (2.1), (2.2). На основании 
леммы 3 получим

2 Re Z X“A®;(x) + S Pilir^rM = f (*)> (2-10)
/=։ r=i 7-1 r-1

2 Re £ £ aJwlr (x + Xy) 4֊ g’ ₽(/r> w^\_p (x 4֊ Xy)) 4֊

(2.11;
+ E S Ijr (%, (X 4- 19Y = g' (x).

7—1 Г-1 \ p—0 /

А теперь применим преобразование Лапласа к (2.10), (2.11). Используя 
(2.8), (2.9) будем иметь

*0 vo к] _  ro Pj
s Е чгь 4- S s ар £[«;] 4- £ £ l i = l [л, (2.12) 
y—lt=l у-1r—1 /-Ir=l

S S aJr exp ( - p Xy) L [wjr] 4- J] ₽%’ P‘ L [w։ J 
/=lr=l . j=0

+ S £ alr exp (Хур) Г A [w'J 4֊ 6p p’L [w'j I 4֊ 
y=ir-i I .1=0 J

+ s s Tjr exp (- I*yp)lL 4- £ L [•?;, r-,]l = £[/] (2.13) 
7—1 r=i L д=о J

(0 < Rep < a).
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Обозначим матрицу полученной системы алгебраических уравнений через. 
Ф (р). Покажем, что det0(p)^O. Действительно, имеем

л1г *Jr TJr

\l)r (р) exp (— i jp) ljr(p) exp (—X/p) qJr (p) exp (— pyp) ]’ 

где Ijr (p), qJr (p) — вектор-функции, компоненты которых многочлены 
от р, причем 1]г (0) = 3Jr, qir (0) = ijr.
С другой стороны, в силу (3)

det (р « Ф (р)) = Мр)ехр(_ 7jr (р) exp (—Л/р) —Хл 
Р

X

Р

"Чг
Х Ч/Г(р) ехР(— Р/Р) —Tjr 

р

---- ► det М 0. 
р-0

Далее, функция detФ(p) имеет следующий вид: 

det Ф (р) = £ A՝J (Р) ехР (V/P)>

где у/— некоторые, вообще говоря, комплексные числа, a Aj(p)— 
многочлены от р. Имеем также det Ф (р) = det Ф (р).

Справедлива следующая
Лемма 4. Каков бы ни был. квазимногочлен F(p)= 5? Aj(p) 

____  J<N„ 
ехр(у/р) такой, что F(p) = F (р), существуют действительные 
числа а и Ь такие, что в любой полосе ПрС |Rep < a) U {Rep Ь} 
он имеет лишь конечное число нулей.

Доказательство. Перепишем квазимногочлен F(р) в следующем 
виде:

F(p)= S ехр(Л*р) £ Bj (р) ехр (а; р), т», ау £ R. 
* J

Установим справедливость леммы для функции Bk(p)= У, В* (р) ֊

ехр (a jp). Для этого представим её в виде

t>kj(p)pJ, Ь*(р)= jj 6m*exp(vmp), 
J< Nt m—1

где 6m*> No, Ni—вполне определенные действительные числа. Из 
представления

6*. (р)=ехр (pv0) [блг, (р) ехр (— pv0)] = ехр (pvjv) [6&, (р) ехр (— pv w)],

v0 = max {v1։- • •, v№}, v/v = min (v1։- • ■, 4/vJ 

вытекает существование чисел ал и bh таких, что

6.vo(p)#=0, p£{RepCa*)U [Rep > 64) =£>*•
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- —-֊ - - - --------===== ...... ■ ' • " —:—

Отсюда следует, что существует положительное число Мн такое, что

\t>N.(p)\> p^Dk. |Re р| < cte.
Утвежрдение леммы для функции Вл (р) вытекает из этой оценки и оценки 

}Х|Л'։ < cte (1 + |К| -{-• •• + IM*’՜՛) Для её корней.
Тогда a = min {at*}» Ь = max {6*} и лемма 4 доказана.
Предположим, ч^о числа а и ₽ в граничной задаче В такие, что 

{ß С Rep < а}сП(1с։ Ф(р). Основное условие, которое мы накладываем 
на систему fl) следующее:

И/у(р)|<с-|р|', ß<Rep<a, |Im р| » 1, r£N, (2.14 
где Aij (р) — элементы матрицы, обратной к Ф (р).

Замечание. Условие (2.14) заведомо выполняется, если, напри­

мер, rang Вауг, 7/^) = rang jäyr, lyAllyJ 1='». ч7о соответствует в слу 
чае эллиптической системы условию нормальной разрешимости задачи 
Дирихле. В случае же-, когда система (1) гиперболическая, условие 
(2.14) выполнено. Отметим также, что при п=2 каждая система сос­
тавного типа (1) с простыми характеристиками удовлетворяет усло­
вию (2.14). Действительно, предположив противное, легко проверить, 
что условие (3) нарушается.

В сделанных предположениях справедлива
Теорема 2. Однородная система (2.12), (2.13) имеет только ну­

левое решение, а при выполнении условйя (2.14) для разрешимости не­
однородной системы необходимо и достаточно выполнение конечного числа 
условий на правые части.

Таким образом получена
Теорема 3. Однородная граничная задача В имеет только нуле­

вое решение, а при выполнении условия (2.14) для разрешимости неодно­
родной задачи В необходимо и достаточно выполнение конечного числа усло­
вий на правые части.

§ 3. Граничная задача Сёстранда
Пусть Г — луч с вершиной в начале координат, образующий угол 

0о^>О с положительной полуосью абсцисс такой что & = tg0o < 
<|р/-՛, j = !,•■-, г0. Задача Сёстранда состоит в том, что часть 
граничных условий задается внутри области. Таким образом рассмат­
ривается

Граничная задача С. Требуется найти решение и (х, у) си­
стемы (1), принадлежащее классу Н2- '՜1 и удовлетворяющее граничным 
условиям 1

<? I! ди1,^«/,֊///(^^֊-0, -^-(х, M = P/>). х>0, (3.1)

II d I _
«>,<*1,,-,-.7“■

где //,, pl{, q^H*, s » 1.
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Напомним, что преобразование Меллина функции ф есть интеграл

Af[<p](s) = <p(s) =<<р(х), х*-։> (<р6 CÖ

и имеют место формулы

М (х* £>* <р(х)1 (з)= (-1)* (а + к - 1)- • -5 ЛГ [<р] (з), 

М[®(г-х)] (8)=г-։ М[<?](5), (г>0).

Лемма 5. Аналитическая в верхней полуплоскости функция ф (г} 
принадлежит пространству Н°,1 т. и т. т., когда

'ф^(5) = <р(рехр(гО))ехр(г։05), у0֊<8<’։- (3.3}

Доказательство. Существует функция ф £ £г такая, что

ИЛИ

? (Р exp (z е) = (0, -- -------+
2ki \ t—р exp (го) /

+ ֊ 1 /ф_ (0.--------- ------ ’
2кг \ t — рехр (г‘0)/

где х + = р ехр (г’0), ?+(fl=8(f) ф (0. Ф_ U) = (1 — 6 (С) ? (0. 0U) —
функция Хевисайда.
Далее, нетрудно показать, что

м Г Л (0.---------1_\ |(։)__ exp(-,-es + 2»,-s) ?+(։)
,\ ’ t — р exp (г'О) / J 1—exp (2* г’з)

мIЛ (,).-------- 1--------\I(։) _ exp(fe-,eS)
|\т г-рехр(г0)/| 1 — ехр (2kj's)

С другой стороны справедливо равеннство

?_ (— 0 (s) = exp (— i«s) <р+ (/) (s), 

которое вытекает из того, что <?(г)£Н0,1 т. и т. т., когда сущест­
вует g6£։(/?+) такая, что ф(х) = <#(<)• ехр(г'х*)>, поэтому

? (Р) (s) = ? (Р ехр (г‘6)) exp (i'Ss), Res = •

Переходя в (3.3) к комплексно сопряженным значениям, получим

? (р) («) = «Р (Р ехр (гб)) (s) ехр (— z*8s), Res = -у • (3.4}

Лемма б. Пусть функция ф(ж) аналитична в угле [(р, в)|0 ■< 
<0< в9} и принадлежит пространству £* = (ц||и(р, 0)|г։ <С + 00 V 
О < 0 < 0О}. Тогда справедлива формула
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?(p) ($) ? (p exp (։0O)) exp(z90s), Res = ֊2֊ (3.5)

Верно и обратное утверждение.
Доказательство. Согласно формуле Коши

х*՜1 <р (х) dx — х*՜1 exp (z90 (s— 1)) ? (x exp (z‘9o)) exp (z'9o) dx +

8»
4֊ i J R3 exp (z’9s) (/? exp (z‘9)) </9 = 0. 

о
Покажем, что

/ I V
lim R3 I exp (z’9s) <p (Я exp (z'9)) «/9 = 0 ( Res = — ) •

z?-»+- J \ 2 /
л

Действительно, рассмотрим функцию ։]»(/?) = | exp (z’9s) <? (R exp (z9)- 
«/ 0

-</9£Ла. Далее имеем
8,

ф' (R) = f exp (z’9s) (R exp (/9)) c/9 =
J uR \
0

0o
= — f exp (z9s) ft (/? exp (/9)) c/9 = -~

։R J iR
о

։.
exp (z‘9s) <p (R exp (z’O))

о
8»

— is J <p (R exp (i'9)) exp (z'9s) </9 

о
Отсюда <получим

что и доказывает |(3.5). Обратное утверждение вытекает из того, что в 

силу (3.5) функция ЛГ—1[<р (р) ($)] (г) является аналитической в угле 
9 9 < 90 и принадлежит пространству

Прежде чем перейти к исследованию граничной задачи С решим сле­
дующую вспомогательную задачу: требуется определить аналитическую в 
верхней полуплоскости функцию Ф (х+%у) (1тХ>0) по условиям

Re?(x)/(x), х< 0; Re <р (х-|-М: х) =g(x), х>0;
(3.6)

(/?’)> к>0.
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Решение. Используя формулу (3.3), перепишем (3.6) в образах 
Меллина

exp(—fKs1) Ф (p) (s) + exp(z*s) ® (p) (s) =/(—x) (s).
exp.( — s In (cos ф0 -r ’/■ sin ф0)}. (3.7)

•ф (р) (S’) + exp (— sin (cos То + >• sinf0)) Ф (р) (s) = g (s). 

t.g Фо = Res= •

Отсюда непосредственнно вытекает единственность решения, так как 
0< arg (cos + '»■ sin ф0) < к. Далее, имеем из (3.7) и (3.3)

■^(^■(s) = /( ~ <s> exP (—sin (cos ф0Ч- A sin ф0) — g (s) exp (frs)____
exp(—zns—s In (cos<p0-|-/sin?o))—exp (z~s—s In (со5ф04-лзтф0))

?( — Р) (s)=

_ /(— x)(s) exp (—Z~s—sin (созфо-Ь/. зтф0)) — g(s)________
exp (—fits—s In (со5фц t /-sin?0))—exp (z'ks — s In (со5ф0+^з1пф0))

Вспоминая, что оператор умножения на функцию a(s) ограничен в L2 
т. и т. т., когда sup|a (s)| <. с, легко получить, что в случае, если 

arg (со5ф0 4- л зшф0) >• вспомогательная задача везде разрешима в 

-том и только в том случае, когда g (s) exp (s In (cos ®։, 4֊ >• sin <?0)) £ Lt. 
А это означает, в силу леммы 6, что g (х) является граничным зна­
чением аналитической в угле 0 < 6-С 0О функции g (ж 4- >֊у) £ Если

ТС
же arg (со=фо + ^sin®0) > — • то и f (ж) должна быть граничным зна­

чением аналитической функции из д*>։г«)։-э։*՝+>։|п*-‘--֊ Ради простоты 
предположим, что корни хар ьхтеристического уравнения являются 
простыми.

Подставим и из (1) в граничные условия (3.1), (3.2), после чего при­
меним преобразование Меллина. На основании формул (3.3), (3.4) полу­
пим .

X а Jr eXP (~ ։'WS) W /r (p) (s) +

S S aj‘ ex₽ (/KS) wf (?) (s) + S S 1;* (—-«Xs) =/?,(— x) (s)> (z < n> 
/-lr=l ;-lr=l

’o kJ 1,-n
E E aJr '1 exP (— s) wjr (?) (s)+ 

J-i r=l
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+ S S a# "bj exp(frs)w},(p)(s) + £ £ "’)>(-*) (s) =
j-\ F-i J-i r=l

■=^^0—x).(s), l^>n, (3.8)»

S S аЛ exP (~ sl° (cos®o + ^sin8b))«’jf(p)(s)+ 
/=1 Г""1
. Тв _  i _ *

+ S S exp s ln (cose° + ‘ J Sjn ®0^ w/r (s)-*՜
/-i r—1 /

+ S S C1 + Py*)՜* («) = ₽/,.(«)> < < n,
fcsl F*-l

S £ al'~n exP (“ s Jn (cos0o + x;sin60)) я^Др) ($)+ 

1-1 /■=։
VO I ffri - —

+ 2 Xy exp(—sin (cos0o 4՜ '/-sin0o))- 
/=1 r»l

r9 PJ h /\
wir(p)(s) + S £ ^(H֊HyA:)-,T/l-'lt;(X)(s)=g/ (sh^n. (3.9>

j=l r—1 '
По теореме Лапласа об определителях детерминант системы алге­

браических уравнений (3.8), (3.9) имеет следующий вид::

Ф (s) = с • [ехр (\ (s)) + exp (v։ (s))] H----- ,
где с Ф О,

(з) = — г'^ та — з 2 к} 1п (совб0 + луз։й 60) — з £ р 1п (1 4- ^.к), 
J 1 1

Ъ (з) = /1։ тз — з £ к/ 1п (созб0 + >Уз1п80) — $ У р] 1п. (Д + \^յk).

Очевидно на прямой Иез =-^-функция Ф (з) может иметь, только ко­

нечное число нулей, поэтому задача Сёстранда однозначна разреши­
ма. Далее, из (3.8), (3.9) имеем

81,,••■՝> + 
«>(Р)(5)=-------------------------- ----------------------------------

4- ехр (уг (з) + з 1п (соз0о 4֊ Ху зтб0)) М2/г (р1{ • • •, 9//,

Ф(5)
ехр (з)) М\ 

(«>---------------------- ф(75---------

+ ехр (vs (з) 4՜ s In (cos©,, 4֊ X/ sin0o) — ։зк) M2r (p'^.

Ф($) 

ФуДх)(з) ATyr(s) 
Ф(з)
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где №՝,(■■■), M2jr (•••) — линейные выражения от своих аргументов, 
-Npls), Njr(s) удовлетворяют оценке

|7V;r(s)|<c|0(s)|, Л = 1, 2.

Отсюда, согласно вспомогательной задаче, получим следующий результат.
Теорема 4. Однородная граничная задача С имеет только нуле­

вое решение, а для разрешимости неоднородной задачи С достаточно, что­
бы функции Pit, q/t являлись граничными значениями аналитичес­

ких в угле 0< 0 < а = шах (arg (cos60 + \/sin0o)) функций и удовлетво- 
р я лось конечное число условий на правые части.

Замечание. Леммы 5, 6 позволяют исследовать и другие задачи 
типа задачи Сёстранда. Например, на луче Г можно задать не все гранич­
ные условия с полуоси R+, а только их часть. Можно также граничные 
условия ставить на нескольких лучах, выходящих из начала •координат. 
О другой стороны, задача Сёстранда естественно возникает при попытке 
поставить «хорошую» граничную задачу, например, в полуплоскости 
у > 0 для системы

А = В ֊ , (3.10)
Оу дх

где А, В—постоянные матрицы, причем det .<4=0, т. е. ось у =0 яв­
ляется характеристической. При условии, что det (Л?) 4- Bi) Ф 0 мы 
можем получить общее решение этой системы, которое будет содер­
жать и произвольные функции, зависящие только от у. Действитель­
но, если при этом det2>=#0, то умножая (3.10) слева на В՜1, нам ос­
танется только привести матрицу В՜1 А к |жордановой форме, среди 
.диагональных элементов которой обязательно будет нулевой. Если 
же и det <8 = 0, то рассмотрим вектор (?0, т10) такой, что det (<4т;0 + 
т5;ц1^0. После замены переменных ;= т1йу — £ох, =— ioy систе- 
тему (3.10) приведем к виду

ди I л п- \֊1 л - ди - = {Атл-В-.а) Д: —, 
a-, df]

уже рассмотренному. Для определения функций, зависящих только от 
у, необходимо часть граничных условий задать, например, на оси оу.

В заключение отметим, что лемма (3.5) позволяет свести к системе 
алгебраических уравнений и задачу сопряжения для систем составного ти­
па (1), например, в такой постановке: пусть <Di и Dz, соответственно, I и 
II квадранты, требуется определить функции Ui, иг, удовлетворяющие 

■системам
. д*и. ПЕ> д3и. д'и.

А '-(-2<8,—1 + С,-^- = 0, (х, y)£Dlt /=1, 2
Ох* Ох Оу Оу* а

и граничным условиям: на полуосях х < 0 и х > 0 для каждой системы 
задаем задачу Я из § 1, а на полуоси оу условия сопряжения

ди, . ди, ди, . ди,
а> л + “։ Т՜ = аз + а< — » 

дх ду дх ду 
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где матрицы at имеют размерность (г։ + г» + rs; л) г ,— число ком­
плексных корней с положительныыи мнимыми частями обеих систем, 
г3—число отрицательных, а г3—число положительных действительных) 
корней системы, заданной, соответственно, в и Dt.
Ереванский политехнический

институт нм. К. Маркса Поступила 11. VII. 1986

Ա. Ա. ԱՆԳՐ8ԱՆ Եզրային խնդիրներ բաղադրյալ աիսլի համակարդի համար (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկված է Կոշոլ և Այոստրանգի խնդիրներ երկրորդ կարդի հաստա­
տուն գործակիցներով բաղադրյալ տիպի համակարգի համար։ Նույն համակարգի համար 
շերտում ուսումնասիրված է Գիրիխլեի խնդիրը։

A. A, ANDRIAN. Boundary value problem* for eyeteme of compoitte type (summary

For the second order composite type systems with constant coefficients the 
Cauchy and SjCstrand problems in a half plane are considered. The Dirichlet prob­
lem is considered In a strip.
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