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Г. А. БАРСЕГЯН, К. Н. МАРТИРОСЯН

О ЗНАЧЕНИЯХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
НА МНОЖЕСТВАХ а-ТОЧЕК МЕРОМОРФНОЙ , 

В ЗАДАННОЙ ОБЛАСТИ ФУНКЦИИ

По первой основной теореме Р. Неванлинны (см. [1]), для меро­
морфной в С функции ш (г) и произвольного значения С выпол­
няется

А(г. а) 4֊ т(г, а) = Г(г)+0(1), г-со, (1)
г

где И (г, а) = J сП, и (£, а)— количество а-точек функции, с
о

учетом кратности, в круге |г| С I
2«

т(г, а) = — Г 1п+--------- </<р, (г ге^), т(г, со) =
2^3 |а» — а|

о
2к

= ~~ I 1п+ |ш| , Т(г) = П(г, со) ■}֊ т (г, со).
2« 

о

Соотношение (1) устанавливает инвариантность левой части ее 
относительно значения а с точностью до несущественного остаточно­
го члена 0(1).

В заметке [2] было анонсировано следующее аналогичное соотно­
шение, в котором роль А (г, а) выполняют алгебраические суммы В (г, а) 
а-точек, т. е. если г^а), г = 1, 2,•••, п (г, а) а -точки функции

п (Г, II)
т(г) в круге |г| < г с учетом кратности, то В (г, а) = £ гДа).

/»•1
Теорема А [2]. Пусть ги (г) — мероморфная в С функция, 

а€С. Тогда
В(г, а) + т*(г, а) = С (г) -{- О(гА(г)), г-*-ос, (2)

где
2» 2к

т* (г, а) = I е‘^~ 1п+ -—-—- <Лр - [ е'? 1П+---- -----
2 к,/ дг |ш — а| 2 к — а|

о о
։ . 2к

т* (г, оо)=-£- I е,’> — 1п+ |а>| Г е‘^ 1п+ |ш| </<₽,
2г.]дг 2п„> 1 1

о о



О значениях аналитических функций 249

С(г) = В (г, + т* (г, <»),
2е ։ у

£(/•)= | ——- г<1? — сферическая длина со-образа окружности 
„’14- |со|2 в

I*' = г.
Соотношение (2) интересно тем, что в величинах В (г, а) есте­

ственным образом фигурируют аргументы а-точек, что позволяет де­
лать выводы о расположении а-точек.

Величину С (г) естественно рассматривать как аналог неванлин՛- 
новской характеристики Т’(г), а (величину /и* (г, а) — как аналог не- 
ванлинновской функции приближения т(г, а).

Величина £(г) выполняет роль несущественного остаточного чле­
на в теории поверхностей наложения Л. Альфорса (см. [1], гл. X). 
Очевидно в соотношении (2) интересными являются только случаи, 
когда величины В, т*, С или хотя бы одна из них по хмодулю боль­
ше, чем гЦг). Однако эта ситуация встречается довольно часто. По 
теории Л. Альфорса для „большинства՛1 а и г выполняется

£ (г) < [п (г, а)]2 в — СОПв! О,

так что £(г) не будет выполнять роль несущественного остаточного 
т+>

члена в (2) лишь когда |2? (г, а)|։=О[гп(г, а)] , что ‘может быть
лишь при очень равномерном распределении а-точек функции из по 
аргументам.

Следующий наш результат устанавливает подобное соотношение 
для функций ш (г) £ М(О) — мероморфной в замыкании заданной одно­
связной области £> с гладкой границей. При этом вместо 'сумм а-то­
чек мы рассматриваем более общие выражения (£>, а) =2 я» (яДа)) 
где ф (я) — аналитична в О, а суммы берутся с учетом кратности 
а-точек я<(а). Будем пользоваться обозначениями: п — направление 
внешней £ нормали., к 5 границе^ дО области £); п (г) — комплексное 
число с единичным модулем, направленное по и; <1з — элемент грани­
цы А (/) — выражение, модуль которого не превосходит |/|; 
I (дВ) — длина дО; £ (дО) — сферическая длина си-образа дО; М/—мак­
симум модуля / на £>.

Теорема 1. Пусть т (О), а£С. Тогда

Л (£>, а) 4՜ г- ( ф (г) 1п+ ■֊—-—- <1з —
2 тс J дп ш — а 

дй

1___
Iю — а|

<1$ = С, (£>) 4-

/5 Я \+ Л М ЛМ1а| 4-1)’ £ (<?£>)4- ֊֊ ■ |а| I (<?£>)
\2 ТС 2 Тс • ; О)
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где С, (Д) = В, (Д оо) 4- Д Г <Р (г) 1п+ |®| ֊
2 « □ оп

дй
— [ л (х) <р' (х) 1п+|®| Л.

2*3 дО
II. В?(Д а)+тт(Д а) = (Д °°) + шт(Д, 00) +

+л(^-лгт(/а|+1)։да)-. «>՝

где
т„ (А а) = ~~ Г <р (г) — 1п —-— <3г, т (Б, оо)= =с—։ Г ? (г) — Ь ®Л,.

2*13 йг ш—а ’ 2 т 3 а.1
А,(а) А,(0)

Д1 (о) = {* : « €^Д I® (х)— а| -<1), Д։ (а) = {« I х€^А Iе* (*) ~ в| > !]••

Отметим, что при Д=(г: |зКг), п(г) = е'г, -г~/=-7-/г так. 
Оп Ог

что из (3) при <р(г)=г вытекает (2).
Соотношение (4) имеет более простой вид, однако соотношение-

1 Г 1(3) практичнее, ибо интеграл — п(г)ф'(х)1п+----------хорошо >
2 я J I® — а|ао

увязывается с функцией приближения т(г, а), а. выражение

--------7 4* — с функцией^- | — 1п+--------- - гсАр ,
до Iю ~ а1 2«л Ог |® — а|

которая фигурирует в следующем аналоге первой основной теоремы I
(см. [3]): для мероморфной в С функции ш (г) и а £ С имеет место 

2к
“ 5^[т"1п+|—-—+п(г. в) = 4О') + О(ЦгУ), Г֊>оо,

2ц 3 Ог |ш — а| о
где А (г) — характеристика Л. Альфорса.

Перейдем к доказательству теоремы 1. Установим сначала соот­
ношение (4).

Рассмотрим два случая: 1) Д։ (0) П Д։ (а) = 0 и 2) Д։ (0) п Д1.(а)У=0-
Случай 1). Имеем

[*Р (■*) ~ 1“ (® ~ о.) ( ф (х) — 1п (®—а) 4֊
3 аг 3 4гас 4, (а)

+ 1 ?(*) —-1» (® — а) с& = Г <₽ (г) — 1п (® — а) с& +
и аг 3 (1г

А« (о) 4,(0)

+ Г <? (г) -7- 1п (® — а) сЗг 4֊ [ у (в) 1п (® — а) <1г =-
3 аг 3 аг

А։ (0) Д,(а)\Д։ (0)

- | *?(•։) “ 1п(® — а.)(1г-\- [<р(г)—1п (а ֊ а) </г 4՜ 
3 аг J «/г

А, (в)
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4֊ I r(zj—- In ——- dz + I ?(z)—lnwdz =
J dz w J dz

А, (a)\A, (0) A, to)\A, (0)

J<p (z) — In (to — a) dz 4- (? (z) — In wdz 4՜ 
dz J dz

A,(a) A,i0)

4֊ | ® (z) — In (to — a) dz -|- Г <p (z) — in------ dz 4՜
J dz j dz w

-i, (0) a. (a)44, («

4-1 J q> (z) -֊- In wdz— j 

A, (a)\A, (0J A, (0)

, \ d ?(*) —az
In wdz (5)

Оценим 3-й, 4-й интегралы и выражение в скобке в последнем 
соотношении. Учитывая, что в случае 1) при z £ А, (0) выполняется не- 

। Ii 1 + Н։равенство |w—> 1, следовательно sup  ---- ։—- <.2, получим
*GA։(O| |w — a|

A,(OJ

ln(w — a) dz| w' d s -<
w — a

A, (0)

sup L±M [_И_ Л<2Л/, (_И_ 
zca.(O) |w — a| J 1 |to|a J 1 4-|wi։

4, (0)

ds.
(6)

При z£A։(a) в случае 1) выполняется |w|^>l и |wj |a| 4՜ 1> так что

Г ?(z)— In wdz — I <р (z) — In wdz[ = \— f <p (z) — In wdz <
J dz J dz j dz \

A, (a)\A, (a) -*« (°) Ai (°)

I»

A։(ol
*6A, (a)

Д։(а)

— ds. (7)
А, (а)

Оценим теперь 4-й интеграл в последнем выражении равенства 
(5). Имеем

In (w — a) — w'
J ■ I w—а

Al (а)\А։ (0)A։(O)\A, (0)

А, (а)\А, (0)

j xz । । 1 4՜ |а|։ f |w/| ,ds < ЛТ¥ |а| sup -------- —— ——!— ds.
z6a։(-,)\a,(0) |w — a |w| J 14- |w|։

A։(«)XA,(0)

Поскольку при z£ Аа (a)\A,t (0) выполняется |iu|^>l и |w — а|>1, to

14-|wP = |w| + |W| 14-|w| /__ 1________ |w|

|to — a| |«j.| |w — zzl ,|w — a] \ |w — a| [to — a|

<։+,-j5—- 
• -\w — a| < |a| 4- 2,
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откуда следует
I I ф(х)у-1п^—- Лг <Л/¥|а|(|а| 4* 2)- Г ' (8>
| Л а? т» .о 1 “г 1Ш1

Да (о)\Д։ (0) Да («)*»4‘ <°>

Объединяя соотношения (5) — (8) и учитывая, что множества ин­
тегрирования по оцениваемым интегралам не пересекаются, а также, 
что в случае 1) выполняется |а| ^>2, получим

1 Г
2 т з 

дБ

ф (г) — 1п (та — а) с/г + т (О, а) — (О, °о)
<1г

<£-М,{\а\ + 1УЬ№- 
2 к

По теореме о вычетах
~~ Г Ф (г) ~ Ь (» — а) с/х = В9 (О, а) — В? (О, со),
2 к/ 3 с/с

дО

так что из последнего неравенства вытекает (4) в случае 1)..
Рассмотрим случай 2), когда Д։ (0) П Д» (а) 0. Имеем

Г ф (г) — 1п (та — а) с/х = Г ? (я) — 1п (та — а) с/х +
Л </г 3 с/х
дО Ь.{а)

** (I С <1
+ I Ф (г) — 1п (т — а) </г = 1 ф (х) — 1п (та — а) с/х +

4 с/х J с/с
А1(а) Л։(а)

4՜ | ф (х)- 1п (та— а)с/х+ Г ф(х) — 1п (та—а)>с/х =
3 с/х Л с/х

4, (в)\Д, (0) 4, (0)\д’։ (4)

= [?(«)-—■ Ь (та — а) с/х + [ ф (х) — 1п т~а +
3 с/х 3 с/х та

41 (а) 4, (И)\4, СО}

+ ( ф(г)֊т֊ 1птас/х+ С Ф (х) — 1п (та — а) с/х =
0 <1х J </-

М֊։)ХЛ1(0) 4,(0)\Д։(а)

= Г ф (г) 1п (та — а) с/х + С ф (х) — 1п тас/х 4֊ 
Л аг 1 Нг

Д։ (о) д,(0)

। I ։ \ с/ , ю—а С + I Ф (г) — 1п------ с/х 4- I ф (х) 1п (та — а) с/х 4-
и ах вд I

С։(и)\А1(0) 4։(0)\Д1(О)

+1 /? 1п ш<1г ~ У • (9>
Да (<։)\,Д, (0) Да (0)

Оценим 3-й, 4-й интегралы и выражение в скобках в последнем, 
соотношении. При х£ Д։ (а)\г , (0) в случае 2) имеем |та| > 1,. |та֊а|>1, 
так что как и при выводе неравенства (8), получим
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С d , w—а . .г I । 1 + |w|։ С Iw'l , .?(z)֊ ln------ dz <MJa| sup -----------— • ———
J dz w хема)ХА, (0)1«» — a ||w| J 1 + |«»Г

Д։(о)\4|(0> . ‘|(»Л11(0)

<Mf|a|(|a| + l) f֊֊7*-
J 1 4֊ |w|։

Д. (а)\Д։(0)

При z Ç A։ (0)\Д։ (a) выполняется |w|-Cl, |w — a| > 1 и поэтому

[ ?(z)-^-ln(w — 
J dz

Д,(0)\Д,(о)

a)dz sup
z6i, (0)\Д1 (в)

Д. (О)\д. (a)

|wzl
i +1 «»l։

l±w. f
|w —a| J 1 + |w|։

мо)\д, (a)

ds.

Далее, при z Ç Д։ (a)\At (0) выполняется |to| < |a| +1 и |w|>l^
следовательно ,

Ç d c d C dl <р(г) — ln wdz — ։р(г)—lnwrfz| = |— l 9(2) — ln wdz
J dz J dz J dz

д, (а)\д, (û) â>(0! Oi (a)՜4 o, (0)

<M, sup Г _M_rfs<jWT[(|a| + l)։ + l]X
zea, (о)\Д| (0) |«»l J 1 + |«»l

Д, (а)\Д, (0>

ds.
, Д, (е)\д, (0)

Заметим, что |а| < 2 в случае 2), так что в этом случае выпол­
няется

----  I ? (z) — ln (w — a) dz 4֊ т (D, а) — тп (D, <х>) <;
2 ici J dz

dD
< — М,(а 4- l)’-L(ÔD).

Теперь, точно так же как и при выводе неравеиства (4) в слу­
чае (1), придем к нему в случае 2).

Докажем теперь соотношение (3). Пусть s0 и п0 — комплексные 
числа с единичным модулем, аргументы перпендикулярны и такие, что 
поворот от s0 к п0 совершается на прямой угол против часовой стрел­
ки, т. е. л0 = /Soi зил — направления, соответствующие этим единич^ 
ным векторам. Напомним, что для производной аналитической функ­
ции / = u4-։v выполняется (см., например, [4], стр. 23)

/'И = -('^+/^')=-('-+֊'֊')- (Ю)
30 \ Os OS J Л0 \0л Оп /
£a=£v àu_ /iiï
ds дп дп ds

Применим (10) к функции 1п/ на кривой dD, где So=sofz) нап՜ 
равлено по касательной к dD, а п0—nu(z) направлено по внутренней 
4-340
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нормали к дО. При этом з0— Зо (г) — ։п0 — /ид (г); Ог I
— производная функции / по внутренней нормали. Получаем 

■ дп*
д . 1 и 1 Г , . 1 д. 1- 1п ----- dz=■—\<f (г) —— — 1п  ---------- dz +
г то—а 2 3 п0 (з) Оп* |ш — а|

А,(а)А. (о)

д 1
֊ Т(*) —Г՜. Т-;агг------"Л По (г) Оп* ш—а 
а» (я)

с1г — ’֊л-

2к

А։ (Я>

—^֊ Ль. 
ш—а (12)

а, (и)

Фактически при доказательстве соотношения (4) мы установили 
•следующее соотношение (см. (12) и теорему о вычетах):

МА а) — 1п+-—  -ds—Вв(О, оо)Ч-

? (г) уу аг£ ' Оп

А, (о)

4~ С <Р (г) 1п+|«о| </5 — —Г
2 к J дп* 2 к л

Д, (а) дй

5
(13)

'Покажем теперь, что
I г Г , . д 1— «Рфууагг------ ds-
'2 к и дп* то—а

дО

-—----- Ль 4-
— а

1 С 2к .1
дй

|о|| Л
3

<֊*€• |а|/(<?Я).2 к (14)

В самом деле, используя павенства (11) и з0(г)=— /п0(г) и инте­
грируя по частям, имеем

г 
2^3 

дО

1 ds =
дО

1п-----
2 к Л 

до

</з = — 
2 к ?' (г) зи (г) 1п -—-

!„ I”-
Ль —

дй

А, (0)

А ,(0)

Ль =
ОО

А։(0)

ш—а| Ль I . (15)

1 1 ~ Ль —
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Выражение в скобках равно

|ш — а] — ln+|w|) ds —
4, (в)\4, (0)

Ло (’) Ч' (z) ln+ |w — а| ds.
4,(а)\4, (0) 4, /0)\4,(а)

Модуль каждого из последних интегралов не превосходит вели­
чины |а| / (<^Р)/2и, т. е. справедливо неравенство (14).

Из (13) и (14) получим

B,(D,a)֊± ^(z)/-ln+—L-ds +
2 J dn* w — a dD

+ f«0 (*) f' W ln+ -—-—- ds = B,(D, oo) — ֊- C f (z) — ln+ |w| ds +-
2 «J |w —a| 2 it J dn*oD dD

+ — Г n0 (z) (z) ln+ |w| ds + h (- - M, (fa| + l)s L (dD) +
2 л J \2 itdD

3
+ \a\ l(dD).

2 it

Из последнего равенства, учитывая, что / =----— f и n0(z) =
dn* dn

—— n(z), получим равенство (2).
Величину Ср (D), очевидно, можно рассматривать как аналог не- 

ванлинновской характеристики Т(г). Интересно, что для величии 
C?(D) и Bf(D, а) в полном объеме выполняется аналог тождества 
Картана (см. [1]): для мемроморфной в С функции

2«
Г(г) = — I N(r, е/0) 4՜ const.

2« J 
о

Именно, справедлива
Теорема 2. Пусть w (z)^M(D). Тогда

2«
Ст(£>)=֊֊ [вт(Де‘«)Л. - (16)

2it J 
о

Докажем равенство (16). Из теоремы о вычетах, учитывая (12> 
и (15), получим

2к 2*
~ f Bf (D, eIL, dO — Br (D, oo) = — f —-— C (z) — In (w— e/0) dzd^ =-
2«J 2 it J 2 «г J dz

0 0 dD

2k

= f F? (z) ~ hr- Г In (w — ei։) dB 1 dz =
2 in J dz | 2 it J ~ |

dD e
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Применив к последним интегралам известное равенство
2к

— Г In |w — ert| dB = 1п+ Iw|
2« J

ипомевяв—/на ~ no(z)— Ha —n (*)» получим (16).
dn* dn

Естественен следующий вопрос. Какая величина выполняет при 
рассмотренниях величин By (D, а) роль, аналогичную роли альфорсовской 

def 1 г г |w,|l 
характеристики А (г) = — -------:—~ rdrdy — сферической площа-

X J J (1 + Н г \г\>г
ди w-образа круга |z| г, с учетом кратности покрытия. Из геомет­
рической интерпретации усматриваем, что

Л(г)=— f[n(r, a)rfji(a), где a = |a|eM, dp. (а) 

c
— сферическая площадь элемента сферы. В качестве искомого анало- 

1 С Г■га величины Л (г) рассмотрим величину А 9 (£>) =— । | ВГ(О, а) d\^ (а), 
с

•Связь между величинами Л¥ (О) и Ст(£>) устанавливает следующая 
Теорема 3. Пусть ш (г) Тогда

А, (Р) = С, (£)) + Л (к (60) + I(дИ)\ . (17)
\ тг 2 я /

Докажем равенство теоремы 3. Поскольку — Г I </ц(а) = 1, из 
я / I

с
■ теоремы о вычетах получим

~У ( (-вт(А а) — В,^ ооЛе/р- (а) =

=~ 11 ? 1п ~а) 4/2) (18)
с 5о г

Учитывая соотношения (12) и (15), перепишем последний интег- 
; рал в виде

до 1 “I • .1
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Согласно [1], стр. 181 выполняется

(19)

— ք [---- -----ժ|> (а) =- In . 1 •
к J J lw — а| Հ1 + |я'|։

с
так что выражение (19) можем переписать так

---- — | ф (z) —— In — ds + — | n0 (z) <?' (z) In -. ■■=. = 
2«.1էԼ'ժո* Հ1+|ա|։ 2*J ։Vl + |w|J

dD dD

1 Г d ______ 1 Ր d 1Հ-1 _i_ iw'a=d + + rf։ +
4,(0) 4,(0)

+ ;т֊ Г ? (z) ln+ |w| ds — — f n0 (z) <Հ (z) In ]Հ1 -Ւ |«Հ։ ժտ —
2kJ Ժո* 2* J

- dD 4, (0)

JЛО (z)tp'(z) ds _ __ J По (z) (р/ (г) ln |w| ds (20)

4, (0) dD

Поскольку ln VZ1 + |w|’ на Д։ (0) меньше чем 1/2, а 1п -------------

на Д2 (0) меньше чем 1/2, то 4-й и 5-й интегралы последнего выр аже
М •ния окажутся по модулю не больше —— l(dD). Далее 
4чг

А Сф н Аы vî+i^rfJ < f 2MMç_dsс ^цдо).
2 к J дп* I 4it J 1 + |w|2 2 к ՝

4, (0) 4, (0)

Имеем

շ к J |ш| 
4,(0)

iwz|
1-Hw|։

ds < —- L(dD).
2к

Из (18) — (20) и последних оценок следует (17).
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Գ. Ա. ԲԱՐՍԵՂՅԱՆ, Կ. էն. ՄԱՐՏԻՐ0Ս8ԱՆ. Մհրոմորֆ ֆունկցիաների ճ-կետերում անալիտիկ 
ֆունկցիաների արժեքների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ներմուծվում են րնուփագրիչ ֆունկցիաներ, որոնք կապում են ա(շ) մե- 
.րսմորֆ միակապ Թ տիրույթում Օ֊կետերի գումարր, Ա)Լշ)֊ի ասիմպտոտիկ վարքի և համա­
պատասխան րնոլթադրիչի վարքի հետւ
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Այգ բնութագրիչների վարքը, բնականորեն, նկարագրում է а-կետերի արգումենտները և> 
մոդուլները!

G. A. BARSEGIAN, K. N. MARTIROSIAN. On the value of analytical functions 
on the let of a-pointe meromorphlc in the given domain of the function (summary)'

In this paper characteristic functions are introduced, which connect the beha­
viour of the sums of a-puints, meromorphic in the simply connected domain of D fun­
ction, with asymptotic behaviour and the corresponding characteristics. This characte­
ristic functions give the natural description of the arguments and modules of a-points.
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