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ЗАДАЧИ ТИПА КОШИ-ГУРСА И КОШИ-ДАРБУ ДЛЯ 
МОДЕЛЬНОГО СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

1°. Теория задачи Коши для слабо гиперболического уравнения с 
вырождением на гладком многообразии продвинута достаточно далеко 
(см. [1] ). Изучены также многие случии вырождения на более общих множе­
ствах ([2]). Однако другие классические задачи для таких уравнений 
изучены очень мало. И это неудивительно, если учесть, что уже для про­
стейших модельных слабо гиперболических уравнений второго порядка 
в плоском случае задачи типа Гурса и Дарбу оказываются некорректны­
ми, а попытка их изучения в более или менее общих случаях наталки­
вается на технические преграды, до сих пор не преодоленные. Заметим 
также, что упомянутая некорректность может иметь место, когда зада­
ча Коши заведомо корректна, а уравнение вырождается лишь на неко­
торой гладкой линии (см. [3]).

В связи с этим определенный интерес представляет случай «мини­
мального» вырождения, то есть вырождения лишь в одной точке.

Ниже будут изучены некоторые краевые задачи для определенного 
класса модельных уравнений, вырождающихся в одной точке на границе 
области. ».

2°. Рассмотрим уравнения

<?+ ((* 4֊ ? (arctg (х + <) — 0) д- U — U) = 0, (1)
д- ((« + ? (р (х, 0)) д+ U - U) = 0, (2).

где ч> (х) — произвольная функция = —— ± (х 4՜ 0’ "Г՜ и
Ot дх

Р (х, 0 = [exp (In [(1 4֊ х 4- f) (1 — х — О՜’] — 20 — 1] X
X [exp (In [(1 4- х 4֊ 0(1 ֊ х - О՜1] ֊ 20 + I]՜1-

Характеристики этих уравнений определяются функцией 1֊ (х, 0 — 
= (х 4՜ 0’ и> таким образом, вырождение происходит на прямой х 4՜ 
4՜ t = 0. В данных случаях семейства характеристик выписываются,, 
соответственно, явно посредством формул

х = tg (t 4֊ const) — t,

x = [exp (2t 4-const) — 1] [exp (2f 4՜ const) 4՜ I]՜1 — t

и нетрудно видеть, что речь идет о модельных уравнениях типа предло­
женных в [3].
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Задачи будут рассматриваться в характеристическом треугольнике 
■G, опирающемся на отрезок [0, 1/2]. Обозначим координаты его вер­
шины В, лежащей в полуплоскости f>0, через (р, q).

Таким образом, уравнение (1), рассматриваемое в G, вырождается 
лишь при приближении к точке (0, 0).

3° Задачи Коши с начальными данными

U (х, 0) = а (х), Ui(x, 0) = Р (х) (3)

заведомо корректна при соответствующих ограничениях на ср—достаточ­
но применить один из известных критериев (напр., [1]). Однако для 
дальнейшего понадобятся более точные условия и явные формулы.

Проинтегрировав уравнения (1), (2) по соответствующим характе­
ристикам и учитывая (3), получим

•v f !■
U (х, f) = [<x(z(0, X, 0)֊£։^г'/0, X, />]ехр{ | (г + 

о 
/

4՜ <р (arctg z (t, х, /))“’}‘fr + | | <P (arctg z (vj, x, t)) (₽ (z (v;, x, t)) — 

о

— x* (-»}, X,

л' _U) 1 f p
X (tj+<p (arctg z(t), x. f)))՜1 — £ (q, x, t) exp J (* 4֊

. ”1
I N №

+ <?(arctg z(t, x, f)))՜1 f- £ ֊^1 zi(t, X, t), (4)
где

z(7j, x, O = tg (arctg [(exp {2>j — 2t 4- ln((l 4֊ x -I- f)(l— x — £)֊’]) — 1)X 

X (exp |2tj —2/ 4֊1п[(1 4-х 4֊ f) (1 —x —f)֊1]} 4֊ I)՜1] — q),

U (x, t) =
'V a<‘> (0) f

a (3(0, a» 0) ~ ---- Tj---- 3'(0, e, tj exp( J
о

4- (o(t, e, /)))“’ d f (° (rj. x, f) (P (3 (tj, x, t)) -f- 
o (5)

4֊ 8’(’J. x, f)։'(8(>J, x, 0))-^(8(t). x, t)) - f — ^0} У (q, s, <))jX 

։
x exp j [ (t 4֊ <p (3 (t, e, f)))-« (7) 4- <p (3 (q, ։, f))֊‘ —

,-|0) 5^»6» exP I ( ("4-«P (3(x, s, f)))-։ e, t),

‘-° '• U J (Xo fl
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а х + t = е + tgt и
г(т}։ х, 0 = [exp(]n[(l-Hgr(ij+arctg(x+f) — *))(l—tg(7j +

+ arctg (х 4՜ О— О)՜’! — 2т() —1] [exp (In [(14-tg (tj 4֊
+ arctg (х + 0 — 0) (1 —tg h + arctg (x 4֊ t) — <))֊«] — 2т)) 4. l]-\

Из (4) и (5) следует
Теорема 1. Решение задачи Коши (1), (2) и ((2), (2) а классе

С2(б) Л C(G) существует и единственно при условии

а<‘> (0) 
։1

z' -<£-®(z), L — const 0. (6)-

4°. ЗадачаДарбу
£/(х, 0) =а(х), £/(х֊(О, 0= 40, (7>

где *~(О — соответствующая из характеристик, исходящих из точки 
(1/2, 0).

Интегрируя уравнение (1) и подставляя /-М) (^ д и—>-0), получим

» (х) = <р (arctg х) (0 (х) — х2 а'(х)) 4֊ v (р — х sin 2р) — 
—, (р — х sin՜2/? + ф (arctg х)) / (р — х sin-2p).

Это соотношение, связывающее а, 0, V—ключевое. 
Проведя второе интегрирование, получим

I N a(i) (0)
U(x, /)= a(z(0, x, 0)֊ S —

I 1=0
Z1 (О, X, О Q (0, х, 0 +֊

г!

4- J jp(?l, x> + Ф (arctgz(tj, x, ^))) v'(e(1J. *, 0) ~ 

0
N aW (0)

— v (Ц*!, x, 0) + £----- ----- «'U x, 0
i=U П

(7) 4- <р (arctg г (м, X, О))՜1 —

N atom) 1 " a(O (0) ,- S x> 0 Qx‘ 0^ + 2 ——^-^(f, x, 0.
"on J z=o n

где
0 (fl, x, t) = p — tg (arctg z (ij, x, t) — tgvj) sin ։p, 

t
Q (fl, x, 0 = exp I у (x 4- ? (arctgz (x, x, f)))՜1 ՛

Отсюда следует
Теорема 2. Решение задачи Дарбу (1), ’(7) в классе С2(б) Л 

П С(О) существует и единственно при условии (6), если дополнительно- 
потребовать, что

(р (р) - (p))W + а(1) (0) = 0, i - 1, 2,..п. 

5°. Задача Кош и—Д арбу

Ut(x, 0) = ₽(х), U(x֊(t), t) = (8)-
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сводится, как нетрудно убедиться, к интегральному уравнению

U (х, Z) — ЛР - (* + t ֊ tg t) sin֊» IF, (0, x, t) + 
t

+ J {? (s Оь x (° (3 (•>?, x, 0) + 

p— (x+<—tg n։ln~։p
+ 8’ (l» x, t) U' (3 (t), x, 0), 0)) — U (6 (tj, x, 0), 011 X

X (vj, x, t) (r( 4- <f>(3(7), x, Z)))-*| df(,
згде 

p—(x+i—tg /) sin՜’ p
W{ (0, x, Z) = exp | J (т -I <p (3 (t, x. /)))֊■ d--

I 
t

lFa (v, X, t) = exp | | o 4- T (3 x, Z)))֊1 ■

ч
При Z=0 приходим к интегральному уравнению типа Вольтерра:

U (х, 0) = Ф (х) + R (х, р) U (8 (р — х sin 2р, х, 0), 0) — 
р- х sin- 2 р

- 2 J К (т|г р, х) 6'(8 (7J, X, 0), 0) <//), 

о
которое однозначно разрешимо, если |/?(х, р)|<1 и

р—х sin-2 р
J \К (т(, X, р)| dr, -*■ 0, где р — 0 при 

0
R (х, р) = 2 ® (8 (р — xsin֊’p, х, 0)j 8’ (р —xsin֊։p, х, 0) ехр{ — 

р— х sin-2 р
— | (“ -f- ® (8 О» х, 0))) 1 cZ-tj [р — х sin֊’p 4-

V

+ ? (8{— xsin֊’p, х, 0)) 8' (р — xsln֊ap, х, 0)]֊’,

АГ(т), х, р) = ехр J (т + ф (о (т, х, О)))֊1 сД (7} 4- ? (8 (т), х, О)))֊1 — 

о

Т (8 (l. х, 0)) 8։ (у;, х, 0) X
d
df\

Чтобы обеспечить эти условия заметим, что если Я՜-р — хзт֊ар, 
О< Ч<Р
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2 & (?, X, 0) (3' (<7, х. О))֊֊1 < 1 Ц- 1/9.(д + х)4 + 2;3(д + х)\ 
я

ехр {— | (■։ -г ? (о х, О)))՜1 <л}<ехр| — ?(ф(х)+(142х’ф'(*))д)-1}<Ь 

о
то |7? (х, р)| 1.

Для доказательства второго неравенства заметим, что

max |ХГ (т;, х, р)| = N (х, р) 4֊ <*> при х > 0.

Обозначим найденное решение через V (х, /) и в = х 4֊ t — tgf. 
В итоге получим

Л' у(1)(о) .
U (х, t) = (v (р — в sin-’p) — £ --------- (р — esin-’p) ) 2։ (е, t) 4.

1=0 Я

<Р (3 (’i, е> 0)) (ß (о (т), в, 0)) + 3’ (ч, е, 0) V (8(т(, е, 0), /) —

р—I ein՜2 р
N ^(l) ( п) ֊(И(8(г„ г, 0), f)-V-----А22

i—о n

- S С7։-*•е) dr> + S —֊^
/=о /I ) ։!

где 
t

Й։ (е, f) = ехР | j (т + <р (8 (т, е, О)))՜1 »

р — в sln~ р
t

Qi (■։?. Л е) = ехр | рт + т (8 ft, е, О)))՜1 rftj .

Отсюда следует \ .
Теорема 3. Решение задачи Коши—Дарбу ^2), (8) существует 

и единственно в классе C2(G) П С (G) при выполнении оценки
N VU) lD\ I

V (z) — У ------—- zl < L ф (z), L = const > 0.
z"° г I

6°. Задача Гурса с граничными данными

и (х+ (0. О = ^0 (0. и (х- (t), t) = ф, (0. (9)

ггде x+(Q—пара характеристик, исходящих из точки (0, 0).
Проинтегрировав уравнение (1) по соответствующим- характеристи­

кам, получим 
t

f/(x, ՝Fo (саО (Cjt + <р (СзО)՜1 + рс։ X ф"։ (С1 т)— 

Св/

— (с։т) (t + ф (Z3)) 2 rft [f + ф (f3)J-‘.

7-255
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После упрощения этого интеграла получим

U (х, t) = (t + <Р U3)) [Ч'о (c։/)(c։f 4֊ f (сз0)-։ 4֊ 
+ (c4( ЧТ; (c4f) ֊ ЧГ1 (c4t)(c։f 4֊ <₽ (#»))-’] ֊ 

/
- c.t v; (c,o + *։ (c.o + c5 J f »г; (,.C1)(t + <p (^))-։ dt, 

cti

где c։ = 3*՞, c3 = c։ — 1, c4 = c։ • c։, c5 — c’.
В итоге получаем следующий результат:
Теорема 4. Решение задачи Гурса (1), {9) существует и един­

ственно в C*(G), если 1/2] и

|ЧГ0 ММ + <р (с30)՜’ + (с4< чг; (c4f) -

- (c4*)(c։t + ? (f’))-1! < L а 4֊ Ф («»))֊*, L = const >0.

7°. Из приведенных результатов следует, что наличие одной (угло­
вой) точки вырождения гиперболичности, как правило, приводит к усло­
виям согласования в этой точке {или даже в других точках, см. теоремы 
2 и 3), если изучаются классические задачи для гиперболических урав­
нений.
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