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ОБ ОДНОЙ ГИПОТЕЗЕ Л. В. МИКАЕЛЯНА В ТЕОРИИ 
ДЕТЕРМИНАНТОВ ВИНЕРА-ХОПФА

1°. Пусть к—функция из £’ (R), и k^L* (R) — ее преобразование 
Фурье

СО

£(х) = ^к(1)е‘^ dt (x£R). 

—со

Положим а = 1 + к и обозначим через Т- (а) или / -+- Т- (к) усечен­
ный оператор Винера-Хопфа, действующий в пространстве L1 (0, т)(0<^ 
< т \ со) по правилу 

т
(7\ (а) ф) (/) = ф (t) + J к (t — $) » (s) ds (0 <^t t).

u
Функция а называется символом семейства операторов Т-. (a) (0<t<^

<^со). Если k^L1 (R)» то операторы (к) являются ядерными, и по­

этому можно определить детерминанты D- (а) : = det (/ 4֊ Т- {к) ) 
(см. [1]). В случае .регулярного“ символа а асимптотика детерминан 
тов D- (а) при -с -> со описана известной формулой Ахиезера—Каца 
(см. [2]). В недавней работе [3] Л. В. Микаеляна рассматривался 
один класс „сингулярных“ символов, а именно, класс символов вида, 
а = о? • • • а.лг bt ТА& lx

I x — а 2r (x — a.\2r<«= “ =((L.)4ir <•€«•' >
и b—«регулярная» функция. Отметим, что символ а обращается в нуль 
в точках at..... ад-, из-за чего формула Ахиезера-Каца не применима. В
настоящей работе под «регулярной» функцией b будем понимать огра­

ниченную рациональную функцию такую, что 6(±оэ)=1, Ь (х) О 
при всех x£R и ind 6 = 0 (ind 6 обозначает число оборотов образа 
функции 6 относительно начала координат). В этом случае 6 допуска­
ет факторизацию Винера—Хопфа 6 = 6—6+ (будем считать,что 6+ ( + 
±°°) = 1), а формула Ахиезера—Каца дает D- (b)~G (Ь)х Е (6) (t-*co). 
с некоторыми постоянными G (6) и Е (Ь).
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Л. В. Микаелян [3] выдвинул гипотезу, что

4-г2
Л.(а)~Се-(Г14- +^” С(6рт 1 Лт-со), (1) 

где 
с- с£(6) П ->У; п /------ ««/—<)■ + !)’ У՛''

у-Д *(«/) / \ +4) (ау-а/)։/

(2) 
и с—некоторая постоянная, зависящая только от Г\.... Мы выдвигаем
гипотезу, что для постоянной с можно указать вид

г?*" +,лг /V
с =(1/2) П С(г.+ 1)։/С(2г,+1), (3)

У-?

где О (г)—так называемая функция Барнса (см. [4]). Отметим, что 
■О (г) является целой функцией, удовлетворяющей соотношениям 0(г-{- 
4֊ 1) — Г (з) С (г) и С (2) = С (1) = 0. В частности, если т 3 — це­
лое число, то С(т) = (т — 2)1-• -21 11.

Гипотеза Л. В. Микаеляна является континуальным аналогом одного 
результата X. Уидома [4] и была доказана в [3] Для некоторых частных 
случаев (а=о;Ь, а = о։1о։, или п = о2). В настоящей работе эта гипо­
теза доказываетя для случая, когда г։,•••, гы—целые числа.

2. Пусть &—ограниченная рациональная функция на R такая, что 

О(±оо)=1. В таком случае операторы (к) являются операторами 
Гильберта-Шмидта в к2 (0, т) и, следовательно, можно определить регу­

ляризованные детерминанты О- (а): — (/ 4՜ Г, (к)) (см. [1]). Следу­
ющую теорему можно считать континуальным аналогом формулы К. 
М. Дей [5] для теплицевых определителей с рациональным символом.

Теорема 1. Пусть

а (х) = 1 + I (х) = п' (х ֊ ?л) П (х + А,)՜1 П (х - грт)՜’ (х£Н), 
/—I т—1

։де Ке)./>0, Еер.т>0, у > 1, б>1 и ?1։* — попарно различ­
ные комплексные числа. Тогда для всех т£(0, со) имеет место ра­
венство

к (14- 0) +
g

В-.(а) — е Е WM еа^-, 
м

(4)

здесь М пробегает все множества Л/с|1, 2,-՛-, g 4՜ s|, такие, что 
card М= s, и полагая М={1,՛ • •, g 4՜ з)\Л/, Q = (l,- ••,#}, S= {1,- • • 
• • •, s), имеем

«>«= S ։‘v (։ = V—1)>
уем

WM=* П (i^+ Rj„) П (kz- й4) П (рт 4- 1ч)-1 П (й,- - й*)՜1.
Уб-и ™е5 jGm
т($ *€Л1
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Доказательство. Разлагая а на элементарные дроби, легко ви­
деть, что ядро к является непрерывной функцией на [-т, т] Х{0) и что 
(конечные) пределы А։(0±0) существуют. Можно показать, что

А(а)=Нт<։е1(/ + — » (5}
Л-»- \ п \ п //(./_ О

если только в правой части (5) полагается к (0)=0. Символы теплице­
вых детерминантов, встречающихся в правой части (5), являются рацио­
нальными и поэтому они могут быть вычислены при помощи формулы 
Дей [5]. Переходя к пределу при П—>֊оо, получаем утверждение теоремы.

Предыдущая теорема решает проблему вычисления детерминантов

О- (а) для рациональных символов а. полностью. Отметим, что, совер­
шая подходящие предельные переходы в (4), можно освободиться от 
требования, что £я+з должны быть попарно различными.

тогда и только 
а— рациональ-

СО
формулы:

Легко убедиться в том, что Т х(к) является ядерным 
тогда, когда к (0 — 0) = к (0 + 0) = к (0) (вспомним, что 
ная функция). В этом случае имеем

Л(а) = Д(а)

Сочетая (6) и теорему 1 получим, например, следующие

)=е-э'՛ с°5 (Ке ₽ > °>'
\ X | /

.4 \ 1 I / «г \ 4 /я-\8 / х 2
) = |(— ) 4-8(—4 + 24/ —) 4-30 —+ 12 -

к(х։+1)7 12|\2/ \2/ \2/ 2 .

Вторая формула была другими методами установлена Л. В. Микаеляном 
[3], который также доказал, что 2Х(х4/(ха + 1)’)— (1/12) в-2’(т/2)4.

3°. Предположим теперь, что а имеет вид

а (х) = П (֊֊"У7 (~ ? Ь «Ю, (7>
/_1 \ х + ։ / \ х — I /

гдег = ]/—1, «։,•••,«« — попарно различные вещественные числа, 
г) и зу — натуральные числа такие, что > 0 и г =
•^5=2 5; и где Ь—»регулярная" функция. Следующая теорема яв­
ляется континуальным аналогом основного результата работы [6].

Теорема 2. Пусть а имеет вид (7). Полагаем

ЯК = (тп1։- • •, тлг)£2лг: 0 < ту пцН------- 1- тК= к|,

{л 
Д ,т^ £ ЯК-

ЯК*=-|(т1։ •••, /ПдО^ЯК : 2 ту(яу —т/) = <21>.
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■и пусть а = 1 -Ь к„, Ь — 1 + кь. Тогда при т —* ос
-■И*о(0+0)-*й(0-Н>) + г] -

. Ох (а) — е С (Ь)' ~Ч X
, н \

X 2 Няи—.т/,е + Д(т) ,

где Д(т) = О(1/х) при 0>1, Д (т) = 0(6՜*') с некоторым о>0 при 
<2 = 0, и

(г (Ь) = ехр —
о

ЛГН)#(0Л.(4*-:1 + *?),

1 ’с^+ис^+п
....си, + 1) х

№ т/з *9/ — 1П1)г — т/ (зь — ть)
X П [(1 +/«/) (1 - ։ау) ]П (&/-**) х 

/-1 ;**
Д' -т, —(։у-/П|)

Е(Ь) Ь-(- г)' Ь+(։У П М«у) М«/)

Доказательство получается из теоремы 1 с помощью подхо­
дящих предельных переходов в (4) и из результатов работы [6]..

Отметим один интересный частный случай предыдущей теоремы 
(дискретный аналог см. [7]):

Х'^Я __ ' С(Г + 1) Ь (б + 1) е_. (Л {О+О)4.Г] / т \" ։ /дч
(х-Н'У (х— /)* С(г-|֊б-+-1) ՝2/

,/п . 1 Л (Г-у з\/г+ 7—2\/ IV
7 "Аз —;/\ ; —1 2/

4°. Оператор Т-. [хг+*(х — ։)~г (х — 0՜՜*] — I является ядерным 
тогда и только тогда, когда г = 5. В этом случае из (8) и (6) вытека­
ет, что при г = 1, 2, 3,

Л <?(г + Рэ 
С?(2г+1)

(т-> со). (9)

Следующая теорема подтверждает гипотезу Л. В. Микаеляна в случае 
рациональных символов.

Теорема 3. Пуст а = а«*՛ • • 6, где и, ■ • •, гы— натураль­
ные числа и Ь—" регу лярная" функция. Тогда справедливы (1). (2) 
и (3).

Доказательство. Полагая в теореме 2 имеем Ж—Ж* —
= {(г1»‘֊,> глг)) и Г?1 откуда вместе с равенством (6) получаем
утверждение.

■5°. В заключение отметим, что гипотеза Л. В. Микаеляна может быть 
доказана методом работ [8], [9] для случая 0<г;-<1/2 (или даже 
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| Re rj | <1/2), если только установлена справедливость соотношения (9) 
для 0<г<1/2 (или, соответственно, |Rer|<1/2). Итак, как первый 
шаг в доказательстве этой гипотезы в полной общности, предлагаем до­
казать (9) при нецелых г. Заметим, что все выражения в (9) являются 
аналитическими функциями от г.
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