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1 (а). В работе [1] доказана следующая
Теорема I. Пдсть \fk (z})” <^НР (1 < р < + kj), sup (|/Д>1 < 4֊ Л •> 1

4-от и (/*(9) Г (Д(9)=/*(е/։)) сходится на множестве £с[0, 2л| 
положительной, меры. Toi да I/* слабо сходится в Нр (в смыс
ле слабой сходимости последовательности элементов банахова 
пространства Нр).

Нр — это пространство Харди функций /(z), голоморфных в кру
ге D:|zKl и таких, что 

2ж
1Л> = sup Р- f l/te'*)/' <4 < + °о.

о<г<։ I 2it J Iо
Напомним (см., напр., [2]), что /(г)^Нр, то почти всюду на ок

ружности |г| = 1 существуют некасательные граничные значения 
/(е/։)=7(0), причем

։< ' Нр

I 2г Л )
о

Цель настоящей заметки—доказать теоремы типа теоремы 1 для 
последовательностей функций из пространств Нр(а) М. М. Джрбашяна.

(6) Нр(а) (р>0, а>— 1)— это пространство функций /(г), го
ломорфных в О и удовлетворяющих условию

Пространства Нр(а) были введены М. М. Джрбашяном в его ра
боте [3] 1945 года. Им был установлен ряд важных свойств этих 
пространств. Одно из них следующее [3, 4]: если /(,г)^Нр(а) (р> 1, 

— 1), то 2 г. 1 

О О
Отсюда вытекает оценка



О сходны ости последовательностей 183'

И(х)|<|/Ь..(1֊Н)-(-+։), г^о, (3).
и поэтому Нр(а.) (р'^>1, а^> 1) с нормой ,—банахово простран
ство.

Заметим, что Нрс.Нр (в) (р 0, а >—1). Кроме того, справед
лива

Теорема II [4]. Если 0 < р < + оо, то голоморфная в И функ
ция /(г) принадлежит Нр тогда и только тогда, когда интегра
лы (1)“равномерно ограничены при а-> — 1.

Замечание I. Если функция /(а) голоморфна в Д, то при. 
всех />£(0, + ос) существует предел (конечный или бесконечный.)

։« пр
1։и|/Ь.«= зир Ц- С |/(ге<։)Р .

»-—։ о<г<1 ( 2к 7
о

Замечание. II. Последовательность {/*(г))Т* голоморфных в ГУ 
функций лежит в Нр(Ъ<^р < 4- оо) и сходится в этом пространстве: 
тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

(/) Вт ։< + оо (к = 1, 2,- • •);
а-*—1

(И) для любого е^>0 существует /V, }>0 такое, что
Вт « < е (Л, т > М).

а-»-—1

(в) Последовательность с/) будем называть множеством՛ 
единственности для Нр(а), если не существует отличной от тождест
венного нуля функции из Нр(а-), обращающейся в нуль на этой после
довательности.

Пусть числа г)(г]=/=^) пронумерованы в порядке неубывания՛ 
модулей, п (/)—количество этих чисел из круга 4|-С и

/V (г) = у Л.

О

Теорема III [4]. Если р О, а > — 1 и
1

(1 —г’)« еР»<П(1г=+ со, 
о

то — множество единственности для НР(*)-
Отметим, что в работе [4] установлены также другие достаточ-- 

ные условия, при которых {г7)Г—множество единственности для Нр(а).
2 . Приведем основной результат заметки.
Теорема 1.. Пусть р 1, а > — 1, {/* (г))“ Р (а) и (г,)?

—множество единственности для Нр(о). Если существуют преде
лы /

Вт = с, (/ = 1, 2,-՛ ) ДО
*-+-
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и равномерно относительно к(к = 1, 2,֊,֊)
2 г I

lira Г I (1 — г’)’ If к (re"')lf’ rd г d4 = 0, (5)
6- + в J J 

о j—։
то последовательность {/л(.г))Г сходится в Нр(л).

Доказательство. В силу (5) для любого s^>0 существует 
не зависящее от к(к = 1, 2,•••) число о^(0, 1) такое, что

I 2«
Jj (1 — га)*1Л('֊ей)|Р rd 9 dr<^e(k 1). (ь)

1-6 о

■Отсюда, в частности, имеем
1-6/4 2к
J lfk(re‘e) rd6dr<e(k>V.

1-6/2 0

Значит, при каждом к > 1 можно найти , 1---- —такое,
• \ 2 4 /

■что 
2*

] (1 ֊ 4)17* (гк вя)Р г* <# < « (4/8) (£ > 1). 
о

.Поскольку эти неравенства можно переписать в виде
2я
[ I/* (г* е'։)Р < 4е/(8 гк (1 ֊ г»)’} (к > 1),

о
то существует не зависящее от к число С>0 такое, что

2 к

[|/*(г>ей)/'<Я<С(£>1). 
о

Из формулы Коши

/*(2)=-1- 1՜ (1г|<1-8),
2 к I ./ ч — г

|:|=г4

пользуясь неравенством Гёльдера и оценкой (7), получим 
тах {|/*(а)|: |г|< 1 — 8| < с։ (^ > 1),

где С,>0 не зависит от к. Отсюда и из (6) следует оценка
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так что
sup (|/*L «) = М< 4- со. (9)

Пусть теперь {/*n(z))iJ— произвольная подпоследовательность 
последовательности [/*(z)|”. Из (9) и (3) вытекает, что функции 
Jkn(z) равномерно ограничены внутри D. Следовательно, по теореме 
Монтеля из {fkn (z)}“ можно извлечь равномерно сходящуюся внутри 
D подпоследовательность \fkn. (z)|i°.

Предположим, что е^>0 произвольно, а число 8 £ (0, 1) выбрано 
так, что выполняются оценки (6). Выберем также не зависящее от j 
и т число /V>0 таким образом, чтобы

|/*я («) ~fk»m </• т > N'> М < 1 —8) (Ю)

Посредством выкладок, аналогичных (8), с использованием (6) и (10), 
получим

1А, ֊А. a«*'՜1 +2(a + DM U, m>N).1 т
так что последовательность [/*д (г))Г сходится в Нр(а.).

Таким образом, из условия (5) следует, что последовательность 
,(/t(z))“ компактна в Нр(а.).

Чтобы завершить доказательство теоремы остается заметить, что 

■если (/*„(z)}“ и (/*„ (г)}Г —две подпоследовательности последователь

ности (/*(?))", сходящиеся в Нр (а) к функциям /(z) и /(z) соответ

ственно, то /(z)=/(z), z^D (это следует из (4) и того, что (zj”— 
множество единственности для Нр (а)).

Следствие 1. Если последовательность {/t (z)}? сНр (р 1) 
слабо сходится в Нр, то она сходится в Нр(а) при всех а^> — 1.

Действительно, если последовательность {/*(z))” слабо сходится 
в Нр, то sup <^ + 03 и эта последовательность поточечно схо- 

*елг
.дится в D. Кроме того

1 2к 1
J (1 — г’)“ |/* (reM)lp rd 0 dr < { j (1 — г’)“ г rfrj • 2к sup — 

՛։-։ о 1-г

=[։(2֊։)]*+։^suP^֊
а 4֊ 1 k£N

Значит для последовательности (/*(«)}” выполнены условия теоремы 
1 при всех а>— 1, так что она сходится в Нр(а).

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, так как сущест
вуют последовательности {/* (z)}“ сНр, для которых *litn « —0

при всех а>— 1 и, вместе с тем, lim °՜--

Докажем более общее
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Предложение. Пусть \fk («))“ ^Нр(1 < р <4- оо) — произ
вольная последовательность. Тогда существует последователь
ность {F*(z))“аНр, удовлетворяющая условиям

(i) |Ь|р = 1/4р(* = 1, 2. - ).
(11) при всех а^> — 1 *Нт ИИр. « = 0-

Доказательство. Пусть (а*|i° — убывающая последователь
ность действительных чисел, причем Jim а*= — 1, и пусть

Af/Jr) = ||/*(ге«)|'</в (0<г<1; Л = 1,2,...). (11>
О

Поскольку при к=1, 2,пт = 1, 2,•••; 0 <r < 1 
Л*/*(г)гт'<ЖЛк(г)<2к|/А|;

и при фиксированном к Вт Л//А(г) гтР = 0, то в силу теоремы Ле- гп * "|- сю
бега о мажорированной сходимости

1

lim f (1 - г’)*фИ/А(г) г”'] г dr = О (*= 1, 2, - • •).
т * + оо J 

О

Поэтому при фиксированном к = 1, 2, ••• существует число О, 
такое, что

1
j(l-r’)։*[^/A(r)r'n*₽]rrfr<l/L * (12)

о
Убедимся в том, что функции /ч (z) = z т*/* (z), к = 1, 2,••• * 

удовлетворяют условиям (i) и (11).
Равенства ЦЛдЦ, = [/*]„ (к = 1, 2,• • •) очевидны.
Пусть а > — 1 — фиксированное число. Поскольку а* I — 1, то

— 1 “ при к (а). (13)
Поэтому при к^-к (а) из (13), (11) и (12) получим

2« 1 2к' I
f | (1 — г’)“\F„ (/-е<в)р rd г dG < ( i (1 — г’)“* |/:*('֊e,V г dr dG =

о о о о
1

= f (1 ֊ r^Mfk (r) dr < l/<
ü 

откуда следует (ii).
Следствие. 2. Последовательность |/л(г)|” голоморфных в 

D функций лежит в Нр (р > 1) и слабо сходится в Нр тогда и 
только тогда, когда

’!<+«’> (14)
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сходится в Нр (а) при некотором а > — 1. (15)
Дока зательство. Если последовательность {/* (z))“ лежит 

в Нр и слабо сходится в этом пространстве, то в силу следствия 1 
имеем (15). Кроме того, sup <+ «>, так что с учетом замеча
ния I верна оценка (14).

Обратно, пусть последовательность {/* (з)}Г голоморфных в D 
функций удовлетворяет условиям (14) и (15).

Из (14), с учетом замечания I, получаем: (/* (z) }® с Нр и 
sup “ <Z---- г »• Поскольку Нр — рефлексивное пространство
(см., напр., [1]), то из ограниченности последовательности норм ((УДр) 
в силу теоремы Банаха—Алаоглу вытекает слабая компактность пос
ледовательности [fk (z) |“ в Нр.

Пусть (A„(z)}“ и 1У*Я(^))Г—две подпоследовательности последо
вательности {4(z)|“։ слабо сходящиеся в Нр (а) к функциям f (z) и 

У(г) соответственно. Поскольку Нрс.Нр{л}, то Нр[а.)<=.Нр, поэтому 

последовательности 1У*Я(«)}Г и |ДЯ (z)| сходятся также слабо в Нр (а) 

к функциям /(z) и / (z) соответственно. Отсюда и из (15) заключаем, 

что У(г) = У(г). Следовательно, последовательность (У*(г)}“ слабо 
-сходится в Нр.

В заключение заметим, что сопоставив замечание '11 и следствие 
'2, можем утверждать следующее.

Если {y*(z))i° — ограниченная в Нр (р 1) последовательность 
-функций, то ее слабая сходимость в Нр равносильна сходимости в 
Нр (<) при а > — 1, а её сходимость в Нр равносильна сходимости в 
/7р(а), равномерной по а > —1.
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