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С. С. АКБАРОВ

О СТЕПЕННЫХ РЯДАХ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ В 
НЕНОРМИРУЕМЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Как известно, область сходимости всякого степенного ряда

ЕЛ..ЦС (1)

является кругом на комплексной плоскости С (возможно, нулевого или 
бесконечного радиуса) с точностью до точек на границе. Этот факт яв- 
ляетя следствием леммы Абеля, согласно которой область сходимости 
ряда (1) (с числовыми коэффициентами) вместе с любой своей точкой кц 
содержит и все точки, по модулю меньшие %о.‘

Легко проверить, что лемма Абеля выполняется и в случае, когда 
коэффициенты {хп} степенного ряда (1) являются векторами какого- 
нибудь банахова пространства, а сходимость понимается в метрике 
этого пространства. С другой стороны, как показал В. Желязко [1] в 
пространстве 5 измеримых по Лебегу функций на отрезке [0, 1] с то
пологией сходимости по мере можно указать последовательность векторов 
{л'п} такую, что область сходимости ряда (1) совпадает с любым напе
ред заданным конечным множеством в С, содержащим нуль. В связи с 
этим возникают следующие впросы:
1) какие вообще множества на комплексной плоскости могут быть обла
стями сходимости степенных рядов с коэффициентами из различных топо
логических векторных пространств (ТВП) ?
2) каким требованиям нужно подчинить ТВП, чтобы исключить воз
можность появления в нем степенных рядов с аномальной областью схо
димости?

Их рассмтрению и посвящена настоящая работа.

1. Степенные ряды в пространстве 5

В этом пункте мы коснемся вопроса о том, какой может быть об
ласть сходимости степенного ряда в уже упомянутом пространстве $ 
(см., напр., [2], стр. 63). Первому содержательному утверждению мы 
предпошлем две несложные числовые леммы.

Лемма 1. Существует стремящаяся к бесконечнсти последователь
ность натуральных чисел {Ль}, обладающая свойствами:

<» н. ՝
/? */Л’<оо, (2)

*=1

у£> 0 ----- > оо. (3)
А-* «•
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Доказательство. Нам достаточно просто выбрать монотонную- 
последовательность {ft} со свойствами У 1/А։ •< 1/Z! и

положить hk — I՜*՜*՛fi-i -С k<Zfi■ Мы получим

1/F< У /?'//!< оо, 
*=։ “։ м 1=1

Р Rhk> RK,։> hk\ £**-> oo , у/?> 0. 
л - «

Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть {fi} и {gi}—произвольные последовательности на

туральных чисел, причем {/;} стремится к бесконечности. Существует 
последовательность {ал} положительных чисел, обладающая свойствами?

2 а* = оо, (4>
я=1

У а* - 0. (5>
1-а. 

Доказательство. Совершенно очевидно, что нам достаточно 
рассмотреть случай, когда ]//) и монотонны и ft^gi- Выберем: 
последовательность индексов ma ։ g- <.tm и положим a4=l/n(g_ — 

~8т„_^ ПРИ S.-nn_} <k ՝< %тп (““ считаем, что go = zno = O). Легко- 
проверить, что последовательность 1а*| будет искомой. Лемма 2 до
казана.

Отметим попутно, что построенная нами последовательность обла
дает следующими дополнительными свойствами: для любого k

0<аА<1, (6)-

аА-0. (7)

Лемма 3. Для всякой последовательности полиномов {Ра} суще
ствует степенной ряд (1) в пространстве S с областью сходимости D, 
удовлетворяющей ограничениям:

p.£C:‘TtalP* (л)|<1|и(0}сРс)л^С: Ит |р4()-)|< l)U{0|. 
* А

Доказательство. 1. Обозначим £={).: lim (k)| < 1},. 
F = р.: lim ря (>֊)| -С И и отметим ^следующие очевидные свойства этих 
множеств:

VHf Л’1 п рДХЯ-О, (8)
k<l<ik k— =։

1 П (9)
Л к<ки к~»

2. Рассмотрим последовательность {йл} с описанными в лемме 1 
свойствами и положим

qk (')= П pt (X).
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Обозначим через Ьпк коэффициент при П-й степени аргумента в полиноме 
Чк и выберем строго растущую последовательность такую, что

<?*(х) £ Xя Ь1.

Вспомним, что {Лл} стремится к бесконечности, поэтому при всяком 
фиксированном п лишь конечное множество чисел \Ь%; к£/У] отлично 
от нуля. Выберем монотонную последовательность {йп}, обладающую 
свойством:

V" V* > М2 = 0. (10)

3. Положим /1= к-*-*- <1к-\ I < 4к и применим лемму 2 к после
довательностям [//} и {#>}- Пусть [аА| — последовательность, обла
дающая свойствами (4) —(7). Положим т0 =0, т1 = тах[1^Л/:

X а. < 1}, тогда

(11)

4. Каждому индексу / £ № поставим в соответствие полуинтервал 
на действительной оси М( = [0, 2 в, [. В силу (11) все \М1 ]

л։/—1<А<т I
являются подмножествами отрезка [0, 1], причем из условия (7) не
медленно следует, что

р(Л/))= X
/Л А / «* ОО

5. Разобьем каждый полуинтервал М[ на полуинтервалы {/*; 
т1_1 < £ < т,} с длинами (аА; т1_1 < к < п^]. Пусть (уА| — индика
торные функции множеств (/*):

У*(0={ о, <€[0, 1]\7?
1,

Каждому X £ С поставим в соответствие ряд qk (X) ук в простран- 
А

стве 5 (эта конструкция еще не будет степенным рядом) и рассмот
рим множество

£={Х£С:ряд S Чк^Уь сходится в 5).
А

Покажем, что E\J {0) С р |J [0j,
а) Если У-^Е, то из (8) получим.- gZ у£> I |дл (Х)| < р.|А*/Л, отку

да, с учетом (2)
£к*(х)|+ ЕР-Г*/*’ < «’■

А-1 k<t k>l
I

Это означает, что ряд £ qk (X) ук сходится поточечно, а поэтому и в 5. 
А

б) Пусть Х£?и {0), тогда из (9) получим: уА > l\qk (Х)| > 
> к3 |Х|л*, откуда, с учетом (3),

1<7* (Х)| — «и.
А-» 08
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Зафиксируем индекс 4 : ук > |д*(')|> 1. Для всякого по
луинтервалы {/*; т1_1 < £ С не пересекаются, поэтому

У։>4¥*СМ I £ (Л > 1.
<"/_*< « <"1

Это означает что
Р(*6(0, 1]:| £ <7й(Х)^(0|>1։ = и(^)->1^0

<Я|—

и, следовательно, ряд £ дл (X) ук расходится в 5.

6. Положим теперь

х„=£ б5гг*== £ 6*У*- (см. 10>
»-1 *«л

Покажем что множество И является областью сходимости степенного 
ряда £ >п хп. Для этого зафиксируем Х£С и рассмотрим частичные 

п 
суммы

£ л"х, = £ Xя £ blyk = £ Xя X Ь1ук = 2 (X и
п<1 П<1 n<l k<gt b<g[ \л<1 )Ук

(здесь мы использовали ֊(10) и свойство монотонности {gj}). Так как 
yk<ifi dk < dfi-i < I (из определения {//)),

£ (£ >•" bi\ук= £ (X) поэтому
k<fl \п<-1 ] k<fi

£ хЛ хп — £ о) _ £ (£ хя 6*'i 
п<1 ։ k<fI УУk fi<k<gi\n<l ) Ук

(легко заметить, что эта формула распространяется и на случай, когда 
Однако, в силу (5)

И (supp £ ('£ ^б՞՝) ')< 5 H-fsuppy^ = £ aft ֊► 0.

Таким образом 
$ 

£ x"xrf- £ gjx)^^o. ■ (12>
п<1 l— ®

Последовательность {*4} мы выбирали строго растущей, поэтому {fi} 
монотонно стремится к бесконечности, причем У/lfi+i -^fi +1, то есть- 
[//] пробегает все натуральные числа, начиная с/։. Поэтому (12) как 
раз и означает, что ряды £>"хя и £ qkQ) ук сходятся или расхо- 

л к
дятся одновременно. Лемма 3 доказана. 

СО
Лемма 4. Пересечение П Di всякой счетной системы множеств 

{£>։}, являющихся областями сходимости степенных рядов в пространст
ве S, само является областью сходимости степенного ряда в S.

Доказательство. Обозначим через S։ подпространство в «$,. 
состоящее из функций, носители которых сосредоточены в полуинтервале 
h = I—-—• — I. Для всякого l(zN пространства S и Si изоморфны;. 
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пусть <pz: 5 ֊> 5z — какой-нибудь их изоморфизм. Если теперь ряд 
£ХяХл имеет область сходимости Di, то ряд S X՞ ?i(х1„) будет.иметь 

ту же область сходимости Di. Положим

Хп = Ё <?l(Xn) (supp ®z («я) С Л).

Степенной ряд 2 Х"хя будет сходиться в 5 тогда и только тогда, когда 
п

он будет сходиться по мере на каждом интервале Л. Это означает что он 
имеет областью сходимости множество Г) ^0/. Лемма 4 доказана.

Объединяя два последних утверждения, сформулируем основную 
лемму данного пункта.

Лемма 5. Для всякой последовательности полиномов {рк} и вся
кого числа Я(>0, существует степенной ряд (7) в пространстве 5 с 
областью сходимости О, удовлетворяющей ограничениям:

[X е С : Пт \р„ (Х)| < /?) и {0) с £> с {Х.е С : Ит \рА (Х)| < /?) п (0).

Доказательство. Фиксируя число и применяя лемму

К’1 \-1 1'R + } рА; к € М , мы получим степенной ряд с

областью сходимости А:

/ X: Нт՜ р (Х)| </? + -Ц и М С 0/С ( X: Ит|рА (Х)| <£+-Ц П (0).
I I 1 I 1 I — I )

Применяя теперь лемму 4 к множествам {В и 7 £ Л7}, мы получим иско
мый степенной ряд. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Существует последовательность полиномов {<?*}, пото
чечно на множестве С\ {0) сходящихся к функции Х-И/Х, а в точке 
Х=0 стремящаяся к бесконечности:

У> =#0дй(Х)->1/Х, |7л(0)|- оо. .
Л-*со А -*оо

Доказательство. Каждому к поставим в соответствие луч 
на комплексной плоскости с началом в нуле, проходящий через-точку 

«хр (։«/2 &). Обозначим через Ак невыпуклое замкнутое множество в 
С, ограниченное лучами Л* и (Х;1тХ = 0, КеХ^-О). Полижим

Вк = {1£Ак:11к< |Х|<£}.

Последовательность компактов {Вк} покрывает множество С\|0).
Каждый компакт Ьк содержится в области голоморфности функции 

Х-Н/Х и имеет связное дополнение. Поэтому, пользуясь теоремой Рунге 
о равномерной полиномиальной аппроксимации голоморфных функций 
(см. [4]), мы можем подобрать полином рк, для которого

?ир|рА(Х)֊1/Х|<1/Л.

Положив теперь <?л(Х)=рА(Х—1/Л). мы получим искомую последова
тельность. Лемма 6 доказана.
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Лемма 7. Пусть П—произвольный открытый круг на комплексной 
■плоскости С. В пространстве 5 существует степенной ряд (1) с обла
стью сходимости

D= С\£/) U |0|.

Доказательство. Обозначим через а центр круга U, а через 
«—его радиус. Рассмотрим последовательность полиномов {<?*} с опи
санными в лемме 6 свойствами и положим Рл0) = 9*(^— я). Приме
ним теперь лемму 5 к полиномам {рА} при R = 1/е. мы получим сте
ленной ряд с областью сходимости D, удовлетворяющей ограниче
ниями: (C\L7) U |0) С Dc (Сх(7) U {0|. Лемма 7 доказана.

Теорема 1. Всякое замкнутое множество А на комплексной плоско
сти С, содержащее нуль, является областью сходимости некоторого сте
пенного ряда (7) в пространстве S.

Доказательство. Дополнение СХА к множеству А будет от 
крытом и поэтому его можно представить в виде объединения счетной 

системы открытых кругов: С\Л= U Ui. Пользуясь леммой 7, каж / = I
дому IQ N поставим в соответствие степенной ряд с областью сходи

мости £, = С\7/;. Пересечение П 07= А множеств |О/),в силу лем- 
Z—1

мы 4, также будет областью сходимости степенного ряда в S. Теоре
ма 1 доказана.

Докажем еще одно следствие из леммы 5.
Предложение. В пространстве S существует степенной ряд (1), 

область сходимоти которого D являетя плотным в С множеством, имею
щие нулевую лебеговскую меру: D = С, р.(О)=0.

Доказательство. 1. Зафиксируем следующие две числовые пос
ледовательности:

Pk=k (k+Yil2=k+Pl,_v tik =-֊ 1/2₽*.

Обозначим через Ек множество точек плоскости С вида (тп + П) 0Л> 
где тп и I — целые числа. Объединение Е множеств {£*1 является 
{счетным) плотным в С множеством:

Е~С. 03)
2. Каждому к£ N поставим в соответствие множество

Ь= U ^444’ 
«6Я* *+г

где U, (а) есть з-окрестность точки а, и покажем, что верхний предел՜ 
F = П U Fk этой последовательности имеет нулевую меру. Зафикси. 

п 4>п
руем произвольный квадрат Q со сторонами параллельными осям ко
ординат, и оценим меру множества Fk f] Q:

Р If 4 П QX кб'л+1 card (£4 Л Q) + к е*+1 4 Vh (Q)/0t =

(
g ч 2 ______ n
֊֊) 6jcard(£4nQ) + 4K]/p(Q)64+։^±-1 =
°* / 0*
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/ < Д4-1 - /’ 1 \ А-4-1

= и (—0jcard (/:* Л (?) + 4it |/р ((?) 0* + i ( — j 
X 4 / X 2 /

Заметим теперь, что если каждой точке c£F*n(? поставить в^ 
соответствие квадрат со стороной имеющий а своим центром сим
метрии, то число 0* card (£■* Л Q), то есть суммарная площадь таких, 
квадратов, будет сколь угодно мало отличаться от площади Q; точнее՝

0* card (£» (£* Л Q) — !*(<?)•
А-* » 

со _____

Поэтому £ fx (Г* Л (?) < со. и, следовательно, и (F Л (?) = |x(lim Fk Л 
л=1 л

п (2=0. Так как это верно для любого квадрата (?, то

МО = 0. (14=
3. Рассмотрим теперь последовательность {<2л} вложенных друг в. 

друга квадратов, покрывающих С, и положим
I ՝. e«rd

— а).

Применим лемму 5 к полиномам {рл} при R = 0. Нетрудно убедиться, 
что область сходимости О полученного степенного ряда будет уДовлет- 
ворять включению Е^ОР, что в сочетании с (13) и (14) как раз и.
доказывает наше предложение.

2. Пространства, в которых выполняется лемма Абеля

Перейдем теперь к вопросу о том, какими свойствами должно обла
дать полное ТВП, чтобы в нем выполнялась лемма Абеля о степенных 
рядах. Заметим, прежде всего, что это заведомо будет, так, если прост
ранство локально выпукло. Однако условие локальной выпуклости, как 
легко понять, вовсе не необходимо. Действительно, в пространстве 
Ьр [0, 1] при 0<р<1 (см. напр., [3]) лемма Абеля справедлива, 
несмотря на то, что оно вообще не содержит открытых выпуклых мно
жеств, отличных от 0 и Ьр [0, 1]. .

Лемма 8. Пусть X—произвольное ТВП. Следующие три условия 
равносильны:
(»') в X выполняется лемма Абеля о степенных рядах;
(И) всякий степенной ряд (1) со сходящимся к нулю коэффициентами 
сходится всюду в круге С: |>֊| <1):
(։։։) всякий степенной ряд (1) с ограниченными коэффициентами схо
дится всюду в круге {>֊^С: |Х|<^1).

Доказательство. 1. Пусть в X выполнена лемма Абеля, и 
пусть последовательность {хя} сходится к нулю в X. Положив Уп = 
=Хп—Хп-\, мы получим сходящийся ряд %уп. Поэтому ряд 5] Ууп схо— 

П и
дится при всех X £ С, |л| < 1. В силу тождества

2 V Уп = (1֊ X) и Xя Хп + к1 х/, Х6 С 
п« п<1

(легко проверяется индукцией), это означает что ряд У, X"хП сходит— 
п.

ся в круге Р֊:рК1|. Мы доказали имялмкацию (1)=5>(П).
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2. Пусть выполнено (И), и пусть {*„) ограничена в X. Зафикси
руем X, 0<|Х|<1 И покажем что ряд (1) сходится. Действительно, 
положив г = / р.| (0 < в < I), получим вЛхЛ — 0 [x,j ограничена). В 

, л՜*,??
силу (ii) это означает, что ряд 2։"(։лхл) сходится при а = Х/в (|а| = 
=VJi<D, что нам и требовалось.

3. Импликация (iii) => (i) очевидна. Лемма 8 доказана.
Для удобства дальнейшего изложения введем следующее
Определение. Пусть X—комплексное число И—окрестность нуля 

в ТВП X. Условимся говорить,, что гомотетия X: Х—»֊Х сжимает множе
ство V, если существует некоторая окрестность нуля й7, для которой

ХИ 4՜ V.
Лемма 9. Пусть X—произвольное ТВП. Следующие два условия 

равносильны:
'(IV) для всякого числа 0, О<0< 1, любая окрестность нуля U в X 

содержит некоторую сжимаемую гомотетией 6 окрестность нуля V;
(У/) для всякого числа X £С |Л|<1, любая окрестность нуля U в X 

содержит некоторую окрестность нуля W, для которой

£\nWcU. (15)
л=0

Замечание. Здесь под бесконечной суммой мы понимаем объеди
нение всевозможных конечных сумм вида IF 4- XIF 4՜ X’ W-{- • • --f-X՞ UZ.

Доказательство. 1. Пусть выполнено (iv), и пусть Х£С, 
|Х|<1, и U—произвольная окрестность нуля в X. Выбрав сжимаемую 
гомотетией 8=р.| окрестность И, содержащуюся в U, мы получим, 
что для некоторой окрестности

И= 1ИО4-8И = 1Ио4-9(1Го4-8И)э1Ио4-81Ии+6։Из---э

«=о z<=0

Выбрав теперь уравновешенную окрестность нуля W, содержащуюся в 
1И0, мы получим ХяИ' = р.|'1 [И, и поэтому

5 X" W^ 5 |Х|" Ws £ |хп г0= и. 
и=0 л—«О

Мы доказали импликацию (iV) => (V).
2. Пусть, наоборот, выполнено >(V), и пусть 0<в<1 и U—окрест

ность нуля в X. Выбрав окрестность W, удовлетворяющую (15) при X— 9
ОО 

и положив И= 2 9я [И, получим 
//֊О

W + W= w+ 8 £ б" 1₽ = 4֊ £ 8" W — И = V.
я=0 П=1

Лемма 9 доказана.
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Теорема 2. Пусть X—полное топологическое векторное простран
ство. Для того чтобы в X выполнялась лемма Абеля о степенных рядах 
достаточно, а если X обладает счетной локальной базой, то и необходимо, 
чтобы X удовлетворяло условию (ÎV): для всякого числа 0,. 0.<6<1, в. 
X существует локальная база, состоящая из сжимаемых гомотетией 0 ок
рестностей нуля.

Доказательство. Из лемм 8 и 9 видно, что для доказатель
ства достаточности можно просто убедиться в истинности импликации 
(V)=> (II). Пусть выполнено условие (V). Зафиксируем произвольную 
сходящуюся к нулю последовательность {хп}' из X и число X (- С, 
|Л|<1. Рассмотрим окрестность нуля U и выберем окрестность нуля W, 
•удовлетворяющую (15). Начиная с некоторого номера все вектора будут 
содержаться в W. Значит

3/ I X X хп^ Î JF= U. 
I- m n /i = 0

Так как это верно для всякой окрестности нуля U, в силу- полноты про
странства X это означает, что ряд У хп сходится. Достаточность до- 

п
казана.

Необходимость. Пусть X обладает счетной локальной базой. 
{1^л}. Будем считать, что {W\} вложены друг в друга.. Пусть условие 
(iV) не выполняется; значит, не выполняется и условие (V) : сущест

вуют число Х^С, |Х|<1, и окрестность нуля U такие, что 
СО

дЛЯ любой окрестности нуля. Заметим, прежде всего, что 
. п*=я 0
в этом случае

п>1 /<«>0

Покажем что условие (II) не выполнено.
1. У. ).я s U, поэтому 3 Z։ Зх0, • • •, xi, Ç 1Г, : У Xя хя £ U. 

n>ü ü<n</,
Змфиксируем вектора x0, ■ • •, x/,.
2. У Xя lFa = V, поэтому з/2 > Ц 3 х/1+ь • • •, xi, Ç 1Г5 : S Xя и nÇ

Фиксируем вектора x/1+j,-՛՛, xi,.
Действуя таким образом, мы получим последовательность {хп}, схо

дящуюся к нулю (потому что вложены друг в друга и образуют 
локальную базу, при этом ряд ^Хяхя будет расходиться. Теорема 2 

п 
доказана.

Следствие. В полном метризуемом ТВП X лемма Абеля спра
ведлива тогда и только тогда, когда X удовлетворяет условию (iV).

В заключение нам остается лишь продемонстрировать каким обра
зом доказанная нами теорема действует в конкретных пространствах.

Прежде всего локально выпуклые пространства, очевидно, обладают 
свойством (IV). Это немедленно вытекает из формулы 0V-J-(1—8)V=K 
для всякого 0, О<0<1 и для всякого выпуклого множества V.
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Рассмотрим, далее, пространство LP [0, 1] при 0<р<1. Его топо— 
логия порождается метрикой

1

Р (х, у) = \ |х (0 — у (ОГ dt.
О

Легко убедиться, что любой открытый шар с центром в нуле сжимается' 
всякой гомотетией 9, 0<0<1. Действительно, выбрав е>0 и положив
V — {х : р (х, 0) < в], = (у : р(у, 0)<(1 — 9₽) е), получим 0И+ И՜
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II. Ս. ԱԿքԱՐՈՎ. նորմավորված տարածություններում գործակիցներով աստիճանային շար— 
քերի վերաթերյալ (ամփոփում)

Ստացված են որոջ արդյունքներ տարրեր տոպոլոգիական տարածություններում գործա
կիցներ ունեցող աստիճանային շարքերի զուգամիտության տիրույթների կաոուցվածքի վերա- 
բերյայւ Մասնավորապես ցույց է տրվում, որ կոմպլեքս հարթության վրա զերոն պարուրա
կող յուրաքանչյուր փակ բազմություն հանդիսանում է չափելի ֆունկցիաների տարածության' 
մեջ ըստ Լափի զուգամիտության իմաստով որոջ աստիճանային չարքի զուգամիտության 
տիրույթ)

S. S. ACBAROV. On power eerie* with coefficient* in the »pace* without 
norm (summary)

The paper contains some results on the structure of domain of convergence of 
power series with coefficients In various topological vector spaces. In p ticlar, it 
Is shown that every closed set on complex plane containing zero is the ccmain of 
convergence of some power series in the space of measurable functions wjth L e mea
sure convergence.
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