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Э. М. МАДУНЦ, А. Б. НЕРСЕСЯНЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА, НЕ УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛОПАТИНСКОГО
Введение

Пусть D—плоская односвязная область, Г—её граница. Рассматривается следующая задача: найти дважды непрерывно-дифференцируемое решение эллиптической системыА ихх + 2 В ихч + С + а (*) их + b W и.А- u = h (х, д), (1)принадлежащее классу С1’’ (О)и удовлетворяющее граничному условию «|г=/, • (2)где z = х и—’искомая, а / и Л — заданные вещественные вектор-функции. А, В, С—вещественные постоянные матрицы; a (z), Ь (г), 
с (z) — вещественные матрицы порядка п. Коэффициенты уравнения (1) и граница Г достаточное число раз дифференцируемы.Как известно, система (1) называется эллиптической, если det С#=0 и уравнение det (А + 25Х + О?) = О (3)не имеет вещественных корней.При выполнении условия Я. Б. Лопатинского, как известно [1], задача (1), (2') фредгольмова.В случае, когда уравнение (3) имеет лишь два n-к ратных корня Л=±£, задача (1), (2) исследована в работе Е. В. Золотаревой [2], где показано, что при отсутствии младших членов в уравнении (1), задача (1), (2) фредгольмова тогда и только тогда, когда система (1) слабо связана [3].При нарушении условия Я. Б. Лопатинского коэффициенты a(z), 
b(.z)< c(z) играют решающую роль в вопросе нормальной разрешимости задачи (1), (2). Это впервые было обнаружено в работе Н. Е. Тов- масяна [4], где исследована задача (1), (2) в том случае, когда уравнение (3) имеет лишь простые корни.В настоящей работе исследован вопрос о влиянии младших членов уравнения (1} на нормальную разрешимость задачи в общем случае, а именно, при нарушении условия Я. Б. Лопатинского и наличии у уравнения (3) корней произвольной кратности.



136 Э. М. Мадунц, А. Б. Нерсесян§ 1. Основные результатыНаряду с уравнением (1) рассмотрим систему
A wxx + 2В шху + С wyy = 0. (4)Как показано в работе [5], для общего решения системы имеется следующее представление:

w (х, у) = Re {8 S՜1 Х(х, у)|, (5)где
к-0 Ki \Z /Для простоты изложения, не ограничивая общности, нами рассматривается случай, когда характеристическое уравнение (3) имеет два П-кратных корня X=±i.В формулах (5) и (6), б, S и Н вполне определенные постоянные матрицы.Введем следующие обозначения:

DQ, zo) = Е ’ <7>
к—о V- — i Xi \ z / /5(г0)=-1- f Д ()) (д (zo) + '' b 1 8 S՜1 £> (>., z0) di., (8) 4-’ J л — гД(«0)-֊Г fA(X)g-(-?o) ZS^DQ., го) А . (9)4к’ J л — гздесь А (л) = (Д + 2Вк + О.’)՜1, когда / пробегает контур е', охватывающий корни уравнения (3), лежащие в нижней полуплоскости, г'о означает производную относительно длины дуги.Рассмотрим разложение по параметру Л следующих определителей: det (8л — it i t B(t) S) = u>f (t) // 4- шг֊1 (t) >5՜1 + • —|-.шв (t), (10)det (8). + к it Bt (t) ЛГ1 S) = er(/) У.' + e,_։ (t) X'՜՜1 + ■ • • + e0(#), (11) в (11) возникает постоянная матрица М, которая определена в ходе доказательства теоремы 2.Справедливы следующие результаты.Теорема 1. Пусть для системы (1) нарушено условие слабой 

связности, т .е. det 6 = 0.
Предположим, что коэффициент <or(t) в (10) отличен от нуля. Тог

да задача (1), (2) нетерова и её индексх = 2(п-г)-^-[1пшг(0]г, . (12)
к

где r = rankb.Теорема 2. Пусть для системы (1) нарушено условие слабой 
связности и пусть



Задача Дирихле для систем 137։W_4W_2^._^_0,։€r. (13)
Предположим, что коэффициент Br(t), входящий в разложение (11), от
личен от нуля. Тогда задача (1), (2) нетёрова и её индекс

* — 2(п—г)----—[In er(0]r, (14)те
где снова г = rank о.Замечание. В условиях теоремы 1 коэффициент c(z) уравнения (1) не влияет на результат. Из (13) следует, что иг=0 и теорема 1 в этом случае теряет силу, а из (9) и (11) заключаем, что c(z) играет ре* тающую роль.Пусть коэффициенты системы (1) и граница области D бесконечно дифференцируемы. Тогда имеют место следующие теоремы.Теорема 3. Если h^C*" k~2(D), /^С“'*(Г) м коэффициенты 
системы (1) удовлетворяют условию Я. Б. Лопатинского, то её 
решение принадлежит классу С*‘ k (£>).Теорема 4. Если А С“'*՜2 (Л)), С“'* (Г) и коэффициенты
системы (1) удовлетворяют условию и>г(О¥=О, то решение задачи (1), (2) принадлежит классу С“՛ ~ (£>).Теорема 5. Если h^Ca'k՜2 (D), f^C’’k(T)u коэффициенты 
системы (1) удовлетворяют условию er(f)^O и условию (13), то 
решение задачи (1), (2) принадлежит классу С“' k (D).§ 2. Сведение к интегральному уравнению на границеКак показано в [4] система (1) эквивалентна следующей системе интегральных уравнений Фредгольма:и(х, у)=^у£(х, у, В, т;)о(В, •»)) </В фт) 4- Н(х, у) + ш(х, у), (15)
где Н(х, у) = у у А (х, у, В, т)) Л (В, т)) & фц,

К(х, у, В, 7]) = (о (В — х, -п — у) а(В, т)))6 + (и(В— х, т) — у) Ь (В, —
— и (В — х, т] — у) с (В, т)), (16)о (х> з) = -^7- Ке У △ (X) 1п (х 4- Ху) </Х, (17)

I

I—контур, охватывающий корни уравнения (3), лежащие в верхней полуплоскости. и)(х, у) определено в (5).Решение уравнения (15) можно записать так:« (*. У) = ® (Х, У) + [ [ К (х, у, В, 7|) Ш (В, 7)) </В Фп +



138 Э. М. Мадунц, А. Б. Нерсесян+ Я| (х, у) + с1 п։ (х, у) ч--------1֊ С*1 ик1 (х, у), (18)где К (х, у, 5, т;)— обобщенная резольвента уравнения (15), — произвольные действительные постоянные, иу (х, у) — полная система линейно независимых решений однородного интегрального уравненияН։ (х, у) = Я(х, у) + | К (х, у, 5, т))//(с, -»)) <Я </т).
Для обобщенной резольвенты используем представление

Я, 8» (В —х, V֊ У)а(*> П) + — х, 71 — у) Ь(Ч, ?() ++ Л։ (х, у, 5, 71), (19)/С։ (х, у, В, <;) имеет особенность при (х, у) = (;, т)) не выше логарифмического порядка.Подставим (18) в краевое условие (2), предварительно обозначив/1 (хо)=/(«о) — Я։ (х0) — с1 п, (х0) -- --------с*‘ икг (г0),АГ1.1(х0, В, V = К1(*о, В, ’1)35՜1, получим /1 (х„) = Ке (8 5՜1 X(х0) + ֊ Г Д (к) / (х0, к) <Д - 
I| Д(М /(«о. к)«А + У У А1,1(х0, В, 71)Х(\, •/]) (20)

где /(^о. м = Г1՝ -(£-Л^х0А(;’ 3л-1 Х(В, 7)) <*71, (21)
об*= В + )֊’?, =■ хо + хУо> *0 + фо € г-'Обозначим (9 \1------ 5՜) (22)и для р = 1,..., п — 1 определим Кр (з^, 9л) по формуле
^^(^. вх) = хя_х(4 ех). (23)Заметим сразу, что

д,Кр (до, 0Х) = Кр-1 (г°, 0Х). (24)'Обозначим ^’(5, 7,) = "е ֊ (1-ёнЬ\к Р1к+р> (0). (25)
• к~ъ к\ \ 2 /



Задача Дирихле для систем 139Тогда (21) преобразуется к виду/(а0> >-) = —- [ (а(0) + Х6(9))Р(го, К 9)^ + 
г

+ ~7/Рг(а(0) + >'6(е)) /г(г°'х> (26>
йгде 9 = $ + /т),Р(»о, К ех)85-1(<^-Н5¥^(',(9)։ (27>. р-0 \ I — X /

л—1 . / 9» \р , .К(։о, К 8)= 2 Кр^, 9Х)1Г։ МЦЯб) Х^{д), (28>
как и раньше здесь 9 = Е 4- гт), 9Х = 5 + Хт;.Полагая в формуле (6) г£Г, дифференцированием относително- длины дуги на Г легко показать, что

Х՝р> (2) = Л + — Т2Н3\՜ — Х(р-'Хг). (29>\ 2 / <1гТеперь интегрирование по частям в (26), с учетом (24) и (29), дает/(^ X) = °(*о) +Х 6(г°) 8 5-1 Г 0 ) х(0) +
• гЛ1,3 (х0, X, 9) Хф) ае 4-1Ку, 2 (яо, X, 9) х(е, 7!) аьац. (зо> • огде К\. а, К\, 2, а также и первые производные Ло,з по к0 и 9 имеют особенность при 9 = г0 не выше логарифмического порядка- Естественно интегралы с такими ядрами называть компактными. В (X, 20). определено формулой (7).Заметим теперь следующее:1ш X > 0 => Ко (г°, 9д) ֊ 1п (1 - 9/х0) £ С 2' “(Г), (31 >1т X< 0 => Ко (4 9Х) - 1п (1 - г0/в) 6 С2’ * (Г). (32)>Теперь, учитывая (30)—(32), будем иметь С 1п (1 ֊—)^(9)</9 +

-о/+ В (г0) [ 1п (1 ֊ ) *(9) ае + | (г0, 9) Л(9) ад +

а ' г+ и 5 (г0> 0) 71) аъ , (33>

А (*о) = Ке
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Д (,„) = -֊г / Д(к)(а(хо)+Х6(£о) 35_։ П()։ Хо) (34)

I

В(х0) определено формулой (8), интегралы с ядрами АГ1, < и Ку, 5 являются компактными.Структура (6) для А(0) позволяет сделать преобразование ^(9)=Л9)+У Г(8, (35)
ггде V«)—граничное значение голоморфной в области О вектор-функции, ядро 7'(0, /) является гладкой матрицей-функцией. Преобразование (35) обратимо: у(8)=Л(0) 4- С Г, (в, <) Х(/) л. (36)гЯдра Т(в, 0 и Т1(д, /) можно выписать в явном виде. Если обозначить

»-1 (—1)* <1к /0* —74 /г \*Т’о(в, 0= Е.( ? .. (т-г) (тЯ5) ’ <37>
*_о к\ « \ В — </\2 /то ядра Т и Ту есть не что иное, как линейная комбинация ядра Т3 и её производных, откуда и следует их гладкость.Теперь преобразуя (33) по (35) получим

здесь интеграл с ядром R (г0, 0) компактен.§ 3. Доказательство теоремы 1Используем представление И. Н. Векуа [6]
V (г) = Р И 

и I — г г
(39)

где ц(0—вещественная вектор-функция на Г, причем вещественная постоянная Л и вектор-функция ц(0 однозначно определяются по у(О.Для г0 £ Г из (39) получаем
V (г0) = * < *0 го ( Р (г0) 4

+ У (х0, Т) р. (0 Л. Г (40)



Задача Дирихле для систем 141Заметим, что
при этом (38) преобразуется к виду

/1 М = Не Ь 1 (Н(*о) + —— [ ~ +
I \ тч .} {— /

г

-Г к/ яс яо в (я0) у р (/) 1п ^1 — Л +

Г

4^ /?։(*о, 0 Р (*)</*}• 

гЛегко убедиться в равенстве
Не (а (я0) (р (я0) -Ь — Г л)1 =

I \ и /—?0 /\
Г

= Не в (։0)։р(д0) + ———С^-Л + 
к I—я0

г
+ (\։(я0, <)р(г)л,

где
О = Л«(^о)(—---^)’ 

кг Ч—г0 <—х0 /

(41 >

(42>
(43}а следующее равенство(ги,

+ В!.о1 | -֊)л4- ] к,(10, 0^(0 Л.

г ггде
/ Ц 7՛ \ В(#п) (45>
՝г Го ‘ ^о'устанавливается на основе (42) и формул



142 Э. М. Мадунц. А. Б. Нерсесянпоследние получаются интегрированием по частям. Теперь, отделяя вещественную часть в (41), на основе (42) и '(44) мы получим
• / / \ о / \ \ . ho [ Iх jt -4-/։ (*о) = Re а (х0) • р (z0) -I---------------------- at +

J * — *0 
Г

+ Kfel f in (i _ -fsA p (о л +2 J \ t/ г
+ -Цо1 Jln^- 1-)р«)Л+ J R(">, t)r(t)dt, (46) 

г 0 г
где

a (z0) = 8 S՜1 «/ z0 z'o, (47)e(z0)=B(z0)K/i0^. (48)Напомним, что 6 и 5—матрицы, входящие в (5), a S(zo) определено формулой (8).Заметим, что в случае слабой связности исходной системы (1), полученная система (46) сингулярных интегральных уравнений является системой нормального типа, полная теория которых содержится в [6].При нарушении условия слабой связности для системы (1), т. е. 
det 6=0, как легко видеть, система (46) вырождается. Уравнения с та- кими вырождениями рассматривались в [7].Пусть г = rank 8, Следуя [7], пусть а։ (/) —невырожденная квадратная матрица такая, что (п — г) последних её столбцов являются линейно независимыми решениями линейной системы8 5"։ 4'> = о (/ = г +■ 1,• • п), (49).далее определим матрицы (t) и (/) порядка пХпQ« (0 = (’(t) - t $ (t) (50)a։(f) = (i(t) W, t*if(t)W), (5i)тде к = 1, • • •, r; j = г -J- 1,• • •, n.Легко заметить, что в этом случае

(t \п~* —det 2t (t). (52)
Теперь, если определить матрицу Стг по формуле СТ2=<Ть то при условии, ■ЧТО det 2t (0 =h 0, (53)как показано в [7], сингулярное интегральное уравнение (46) нормально разрешимо и её индекс х вычисляется по формуле

,—1_ [ь At. (°. (')-.('» 1 . (54)2к [ det (2, (г) ,, (()) |г ՝ '



Задача Дврихле для систем 143Рассмотрим следующее разложение по параметру 1 определителяdet (8Х - -it В(t) 5) = »,(<) X' + (О )'-» + • • • + ш0 (Z). (55)С другой стороны, рассмотрим разложениеdet (a (t) X - кЙ ₽ (f)) = det (2, (/) а?’) X' 4֊ ■ • ■ -f- а0 (Z). (5б>Сравнение (55) с (56) даетdet 2։ (Z) = (wiz7)"-det (57>матрицы a(Z) и 0(0 те, что определены в (47) и (48), соответственно.Теперь не представляет большого труда вичислить индекс х по- формуле (54): принимая во внимание (49), (52), а3 =ait также (57) по* лучим формулу (12). Тем самым теорема 1 доказана.§ 4. Доказательства теорем 2—5Пусть теперь 2 6 Г и
«(») - ь U) - 0.' дА/ дМДля обобщенной резольвенты К (х, у, В, т;) используем представление-

у, В, Г)) =К(х, у, В, 7)) 4-‘ + JJ К (х, у, t, т) к (Z, т, в, 7)) dt dr +/Fj (х, у, В, 7)), (58}
где К (х, у, В, ч) определено по формуле (16), причем и дпК2 и֊ меют в точках (В, tj) = (х, у) особенность не выше логарифмического порядка. В дальнейшем такие ядра условимся называть сверхкомпактными.Повторяя рассуждения доказательства теоремы 1, получим £р(х, у, в, 7j) IT (В, т։)л^ =

=Re I-Л- fд w7’ <г°’ х)d)- - . Сд w +
I в‘+ f/?(z0, 9)Х(9) de}, (59)г/?(Zo, 0)—компактное ядро, аА (х0, М = J J 1п (0х- г°) с (В, г.) 8 5՜ ’ Л (В, т)) dB dT). (60)

Обозначим Ko(z°, Ox) = In (Ox-z«) (61)



144 Э. М. Мадунц, А. Б. Нерсесяни для р=*1.--> П— 1 определим Кр (г?, Ы так:
дч Кр (г°, 0х) = (г°, 6х). (62)Осуществляя в (51) переход к контурному интегралу формулой Грина, будем иметь/,(г0, Х)=^-8 5-1£)(к, г0) [К, (г°, 0Х) ДГ(в) 40 + ։ — л4֊ ^А(г0, 0)№(0)</0, (63)

ггде £>(Х/ г0), как и раньше, определяется формулой (7), /?։ (г0, 0)— компактное ядро.Подставляя решение системы (1), заданное формулой (18), в краевое условие, с учетом (59) — (63), получим следующее интегральное уравнение на границе/, (г0) = Ие {։ 5՜1 X (г0) + А, (г0) | Ку, у (г0, 0) Х(&) 40 +
1 г+ В։ (г0) Г №. ։ (*о. 0) х С0) <*0 + | (*о, 6) ^(0) 401, (64)

г г•причем Ку, 1 (г0, 0)—первообразная от 1п (1 — в/г0), а №, ?(х0. 0)~первообразная от 1п (I — хо/0), далееА (20) = тЦГ Д(к)с(Хо)-8 5-1В()., г0) ЛК 
4 п1 J г — X

а В1(^о) определив формулой (9).Преобразование искомой функции (35) преобразует (64) к виду
/1 (^о) = |8 Л՜1 * («о) +

+ Д (г0) (* Ку.2 (г0։ 6) V (0) ЛВ + Г К3 (г0> 0) V (0) • (65)
Г ГНапомним, что у (г0) является граничным значением голоморфной в области О вектор-функции. Пусть нарушено условие слабой связности, т. е. с!е1 6 = 0, предположим гапк 8 = г. Пусть М обозначает невырожденную матрицу такую, что (п — г) последних её столбцов являются решениями алгебраической системы8£-։Л/О) = 0 (; = г + !,-••, п). (66)Применим два последовательных преобразования искмой вектор-функции уравнения (65)

40 = ^1/^ а) (67)



Задача Дирихле для систем 145и далее Ну(0 = <“у (О </ = I,"՛, г), (68) 
W = “/ W О = г + Ь ■ • • > ")•Тогда для искомой вектор-функции to (О получим следующее уравнение:/1 (z0) = Re |о 5՜1 М ш (z0) —

- Д (*o)J ш(0) ln(l--^rf8+- г4֊ I ^4 (*о. 9) «о (6) • (69)гЭто уравнение, ло существу, не отличается от уравнения (38), которое нами уже исследовано.Как и при исследовании (38) введем матрицы а, (f) = 8 5՜1 (70)М0 = -Д (71)и вычислим индекс уравнения (69) по формуле (54) в терминах разложения определителяdet (8X4- t В{ (t) М՜1 S) = er(t) -t er_։ (f) д'՜՜1 4--------1- e0(f).Тем самым, теорема 2 доказана.Доказательства теорем 3—5 основаны на эквивалентности задачи (1), (2) системам сингулярных интегральных уравнений нормального типа (46) и (69) при условиях С0г(0=0 и 8г(0=0» соответственно.Потеря гладкости в теоремах 4 и 5 точная и легко выявляется в ходе доказательств теорем 1 и 2.
Институт математики
АН Армянской ССР, 
Ереванский физический 
институт Поступила 24. VI. 1986

է. Մ- ՄԱԳՈՆՆ8, Հ. К Նն14)ԻՍ8ԱՆ. էոպարինսկու պայմա1փ& շքավարարալ էփպսական Нш- 
ւ|ասարւււմն1}ւփ £ա մակաոյի Տամար Դֆրիխլեֆ իէզխք (шЛфафаи1)

Ինչպես հայտնի է, Յա» Բ. Լոպատինսկու պայմանը էապես կախված է բարձր ածանցյալ
ների գործակիցներից, ապահովում է Դիրխիլեի խնդրի նորմալ լուծելիությունը։

1966 թ. ն. Ե. 3*ովմ աս յան ի կողմից հայտնաբերվել է, որ այդ պայմանի խախտման 
դեպքում ցածր ածանցյալների գործակիցները որոշիչ դեր են խաղում։ Դա ցույց է տրված 
խարակտեր իստիկ հավասարման պարզ արմատների դեպքում ։

Տվյալ աշխատանքում, հիմնվելով հաստատուն գործակիցներով էլիպսական համակարգի 
ընդհանուր լուծման նոր ներկայացման վրա, ցույց է տրված, որ ալդ երևույթը տեղի ունի 
ընդհանուր դեպքում, երբ խարակտերիստիկ հավասարման արմատները ո։նեն ցանկացած պա- 
•տիկություն։ Ստացված նոր պայմանն ընդհանրացնում է Յա. Բ. Լոպատինսկու պայմանը, պա- 
բանակելով նաև ցածր ածանցյալների գործակիցներ։
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Е. М. MADUNTS, А. В. NERSESIAN. The Dirichlet problem for-the elliptic 
lyeteme of'eecond order differential equatlone. which non eatiefy the Lopatlneki 

condition (summary)
A condition for normal solvability of the Direclet problem is suggested. It im

poses restrictions on the coefficients by lower derivatives and ihus is more general 
than the Lopatinski condition.
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