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ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИИ 
В ТЕРМИНАХ ИХ ТЕЙЛОРОВСКИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Настоящая работа посвящена исследованию вопросов о существо­
вании ограниченных на угле (прямолинейном либо спиральном) нетри­
виальных целых функций в терминах их тейлоровских коэффициентов. 
Этот круг вопросов, естественно примыкающий к классическим теоремам 
Лиувилля и Фрагмена-Линделёфа, возник под влиянием известной ра­
боты Г. Полна [1] ив дальнейшем исследовался рядом авторов (см. 
[2] — [6]). Некоторые из полученных здесь результатов, относящихся 
к случаю, когда рассматривается ограниченность на полуоси [0+°°),. 
имели необходимо-достаточный характер (результаты А. Макинтайра, 
А. Эдрея и др.). Однако для других случаев подобных окончательных ре­
зультатов не имелось до недавнего времени. Так обстояло дело даже в; 
случае ограниченности на прямолинейном угле положительного раствора,, 
рассмотренном еще Г. Полна.

Результаты необходимо-достаточного характера о существовании ог­
раниченных на угле (прямолинейном или спиральном) нетривиальных 
целых функций в терминах их тейлоровских коэффициентов (лакунар­
ность, перемены знаков) были сформулированы в заметке [7]. В данной 
работе доказываются эти результаты и некоторые их обобщения и уси­
ления. Здесь, по-видимому, впервые в указанном круге вопросов, удается 
выявить в явной форме влияние аргументов тейлоровских коэффициентов.

Работа состоит из трех частей. В первой части сформулированы ос­
новные результаты; их доказательства приведены в § 3, а в § 2 доказы­
ваются необходимые в § 3 вспомогательные леммы.

Пользуясь случаем, выражаю благодарность Н. У. Аракеляну за- 
обсуждение работы.

§ 1. Формулировка результатов

Введем сначала некоторые обозначения. Пусть М, R и С озна­
чают, соответственно, множества натуральных, вещественных и комп­
лексных чисел. Для а, Ь (К(а$ Ь) обозначим через {а, 6] и (а, 6), 
соответственно, замкнутый и открытый промежутки с концами а и Ь 
(при а = Ь полагаем (а, 6) = 0).

Положим
Д (а) = (*:|г—а|<г} для а£С, г > 0;

Др=(х:|аг2г — а 1°%|г||Р/21 Для 2те)>

П. = (х: Вег я 1т г], 5« = |х : Иех а 1т г 2 ) для а С R-
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Обозначим также для краткости

Dr=Dr(0), = П Пв, 5=5« для а — 0.

Полуплоскость Пв иногда будет удобно представлять в поляр­
ных координатах:

П։= {г : arg z £ [7 — к/2, 7 + к/2]}, 

где 7 — корень уравнения
tg 7 =՝ — а, 7 (; (— к/2, к/2). (1)

Для ЕсС обозначим через Н (Е) множество всех голоморфных 
на Е функций.

Переходя к формулировке полученных результатов, приведем сперва 
результаты о целых функциях, определяемых лакунарными степенными 
рядами.

Рассмотрим произвольной степенной ряд, определяющий целую фун­
кцию

£7-Л Ihn |/„ГЛ=0. (2)
л=0

Последовательности коэффициентов этого ряда сопоставим (ср. с [8], 
стр. 124) мажорантную функцию ряда: наибольшую неотрицательную 
на [0, +°°) и выпуклую функцию ф(х) =ф(х; {/п}) такую, что

bg՜|/я|< — Ф(п) при л==0, !»•••.
1С учетом условия (2) имеем, что

lim iW=+oo. (3)
х

Пусть <2={<7л)Т>—подпоследовательность натуральных чисел, 
E(Q)—класс всех целых функций, каждая из которых определяется 
степенным рядом вида (2), для которого fn=0 для всех n£Ql) (О). 
Обозначим также

Q(r)=S<7«։ для дЛ^(0, г], г^-1. (4)

Теорема 1. Пусть ф—неотрицательная на [0,-J-oo) и выпуклая 
функция, удовлетворяющая условию (3). Для того чтобы каждая функ­
ция класса Е (Q), определяемая рядом '(2) с

|/я| = О(е-Ф(")) при л֊* ос (5)

и ограниченная на Д? при некоторых а 6 R и ß £ [0, 2 к), была кон­
стантой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

lira | Q (г) — J-log г— 1 + g ■ ф (т) । = — оо. (6)
г -+ » I 2 “ 2 г

Выделим несколько прозрачных случаев теоремы 1 (см. [7]).
Следствие 1.1. Для того чтобы каждая функция класса E(Q), 

ограниченная на Д? при некоторых а £ R и ß £ [0, 2 к), была констан­
той, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие
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Следствие 1.2. Для того чтобы каждая функция класса Е(0) 
конечного порядка -<р,5 ограниченная на Д£ при некоторых а £ R и 
₽£ [0, 2л), была константой, необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось условие

2м<Л + 1+£.
2 т. 2р (8)

Для числа р£ (0,4֊оо) целую функцию [ отнесем к классу £р։ если 

1°8Г|/(*)1 = О(к1₽) при |г| — + со.

Следствие 1.3. Для тою чтобы каждая функция класса- 
Е (О) П Е(, ограниченная на при некоторых а£Я и [О, 2«),.
была константой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

Теорема 1 и ее следствия обобщают и усиливают ряд предшество­
вавших им результатов. Частным случаем следствия 1.1, когда а=0=О 
и, значит, А» ='[0,4-оо), является известный результат А. Макинтайра 
[2]. Для более общего случая этого же следствия, когда лишь а=0,. 
необходимость условия (7) установлена в работе Дж. Андерсона [5]; 
там же предложено достаточное условие, получающееся заменой в усло-- 
вии (7) нижнего предела на верхний предел. Частным случаем следствия 
1.2, когда а=|0=О, является результат А. Эдрея [4]. Достаточность 
следствия 1.3 в случае, когда а=0, установлена М. М. Джрбашяном 
([3], стр. 510, теорема 7). Отметим еще, что частный случай теоремы 1, 
когда а=0 = О, установлен в работе [6] Дж. Андерсона и К. Бинмора.

Теорема 1 в части достаточности, когда а=0, допускает существен­
ное усиление за счет использования более тонкой, чем лакунарность,, 
характеристики для тейлоровских коэффициентов целой функции. Для 
степенного ряда (2) положим /Л = |/Л|е1'°п для п = 0, 1,- • где |шЛ+1— 
— шЛ| <1։, и обозначим

Щг) = 2 |и>л41~Ш"1 для п е (0. г], г > 1. (9)

Теорема 2. Пусть ф—неотрицательная на [0,4-оо) и выпуклая 
функция, удовлетворяющая условию (3). Тогда произвольная целая 
функция, ограниченная на Др при некотором р€ [0,2л) и определяемая 
рядом (2), удовлетворяющим оценке (5) и условию

I /V (г)-----— 1о£Г — (Ю)Нт 
г-Н- < 

будет константой.
Следствие 2.1. Пусть целая функция ограничена на Др при не- 

котором р£ [0,2п) и определяется рядом (2), удовлетворяющим условию

— °°>
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lim I N(r)---- — log г > < -1- оо. (11)
I 2՜ J

Tогда она будет константой.
Следствие 2.2. Пусть целая функция конечного порядка ^р 

ограничена на Др при некотором (3 £ [0,2л) и определяется рядом (2), 
удовлетворяющим условию

11т
log г 2 к 2 р (12)

Тогда она будет константой.
Следствие 2.3. Пусть целая функция класса Е₽ ограничена на 

Ь р при некотором Р 6 [0,2л) и определяется рядом (2), удовлетворяю­
щим условию

lim ( 2V(r) — (— Ч—— ) log г | =— оо.
I 12« 2 р/ )

(13)

Тогда она будет константой.
Из теоремы 2 видно, что аргументы шЛ целесообразно выбрать 

таким образом, чтобы суммы вида (9) имели по возможност минималь­
ное значение. Следующий индуктивный выбор последовательности 
(ш„)и обеспечивает такую минимальность. Положим w_t = 0. Если 
/л+i = 0, то полагаем шП1.1 — шя; если же/Л+1=/=0, то шл+1 — значение 
arg/n+i из полуинтервала [—я + шЛ, к-}-шл).

Для фиксированных таким образом аргументов шл сумма (9) за­
висит лишь от тех шл, для которых /л 0. Запишем ряд (2) в виде

/о + Ё/«»А И» l/J'?n=o, 

я=1

тде все fqn =/= 0. Тогда вместо (9) величину N(г) можно определить 
«формулой

»Л(М. r>i.
тде значение аргумента arg выбирается из промежутка [-Л, л). Теперь 
уже очевидно, что теорема 2 и ее следствия 2.1—2.3 соответственно уси­

ливают теорему 1 и следствия 1.1—1.3 в части достаточности, когда а = 0.
. Из теоремы 2 (при указанном способе выбора аргументов со») вы­
водятся также результаты о существовании нетривиальных целых функ­
ций, определяемых вещественными степенными рядами, т. е. рядами вида 
<2) с коэффициентами |Л|” cR.

Последовательность (v„("c:N назовем последовательностью мест 
перемен знака вещественного степенного ряда (2), если

ЛЛ7’„ <° при п = 1, 2,- -,

где рл—наибольший из тех индексов ) £ (0, *Л), для которых /, =р 0. 
Функцию, соответствующую по формуле (4) последовательности 
{.’*՛/։}{” мест перемен знака вещественного ряда (2), будем обозначать 
■через Q* (г).
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Теорема 3. Пусть ф—неотрицательная на Г0,4֊оо) и выпуклая 
функция, удовлетворяющая условию (3). ,Для того чтобы каждая целая 
функция, ограниченная на Д, при некотром ₽ £ [0,2л) и определяемая 
вещественным рядом (2), удовлетворяющим оценке (5) и имеющим на­
перед заданную последовательность |*« ]։- мест перемен знака, была 
константой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (10) с 
заменой П (г) на 0* (г).

Приведем несколько наглядных следствий теоремы 3 (см. [7]).
Следствие 3.1. Для того чтобы каждая целая функция, определя­

емая вещественным рядом (2) с наперед заданной последовательностью 
(*я)р мест перемен знака и ограниченная на Ар при некотором 
Р € [0,2я), была константой, необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось условие (11) с заменой М(г) на

Следствие 3.2. Для того чтобы каждая целая функция конечного 
порядка^р, определяемая вещественным рядом (2) с наперед заданной 
последовательностью мест перемен знака и ограниченная на Д 
при некотором ₽ £ [0,2я), была константой, необходимо и достато­
чно, чтобы выполнялось условие (12) с заменой П(г) на (2*(г).

Следствие 3.3. Для того чтобы каждая целая функция класса 
Е(, определяемая вещественным рядом (2) с наперед заданной последо­

вательностью {уп} Г мест перемен знака и ограниченная на Д ? при неко­
тором [0, 2п), была константой, необходимо и достаточно, чтобы вы­
полнялось условие (13).с заменой П(г) на Q*(r).

Отметим, что частный случай следствий 3.1 и 3.2, когда Р = 0, уста­
новлен А. Эдреем [4].

§ 2. Вспомогательные леммы

Ниже и в дальнейшем мы используем общепринятые теоретикомно­
жественные обозначения. В частности, для множества есС его граница, 
замыкание, внутренность и дополнение, соответственно, будут обозна­

чь ться через де, е, е° и ес (С\е).
Укажем здесь же необходимые нам свойства выпуклых функций (см., 

напр., [9], стр. 205)..Пусть /-»֊ф (О—выпуклая функция на [0,4՜°°). 
Она непрерывна на (0,4՜00) и полунепрерывна сверху на [0, 4՜ ов)> в 
каждой точке из (0,4՜°°) существуют конечные левая и правая произ­

водные ф’_ и 'Ур являющиеся неубывающими функциями, причем 
и для любых > *1>0 выполняются неравенства

Н (О < ’И*»)-НО, < ф! (,։). (14)
— Л

Из (14) легко следует, что / ֊> Г1 [<|> (0 - <|> (0)] - неуб ывающая 
функция на (0, 4՜ °°)> причем

Г1 ['КО֊ НО)] (О Для />0-

Лемма 1. Если степенной, ряд

<15)
Л=0
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определяет целую функцию, ограниченную на Др при некоторых 
a£R и ß£[0, 2к), то существует функция <р£Л7(П°), удовлетво­
ряющая условиям

?(л) = (—1)"/л при п = 1, 2,--՜’ (16)
и оценке

КВ \ V
к— — — ау) для z==x-\-iy^S^,

(17) 
где — мажорантная функция ряда (15), а константа С > 0 не 
зависит от х.

Доказательство. Для S£ [— it, it] и r^-0 рассмотрим кри­
вую 7Г=7Г, е (дугу логарифмической а-спирали), заданную уравнением

С = t exp (z'a log t + z’9), t£[r, + co), (18)

и пусть 77=77,—кривая, противоположно ориентированная c 7r=Tf , 
Зафиксируем кривую 7Г37Г,Ж> задаваемую уравнением (18) при

6 = it, и рассмотрим область Qr = (7r U Dr)c- Пусть Гг означает отри­
цательно ориентированную границу йг.

В предположениях леммы степенной ряд

Ё (-W (19)
л=0

определяет целую функцию /, удовлетворяющую неравенству 

|/(С)| < М для С 6 Aß (к), (20)

где М > 0 — некоторая константа, Др (it)= К: |arg С—it—a log |С| | <ß/2}.
Пусть С -*■ logC = log-|^ -)- z'arg С — такая однозначная ветвь лога­

рифма в 201 что
— к < arg r, — a log |С| < к, 

с непрерывным продолжением на f0\{0] сверху и снизу. Полагая

Cw = exp (w log С) для w £ С, 
определим искомую функцию <р формулой

? (2)=Л- fг*՜* л>z п’ <21>
2 ™ J

Гг

Отметим сперва, что интеграл (21) не зависит от г(^>0) ввиду 
голоморфности подынтегральной функции по C£S0. Его локально рав­
номерная по г£Па сходимость обеспечивается выполнением (20) для 
^€7осАз(и). Итак, функция ®£//(П°). Далее, для натуральных зна­
чений z интеграл в (21) превращается в формулу Коши для коэффи­
циентов степенного ряда (19), так что условия (16) выполняются.

Для оценки функции <р на полуплоскости 5, нам необходимо под­
ходящим образом деформировать контур Гг в (21). С этой целью рас­
смотрим область £>? = £>, U (Ар (it))0. Пусть Г?—положительно ориен-
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тированная граница Для фиксированной точки подынте­
гральная функция в (21) голоморфна по С в области непре­
рывно продолжается на ее границу, состоящую из Г? и Ггд, и с уче­
том (20) достаточно быстро убывает к нулю при С-»-со. Применение 
.интегральной теоремы Коши позволяет поэтому заменить в (21) кон­
тур интегрирования Гг через Г?.

Заметив, что Г? = 7Л в У 7л - в IIгде 9 = к — р/2, 19г=дОг\ 
\(Др(^))° с индуцированной из Г? ориентацией, представим интеграл 
из (21) в виде суммы интегралов Д, /, и /։, соответственно, по трем 
указанным кривым. Полагая г £ 5» (г = х + 1у, х —ау 2՜1), с = У 1 +»’ 
и учитывая (18) и (20), при произвольном г > 0 имеем

+ -
1/11 + 141 < сЛ/е(ж- 1,1 [ Гу-ж-'л < 2 сМе"՜™ ,у1 г‘у ~х.

Следовательно, приходим к оценке: для z £ 5« и при любом г>0

|<Р (z)| < 2 |у| г‘у~х + |/3| (22)
Обратимся к оценке интеграла /3. Учитывая (21), почленным инте­

грированием ряда (19) на получим, что для г (; С и при произволь­
ном г>0

, __ -1 ֊։(!+/«) 
Jj — П Г Ё (-1)яАгп (1 <■ <«)

л=0

sin[(*-p/2) (n-z)] 
п —Z

Отсюда, с учетом оценки

е с,sin [(-֊֊ ft/2) w] < с exp [(it —P/2)|Im w|] , 
w ? 1 + |w|

и неравенств |/„| < е՜ ♦(я) при п > п0, для z £ С (z = х + iy) и при лю­
бом г > 0 имеем

|/3|<к-՛ Ср е(х՜ ₽/2J|y'• £1, (23)
где

У е՜ *(я) г՞՜1 ։y_jr 1 •
1+ |х — л|

Нам необходимо оценить сумму для z£S« при подходящем 
выборе величины г > 0 в зависимости ot’z. С этой целью для каждого 

выберем г = г*^>0, удовлетворяющим условию

log гг = ф_ (х — ау)-------------- —
х — аУ + 1

Докажем теперь оценку

£։< С։(х — ау)ехр(— ф(х — ау)) для 2^5«, г = гг, . (24) 

где константа С։^>0 не зависит от z. В самом деле, легко видеть, 
ч то функция t (/) + (/ + ay—х) log гж + log (t + 1) достигает на 
г0, + оо) своего максимума в точке f = x — ау. Следовательно, имеем
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2'1' .=о(п+1)(Ц-|х-л|)’

откуда вытекает (24). __
Таким образом, сравнивая (23) и (24), получим

||/3| < С» (х - ау) ехр |(к - ß/2) |^| — | (х — ау)| для д £ S., г = гг, (25) 
где константа Сг > 0 не зависит от Z.

Аналогичная (25) оценка при указанном выше выборе величины 
г=гг выполняется также для первого слагаемого из (22), если с учетом 
(14) заметить, что

(>«- Ж) (ж-ау) + 1
гГ-х<е <е--*։-г-’') + *(0’+։,

Следовательно, положив в правой части (22) r=rz, с учетом (25), по- 
хучим требуемую оценку (17). Лемма доказана.

Частным обращением леммы 1 является следующая
Лемма 2. Если при некоторых « £ R и ß£ [0,2л) функция 

Я>^//(Па) удовлетворяет оценке

Mz)l< С ехр {(’։~֊|՜) Itfl —Ф(* —a!Z)| Аля z = x +7у£П.» (26)

где ф—неотрицательная на [0,4֊оо) функция, удовлетвряющая условию 
(3), а константа С>0 не зависит от Z, то ряд вида (15) с

= прип = \,2, -- (27)
(1 4֊ п)а

определяет целую функцию, ограниченную на Д’.
Доказательство. Из (27) и оценки (26) при у=0 с учетом 

условия (3) следует, что |fn|1/n-»-0 при П-»-оо, так что степенной ряд 
(15) определяет целую функцию f. Ее ограниченность на Д’ усматри­
вается из одного интегрального представления рядов вида (15), систе­
матически использовавшемся Э. Линделефом (см. [10]).

Пусть L означает положительно ориентированную границу полупло­
скости П։. Для натуральных m положим

Gm == Г)а П Dm+oß, tn — ÖGm П dDmj-zs, 

ориентировав у m положительно относительно Gm֊ 
Докажем, что ряд (15) представляется формулой

-f- + ДАЯ ‘ k iSx|°|- (2S>

Предварительно нам необходимо оценить рост подынтегральной фун­
кции g (С, д) в (28) не только при £££,, но и из Па. С этой целью 
положим C = « + fi) = re и заметим сначала, что для Д₽\(0) иС£П» 
имеем

|(— д)'| < ехр ((? — aij| log |z( + |т (д)| |т)| — ktj), (29> 
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где -։(z) = argz — « log И, а arg г — непрерывная ветвь аргумента в 
Ар такая, что arg 1=0.

Выберем теперь ’константу ?6(0,2՜') так, чтобы £)р(л)сП° для 
всех п 6 N и найдем для нее такую константу Ь 0, что

Ie2"1'—If > b՜' exp ("fa] — т.г։), С(;СХ U Df (и). (30)
Л = — ••

Из (26), (19) и (30) получим необходимую оценку

х)|< |1 + ср'ехр ^՝ — а^ 1о? '•։! —Н։ — ат1) + </(*)fa.|, (31)
ГДе

С6П,\ ü £>?(п), г6ДзХ|0|, rf(z) = l֊(z)|-ß/2<0. 
л=1 в

Поскольку с = а т, для ' L, мы ։֊з (31) получим оценку

I# (С> *).'< АЛЯ

где С|—константа, откуда очевидно следует сходимость и ограниченность 
на Aj X {0} интеграла в (28). Чтобы вычислить этот интеграл зафикси­
руем z^A^X {0} и заметим, что оценка (31) с учетом (3) влечет 
условие

j g z) d'— 0 при m — 4֊ о?. 

tm

Следовательно, применяя к функции g(£, z) и области Gm теорему о 
вычетах с последующим предельным переходом при rn-^+оо, получим 
формулу (28). Лемма полностью доказана.

Отметим, что упрощенные варианты лемм 1 и 2, когда влияние ма­
жорантной функции ф не учитывалось, были приведены в [7]. Эти 
леммы, представляя самостоятельный интерес, позволяют (см. ниже § 3) 
свести некоторые вопросы о существовании ограниченных на Др не­
тривиальных целых функций к вопросам существования функций 
ф6//(П°), интерполирующих на N коэффициенты их рядов (2). Толч­
ком к их установлению послужила работа Н. У. Аракеляна [11], в ко­
торой подобная интерполяция целыми функциями успешно применена к 
решению некоторых классических проблем об эффективном аналитиче­
ском продолжении степенных рядов.

§ 3. Доказательства

Доказательство теоремы 1. Достаточность. Пусть 
/6 Ь (Q) ограничена на Др и определяется рядам (2), удовлетворяю­
щим оценке (5). Докажем, что f=const при выполнении условия (6).

Предположим, что / const. Построим соответствующую ряду 
(2) по лемме 1 функцию ф = ф/- Поскольку const, то на 5В. 
Применим к функции ® и полуплоскости формулу Т. Карлемана 
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(см. [12], стр. 291). Обозначив через [ря]“ подпоследовательность, до՜ 
полнительную к {<?л}7 относительно всех натуральных чисел, и выб­
рав 1 удовлетворяющим (1), из этой формулы с учетом (16) будем 
им еть

г

cos 7 • 2 (рЛ -2-։)-։<^֊ ( (Г2֊г-։)1ог|7(- itS+Г՝) <р(йеЧ 
рл€/ 2«J

+ 2՜1) л + —
тс г

2
J log|<p (re (’+т) 

К
з

+ 2՜1)] cos в։ (г), (32)՛

где 1= (0, г 4- 2 ։) и’В, (г) = 0(1) при г-* + со.
Заметим сперва, что для последовательности (7П|~ сМ имеем

Z (Рп — 2 ։) 1 — log г — Q (г) + 0(1) при г — + оо. (33

Далее, с помощью оценки (17) легко оцениваются интегра­
лы справа в (32): они, соответственно, не превосходят величин 
(1—£/2к) cos 7 log г + Bt (г),

' * 
т
| Ф ( V 14-а» г cos е + 2՜') cos 6</9 + В3 (г), (34)-

TCf J . ж

где Bi(r) — 0(1) при г-> + со, ։ = 2, 3.
Однако, с учетом (14) функция t-* Г* [ф (t) — ф(0)] не убывает 

на (0, +°°), так что, используя это и применяя неравенство Йенсена, 
(см. [13], часть 1, отдел 2, глава 2, № 75), будем иметь

+ СОБ М + 2 (1 ֊ И +«’) Ф (0) >
2 И 1 + а /

> 2 V!+? ф (֊ г + + 2(1- /Г+?) Ф (0). (35)
\4 2]/1+а։/

Следовательно, из (32), разделив обе его части на сое у=1/]^1+аа, с 
учетом (33) — (35), получим оценку

Q(r)~ ֊֊ log г—30 + g > ф при г_>+00։.
2« «г \4 2} 1+«’/
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Из приведенной оценки, заменяя в ней г через —г— * и

-учитывая, что 
/4 2 \

Q(—г----- Q(r) = O(l) при г —4-ос,
\ г. тс)/ 14- а։ '

окончательно найдем

Q (г)— 7՜ log г----- 1 . ° ф (г) > О (1) при г — 4- оо. (36)
2« 2 г

Таким образом, наше предположение о том, что /^const, приводит к 
оценке (36) и остается отметить, что последняя представляет собой отри­
цание условия (6). Достаточность доказана.

Необходимость. Пусть последовательность [q„I“ не удовлет­
воряет условию (6) и, значит, дополнительная к ней относительно N по­
следовательность {Pn}f удовлетворяет условию

lim | Р (г) — fl- —) log г +■ —— (г) I + 00 > (37)
г~ + - [ \ 2 к/ 2r )

где функция Р(г) соответствует последовательности {Рп}՜ по форму­
ле (4).

Построим нетривиальную и ограниченную на функцию класса 
Е (Q), для которой коэффициенты определяющего ее ряда (2) удовлет­
воряют оценке (5).

В силу леммы 2 достаточно построить функцию ф £Л/(Па) удовлет­
воряющую оценке (26) и такую, что

|Р(рЛ)=0, 4> (<?„)=£ О при л = 1, 2,---. (38)

С этой целью зафиксируем 7 £ (— тс/2. гс/2) и рассмотрим функцию
- р-Се'т /2С \

Лт(0 = П-----ехр(—cos* )•
я=։ + \рл /

Как отношение двух канонических произведений рода один функция 
Л7^//(П) и обращается в нуль только в точках р. е_/т, л = 1, 2, •••. 
Кроме того, рассуждая аналогично (см. [14], стр. 159) известному слу­
чаю, когда 1 = 0, для Ат получаем оценку

| Лт (Q| < exp {2 cos 7 P(|C|) ReC 4- ReQ для П, (39) 

где C, — некоторая константа.
Выберем теперь параметр 7 удовлетворяющим (1) и пусть 

С — log (14՜ Q = log,14՜ С| 4՜ iarg(14՜ С) — такая однозначная на П ветвь 
логарифма, что arg 1=0. Определим искомую функцию <р следующим 
образом:

Ф (х) = Лт (ze~J’) ехр {—2(1—ß/2r:) cos к ze~'T log(l-j- ze_/T)} для *£Па.

Из определения ф с учетом (1) очевидно, что Ф ^//(П,) и удов­
летворяет условиям (38). Чтобы доказать для ф оценку (26), заметим, 
что из (39) с учетом (1) следует оценка
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|ф (z)| < exp {(it — ₽/2) Ы 4 В (1*1) (л — ау)} для z = х = iy 6 П«, (40) 
где

в (г) =2 [?*(/■) — (1—₽/2 it) log г] cos’ 7 4 0(1) при г -> 4

Однако, заменяя в условии (37) г через г У14 а’ и учитывая, что 
Р{г У14а’) — Р (г) — 0(1) при г -> 4 оо, будем иметь

Йш_ { Р (г) - (1-₽/2it) log г 4 Ф (г /ЬН5)} < 4 оо.

Следовательно, из (40) получим оценку

I? (z)l О։ exp | (it — p/2) |y| — —) (x — ay) | для ,
I |z||/14a J

где C2>0—некоторая константа, и остается отметить, что она влечет 
оценку (26). поскольку х — ау •< |z| У 14 а’ и функция t -+ t՜1 [Ф (t) — 
— Ф(0)] не убывает на (0, 4 Необходимость доказана.

Доказательство следствия 1.1. Легко видеть, что усло­
вие (7) равносильно выполнению (6) для любой неотрицательной на 
[О, 4°°) функции ф, для которой справедливо (3) и t~l [ф(/)—ф(0)] 
не убывает на (0, оо). Следовательно, достаточность следствия 1.1 выте­
кает из достаточности теоремы 1, примененной к произвольной ограни­
ченной на Д“ функции класса £(Q) и мажорантной функции ф опре­
деляющего ее ряда (2), а ее необходимость доказывается аналогично 
доказательству необходимости теоремы 1.

Доказательство следствия 1.2. Легко видеть, что условие 
(8) равносильно. существованию такого числа 8о>0, что условие (6) 

удовлетворяется для функции вида ф (t) = (р 4 ео)-1 flog t, t^-1. Сле­
довательно, учитывая, что для произвольной целой функции конечного 
порядка коэффициенты определяющего ее ряда (2) при любом фик­
сированном е>0 удовлетворяют оценке

|/п|= О^ехр^-----П при п-*4°°. (41}

К •
можем заключить, что из достаточности теоремы 1, примененной д\я 
функции ф указанного выше вида с надлежаще выбранным ео>О, выте­
кает достаточность следствия 1.2.

Чтобы доказать необходимость следствия 1.2, отметим, что отрица­
ние условия (8) означает, что при любом е>0 не удовлетворяется усло­
вие (6) для функции вида Ф (О = (p4E)֊11 log t, f>l. Следовательно, в 
этом случае функция, построенная при доказательстве необходимости тео­
ремы 1, будет ограниченной на Д£ и нетривиальной функцией класса 
£(Q), а коэффициенты определяющего ее ряда (2) при любом фиксиро­
ванном е>0 удовлетворяют оценке (41). Теперь остается отметить, что 
из (41) с учетом произвольности 8>0 следует, что- порядок указанной 
функции не превосходит р.

Доказательство следствия 1.3. Принадлежность функции 
классу £р в терминах коэффициентов определяющего ее ряда (2) выра­
жается оценкой
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,,. л / / n log п \\
IM — О| ехР I-----------— ) ) при л — + оо,

\ \ р //
так что следствие 1.3 вытекает из теоремы 1 при выборе ф(/) = 
— р՜1 t log t, t 1.

Доказательство теоремы 2. Пусть целая функция f огра­
ничена на Д3 и определяется рядом (2), удовлетворяющим оценке (5) 
и условию (10). Докажем, что / const.

Предположим, что f =f= const. Тогда среди коэффициентов {/„)“ 
ряда (2) найдутся ненулевые. Положим fm, т > 1,— первый из них. 
Применяя к ряду (2) лемму 1 (при а = 0), построим соответствующую 
ему по этой лемме функцию ® = <fy

Образуем функцию

чФ, ») = ֊ [Ф W г6П°, К [0, *],

голоморфную по z, вещественную при 2 С (0, +°°) и удовлетворяющую 
с учетом (16) интерполяционным условиям

(—1)4 (Л ») = Re(flel\ j = 1,2,. -. (42)՛
Ясно, что

[<p(z. ։>)| <£ max (|tf> (z)|, |<p(z)|), z 6 П°, &(; [0, к]. (43)՛

Далее мы хотим применить к функции ф(г, 9) известную формулу 
Р. Неванлинны (см. [15], стр. 16). Пусть G(£, z)—функция Грина для՛ 
полукруга Dr П П", г >2՜', с полюсом в точке z. Очевидно имеем

g(Q <7 (С, 2՜1) = log I pip • • (44) ՛
I Ч Г | Ч X

Из этой формулы следует, в частности, что функция g(r) возрастает 
на (0, 2՜1) и убывает на (2՜1, г).

Применяя к функции <р (z + т — 2՜1, 9) и к полукругу Dr П П° в- 
точке z = 2՜1 формулу Р. Неванлинны (с учетом (42) при j=m), по­
лучим оценку

log |Re (/m ei&)| < — S g(x, (9)) +
V 

+J log |T (ft + m - 2-»)i {M +

—r 
x

* т i
+ r 2* J log|ф(rei0+ m—2՜1, 9)|{ |re«_2-ip ~ 

X
“2

“ I pe = - £a+ /1.» + A

где сумма берется по всем нулям т = ^(9)^(0, г), t=/=2 \ функции;
<р (z + т — 2՜1, 9) с учетом кратности.
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Интегралы Ji, а и Ji, » в (45) достаточно просто оцениваются 
сверху. Заметив, что it 4՜ т — 2 J£֊S при /£[ —г, г], из (17) и (43), 
полагая там г = it + т — 2՜1, С։ = log (С (т -- 2 ’)), будем иметь не 

.зависящую от & оценку

—Г

< JL f С1+Д~^2)|<1 dt = (1 - log г + О (1) при г- + ОО. (46) 

—Г
Аналогично, из (17) и (43) с учетом неравенства Йенсена имеем 

не зависящую от 6 оценку
.«■ 
т

/а, о<-----— J Ф (г cos 6 4՜ гп — 2 ’) cos 9 4֊ 0(1) <
Г X 

т

2 / ■’Г \<------- 'Ь | — г 4֊ /и — 2 1)4~0(1) при г —* 4՜ «j. (47)
к г ' ՝ 4 7

Далее несколько преобразуем и оценим сумму St(. С этой целью для 
т 0 обозначим через w (х, U) число перемен знака (см. [13], часть 
2, стр. 48) конечной последовательности {Re (// е'0)} при j £ [т, т 4՜ 
4՜ х — 2՜1], а через п (х, 0) — количество нулей функции ® (г, 0) в 
этом же промежутке (с учетом кратности). Очевидно, что

Г
S» = Jg(х)&)1» 

0

откуда, интегрируя по частям и учитывая отмеченное выше свойство мо­
нотонности функции g(x), получим

Г
£» = [[/«(x.O) -n(2-\ О)]|^(Х)|. 

(I

Применяя лемму 3 из работы [16] к функции ф(г, 0) и к максимальному 
отрезку I с целыми концами, содержащемуся в открытом промежутке 

(т, т 4՜ х — 2 ։), придем к оценке

п (X, &) - п (2՜1, &) > |: - 2-1| - W (֊., &) - 2.

Применив эту оценку при т^1, получим
Г

֊и J ( ю *0 - т + -у) 'dg (*)|- (48)
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Замечая теперь, что с учетом формулы (44) имеем 
г

J ( ~ \dg (■։)! = — log г + О (1) при г + ОО, 

1

из (45) с учетом (46)—(48) получим оценку 
г

log (Re (/m e/ft)| С ( w (т, &)| dg\— ֊ log г — — ф (^֊ r+m— 2-1)+5x(r), 
J 2 к wr \ 4 /

(49) 
где Bi (г) не зависит от & и B։ (г) — 0(1) при г -*■ + со.

Разделим обе части неравенства (49) на Л и проинтегрируем по v в 
пределах от нуля до я. Мы получим оценку

г
log |2-1 -fm\ < f /СО \dg (т)| — log г----- — ф (— г + т — + Вх (г),

J 2« хг \ 4 /

(50) 
где

Для интегралов такого вида в работе [16] (см. стр. 18) доказана 
оценка вида

/ (?) < о О = к՜1- 2 |шу4-1 — ш,|, [т, тп + т — 2՜1].

Поэтому из (50) получим X
Г

1о£ |2-1-/т| < ( г»(т)|</я(т)| —-----+ лп—2_Л + (г).
J 2 тс тсг \ 4 /

(51)
Несколвк» преобразуем интеграл (= У) в (51). Подставляя в нем 

значение функции g (?) по формуле (44) и учитывая (следующую из 
условия -С ") оценку V (г) = О(г) при г ֊♦ + «>, легко ви­
деть, что

Г

У = С d'c + О (1) прн г —♦ + со. 
и 
1

Отсюда, интегрируя по частям и учитывая определение о(т), получим? 
при г-»֊4-оо

У = 2 |Шу+1Т “֊ + 0(1), У€[т> т + г-241], 

так что
У = IV (г) + 0(1) при г -» + со. (52))
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Из (51) с учетом (52) заключаем, что

2V (г) — ֊log г---- + т — 2-А > 0(1) при г ֊* 4- оо,
2к кг \ 4 /

4 ,
откуда, заменяя г на —(г—/п4֊2 ) и учитывая, что 

те

(г — 771+ 2՜1)) - /V (г) ■= 0(1) при Г-> 4- OR, 

окончательно найдем:

N (г)-----— log г-----— 1> (г) > 0(1) при г —■ 4֊ сг.
2тг 2г

Итак, наше предположение о том, что f const, приводят к последней 
оценке, являющейся отрицанием условия (10). Следовательно, f = const 
вещественного ряда (2) при указанном в § 1 способе выбора аргументов 
и доказательство теоремы завершено.

Следствия 2.1—2.3 выводятся из теоремы 2 точно так же, как вы­
водятся из теоремы 1 соответствующие им следствия 1.1—1.3 в части 
достаточности.

Доказательство теоремы 3. Достаточность. Утвержде­
ние достаточности непосредственно следует из теоремы 2, поскольку для 
вещественного ряда (2) при указанном в § 1 способе выбора аргументов 
о>л очевидно имеем N (г) = Q* (г) 4՜ const, г 1.

Необходимость. Пусть последовательность cN не удов­
летворяет условию (10) с заменой в нем /V(r) на Q* (г) и, значит, до­
полнительная к ней относительно N последовательность |ря|Г удовлет­
воряет условию

lim J S(r) — (1 — ~Jlogr4- ֊ '? (r)| < 4г «>, (53)

где S(r) соответствует последовательности {gnjf по формуле (4). По­
строим нетривиальную и ограниченную на Л3 целую функцию, которая 

определяется вещественным рядом вида (2), удовлетворяющим оценке 
(5) и имеющим совпадающую с {vn}f последовательность перемен 
знака.

Пусть z -> log (I 4֊ z) = log |14- z, 4՜ i arg (1 4՜ z) — такая однознач­
ная на П ветвь логарифма, что arg 1 = 0. Образуем функцию

<? (?) = A (z) ехр 2^1— -֊-Az log (14- c)J , я£.П,

Рассуждая как при доказательстве необходимости теоремы 1, с учетом 
условия (53), получим, что функция ф удовлетворяет предположениям 
леммы 2 при а = 0. Следовательно, соответствующий ей по лемме 2 ве­
щественный ряд вида (2) с /о=ф(О) определяет ограниченную на 
Др целую функцию, удовлетворяющую оценке (5). Из вида (27) коэффи- 
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ииентов {/п}“ этого ряда видно, что они все отличны от нуля; более 
того, обозначая через n(t) количество членов последвательности 
fp„1" на отрезке [0, (]> будем иметь:

siXn/* = (-l)‘+e(*+։՜1)

и, значит ՜՜'Հ
Sign (АЛ-0 = sign(/*//*_։) = (-1)1+я (*+2-I)֊-(*֊2-J)>

•откуда следует, что последовательность перемен знака этого же ряда 
совпадает с последовательностью {vn} ". Необходимость доказана.

Вывод следствий 3.1—3.3 из теоремы 3 вполне аналогичен выводу 
соответствующих им следствий 1.1—1.3 из теоремы 1.
Институт математики
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Վ. Հ. ՄԱՐՏԻՐՈՍ ՅԱՆ. Միակության թեորեմներ ամբողջ ֆունկցիաների Տամար իրենց թեյլոր- 
յան գործակիցների տերմիններով (ամփոփում)

Ներկա 4սջխատան-քոս1 ընդհանրացվում Աւ ուժեղացվում են [7]-ում ձևակերպված անհրա­
ժեշտ֊ բավարար բնույթի արդյունքները անկյան վրա սահմանափակ ոչ տրիվիալ ամբողջ ֆունկ­
ցիաների գոյության մասին իրենց թեյլորյան գործակիցների տերմիններով։ Ւեյլորյան գոր­
ծակիցների հաշվի աոման տրադիցիոն եղանակների (բացթողումներ, նշանափոխոլթյո։ններ ) 
հետ միասին աշխատանքում, հավանաբար .առաջին անգամ դիտարկվող հարցերի շրջանակում , 
բացահայտ -ձևով գտած Ւ, այդ գործակիցների արգումենտների ազդեցությունը (տես թեորեմ 
2-Ц),

V. A. MARTIROSIAN. Unique nett theorems for entire function։ in ter mt 
of their Taylor coefficient! (summary)

The present paper generalizes and strengthens the results of [7] [of necessary 
and sufficient nature shout existence of hounded within an angle entire functions in 
terms of their Taylor coefficients.
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