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П. 3. МКРТЫЧЯН

ОБ ОДНОМ ВЫРОЖДАЮЩЕМСЯ КВАЗИЛИНЕЙНОМ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ, ВОЗНИКАЮЩЕМ 

В ТЕОРИИ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

0. Введение и постановка задач

В настоящей работе рассматривается уравнение

ut ~ £ §~(и‘ =f(x, f). (0.1)
1=1 uxl ‘

Для него доказаны теоремы о разрешимости задачи Коши и второй на­
чально-краевой задачи.

При этом предполагается, что li ^-1, 3,
£)/ = (mz— 1)’— Z/(m, — 1) — Z< (Z/— 1) > 0, г = 1, 2. (0.2>

а величины |AZ| = |Z2 —Z։|, |Дт| = lm2 — т,| достаточно малы.
Сформулируем доказанные в работе утверждения в виде теорем.
Рассмотрим уравнение (0.1) с начальным условием

и (х, 0) = (х) > 0, х = (х։, х։) С R1- (0.3)
Теорема 1. Пусть mt 3; |Д/{, |Дт| достаточно малы 

.имеет место (0.2); функция f (х, t) > 0, (i, tj^Rr = R3 X [0, TJ, 
ограничена со своими производными по х; функция ф (х) 0
■такова, что tf*11"4 |ф | С։, где

I

€ (ai» aj)> “։ = ai + AZ, С։ = const 0,

(2 Z, ֊ 1) (m, ֊ 1) + 1 z, (m,-2) + (-1)* D\n

a* =--------------------------------------------------------------------mu k = l, 2. (0.4)
2 (m, -l)’+y (m,-2)3

Тогда существует решение задачи Коши (0.1), (0.3) а (х, Z) 0,
С(/г։г), И'/Ч |а I < Съ и? и, $ £։ (G), 8 > 2---- + 1,

d mt — 1

С։ = const > 0, G —произвольным компакт, содержащийся в Rr, orr 
ределенное как функция, удовлетворяющая (0.3) и интегральному 
тождеству

Л~ u7h + У, 2<их TJJC — /’ll dx dt = — f гп) dx »(0.5)-
7=1 ,l ‘ J Jo
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2? = R3, От ~ Пт,. выполняющемуся при любой финитной по х функ­
ции С' (Кт).

Рассмотрим теперь уравнение (0.1) в цилиндре От — 2 X [0, Г], 

2 = {х = (х„ х։): X£ (М՜, М+) X (М՜, М+)К

где некоторые числа, 77?Л//՜, с начальными и граничными ус­
ловиями

и (х, 0) = <р(х) >0, х£2, (0.6)

= 0. 2- (0.7)

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1 с той лишь 
разницей, что функции <р и [ определены при х £ Й. Тогда существует ре­

шение задачи (0.1), (0.6), (0.7) и (х, 2)^0, и£С(<2т), и1

с = сопз! >0, и? и/ (От), ₽ >2---- - —г- 4- 1, определенное какт{ — 1
функция, удовлетворяющая (0.6) и интегральному тождеству 
(0.5) с Р = 2, От = От, выполняющемуся при любой (От),

Уравнение (0.1) описывает движение жидкости в пористой среде. 
Оно является параболическим и вырождается при и=0 и и.г=0.

В работах [1, 2] изучалась первая начально-краевая задача для 
уравнения типа (0.1) соответственно с одной и многими пространствен­
ными переменными при Ц = I, т1 = т.

Настоящая работа наиболее близка к работам [3, 4], в которых изу­
чалась задача Коши для уравнения (0.1) с одной пространственной пе­
ременной*.

Следует, однако, отметить, что результаты настоящей работы не 
есть тривиальное распространение результатов [3, 4] на двумерный 
случай, поскольку при оценке градиента возникает принципиальное раз­
личие по сравнению с одномерным случаем, заключающееся в том, что 
в одномерном случае в точке максимума функции ю -=и։|иг|т из ус­
ловия шх = 0 можно выразить ихх через и и их, тогда ках в двумер.- 

2 .
ном случае в точке максимума функции го = £ и< |их | из условий 

1-1 1
= 0, / = 1, 2, можно исключить из рассмотрения только две из 

трех вторых производных. Это обстоятельство и заставляет нас нак­
ладывать условие (0.2), которое в одномерном случае не возникает. 
Отметим также, что показатель а в двумерном случае несколько ху- 

ч /(/-1)т\же (больше), чем в одномерном случае (---------- -— I •
\ т — 1 /

Основным этапом доказательства теорем 1 и 2 является получение 
оценки градиента

* Мы приводны только работы, содержащие теоремы существования. В частно­
сти, не упомянуты .работы А; С. Калашникова и С. Н. Антонцева, в которых иссле­
дуются интересные и важные качественные свойства .решений уравнений типа (0.1)..
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2

2 Ч '< Mt- (0.8>

Именно при получении оценки (0.8) приходится накладывать самые силь­
ные ограничения на структуру уравнения: условие >(0.2), о котором уже 
говорилось, и условие малости | Д/1, | Ат |.

Для лучшей наглядности мы сначала получаем оценку (0.8) при 
/1 = 4, т\ = т.2 (п. 2), а затем (п. 3) рассматриваем общий случай. При 
этом мы позволили себе не выписывать условия малости |Д/| и | Ат | в 
явном виде ввиду их громоздкости.

Нам приходится доказывать классическую разрешимость вспомога­
тельной задачи (1.1), так как для нее нарушены некоторые из условий, 
при которых в [5—7] для широких классов квазилинейных параболиче­
ских уравнений установлена классическая разрешимость основных на­
чально-краевых задач.

Мы рассматриваем случай 4^1, поскольку, с одной стороны, при 
/,< 1 оценка градиента получается проще, с другой стороны, при вклю­
чении этого случая в данную схему доказательства пришлось бы прибег­
нуть к некоторым дополнительным рассмотрениям

Условие вызвано тем, что при доказательстве классической
разрешимости задачи (1.1) нам нужна двукратная дифференцируемость 
функции а, (и, р}) по рг При т 3 это. бы нас заставило прибегнуть- 
к более сложной регуляризации. Мы предпочли пожертвовать общно­
стью ради простоты.

1. Оценка минимума и максимума решения вспомогательной задачи:

Рассмотрим в цилиндре 0г, определенном в п. 0, задачу 

2 д
и' “ 2 лГ а1 ("> °х.) = Кх> *)> 

1=1 их1 1

и (х, 0) = <Р (х), (1.1)

= 0,

где at (u, pt) = 4֊ |U|Z/ [рр՞1' 2 Pl, <f (х) > е > 0, 0 < v < е*», 

своих

U + тп{ — 2
т1 — 1 , / (х, () 0, <р и / — бесконечно гладкие функции

аргументов, ®Д. =N± — 0, = о, i= 1, 2.

(В п. 6 мы будем такими функциями аппроксимировать ф и / из ус­
ловий теорем 1 и 2).

Пусть и (х, — решение задачи (1.1) из С2'1 (От), т. е. и, и ,
I

ио С «М Легко показать, что и (х, /) ^-е.

Действительно, умножая уравнение из (1.1) на и (х, t) = min (0; u—е) 
и интегрируя по Qt = S X [0, f], получим
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| и1 dx + j* j У, а, (и, их) их dx dt = ^/и dx dt < 0, 

А,(/> о А, (О “ Q,

где Л. (0 = (х£2:и(х, 0 е}, откуда следует, что тез А, (!) ■= 0
при любом I £ (0; Г], т. е. и (х, 0 е.

Для оценки функции и сверху применим классический принцип макси­
мума. Запишем уравнение в виде

։ [ да. да, 1
U( — У I Я~ их х + — и - /, ' ' du /1

полагая v = ue-u, >֊ 0, получим
։ I да. да.

еи «/ ֊ еХ/ £ | «х,х,+ ֊ «х, + >■ v ех/ == f.

Заметим, что v (х, 0) = и (х, 0) = <р (х).
Пусть (х0, to)— точка максимума функции v, лежащая вне ниж­

него цилиндра Qt- Тогда vf (х0, t0) > 0, г (х0, f0) = 0, х (х0, f0)<0 

(заметим, что в силу граничных условий (1.1) это справедливо и в 
том случае, когда точка (х0, t0) находится на боковой поверхности 

цилиндра Qr). Имеем

v (х0, /0) < / (*о> {о) — e“v < * max_ /, 
'• А (х. oec?r

max v (x, 0 C max {max ® (x); — max A ,
(x, oed? Ixeu՜ X (x, J

max u (x, 0 < inf exr max {max ф (x); —- max / j •
(x. ntQr x>0 Lea A (x, neQr

Таким образом, доказана оценка

е -С u (х, 0 -С М, (1’2) .

где М не зависит от е, ч, .

2. Оценка градиента решения при /,=/,= I, т, = т2 — т.

Пусть /1 = /а = I, mi = ma=m и и— такое решение задачи (1.1), 
■что иг и, Т , £ C(Qr). Функцию и с помощью зеркального отражения 
от боковой поверхности цилиндра Q/ (напомним, что 2—прямоуголь­
ник) можно продолжить сначала на смежные с Qr и равные ему ци­
линдры,՛ а затем таким же образом—на весь слой Л2 X (0, Г]. Ана­
логичным образом продолжим функцию / на слой /?аХ(0, Т), <f на R2.

Ниже функции и, f и <р будем считать продолженными таким образом.
Легко показать, что функция и будет удовлетворять уравнению из 

(1.1) в слое /?’Х(0, 7] и начальному условию и (х, 0)=ф (х) ДАЯ всех 
х £ /?’, При этом нетрудно проследить, что продолженные функции 
и, f и «р будут обладать гладкостью, необходимой нам в дальнейшем.
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Введем обозначения: |иХ1|т + |иХ։|т = «» = о>» а 0.
2

Применим к обеим частям уравнения из (1.1) оператор т и* X

и воспользуемся очевидными соотношениями

2 _ 2Л1—2 __и, и, „ V, = у 1«е—2 и и*к ■
V, = т |иХ4|‘

2

= £ (»»1%1"՜2 % + т (т - 1) |их1т՜2 и2

т, = и*а, 4֊ а и*՜1 V и, = и“ и, 4՜ а и*՜1 *1‘

V}

4^4 [*=1УХ(
1 V иг,

I

ш , _ = и® у. _ 4֊ 2 а ц* * и V. 4՜ а (® — 1) и*՜2 V и2 4՜ ® « и“՜1 и, _. ГI Г1 I I Х1 х( х.

Получим 

да, да, да.
Ш,— Я—-----— Шх + т <т ~ 1) и* А~ IйX |т՜2 ихх +1 др, х[х1 ди I дР, хк' Х1ХХ

да, . да. д2а,
4- 2 « и* 1 V и 4՜ ® (« — 1) и“՜2 V и2 — и и* V —Х1 др1 Х1 др1 Х1 др2 Х1Х1 Х1

д2а1 , д2а1 д2а1
— тти -г—и —ты —— и------г—5— и и* V ==

др, ди Х1 ди2 I ди др, Х1 х[

=/ тил |и Iя*՜2 и 4՜ а / в*՜1«. (2.1)* « *

Здесь и всюду ниже, если не оговорено особо, мы опускаем знак суммы 
по повторяющимся индексам.

Пусть (х0, /0)—точка максимума функции то, причем 0. Рас­
смотрим равенство (2.1) в точке (х0, 10). Очевидно, ш.>0, —ш__>

II
0, = 0. Сначала предположим, что одна из компонент градиен­

та, например, для определенности иХ։, равна нулю. Тогда из условий
л и2х

= 0 получим, что иХ1Х> = 0, иХ։Х։ -- ------------- г-. Воспользовавшись

этими соотношениями и отбрасывая первые три неотрицательных чле­
на из (2.1), легко получить

- « (1 + ֊'Ь и-2 КГ4 2 4֊ (т - 1) О'+«֊։ 1» |։т < 
\т/ *
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Аналогичное неравенство получим для их, если их> (д0 /0) = 0.
Пусть теперь иХ։ (х0, (0) 0, их> (х0, /0) =£ 0.

Тогда из условий ш, = 0, / = 1, 2, определим:

к + i. (2.3)

Исключая из (2.1) с помощью (2.3) вГХ։ и ихл и отбрасывая первые 
-три неотрицательных члена, после некоторых преобразований получим 

___ 120 — |к 1т 2 .
п*-2 —--------х £ -г- (т 5 + а)’ - и^а (1 + —А +

т 1 = 1 1вж/1 1 = 1 1 \ т /

-J- и*՜2 w (т — 1) [тп (т — 1) £2 -I- m (Z 4- а) ? 4- ха]| С 

т / и® и |т՜2 и 4- а- / и*՜’ о, (2.4)
* * л

и и_ , т — 2 т
где 5 =----- . х։ = - а’-----------------4֊ (3Z-1) а------------- --  I (I - 1),

их, их. т тп — 1
откуда очевидным образом следует неравенство

— v« (— 4՜ l՝) и՜3 w V и2 4՜ и1՜՞՜' w3 (т — 1) х3 ֊<
X т ' i±i 1

< т fx и՝ |вх Iя*՜2 их* 4- а / и՜1 ш, 12.5)

1 т ■тде х3 = ха------------------ (Z а)а. Подберем а так, чтобы xt>0, х3 >0
4 т — 1

гл п г /(I — т I т \ 'Очевидно, х։ > 0 при а £ f------ ----- — > ----------- I •
\ т — 1 771 — 1/

Неравенство

X, = —L- а» ( 4- (т } +
771 — 1 I \ 771 4тИ /

4֊ а [(2/— 1)(тп— 1) 4-֊- z (77i-֊2) j- 77iZ(|-Z - 1 ]}>0

разрешимо при условии (0.2), и его решениями являютсяа £ (ар а2), где 
а* и а’ определены (0.4).
Поскольку х։ — х3 == [а (т — 2)—1т]г/4т(т — 1) > 0 при л=^=1/ 
/ (т — 2), то (Z — 1) тп/ (m — 1) <С «J <С < (тп/ (тп — 1).
Тогда из (2.2) и (2.5) легко получить неравенство

И*3 -С Ci [՝՛' U“fl ш max IAI ц?։ w 4~та^_ / w], (2.6)
(X. ntQr и» 06Qr

Ct = const >0, Pi = I — a —-----— > p։ = 2— Z4-aflH------•
771 \ 771 /
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р;։ = 1 — I 4՜ а. Легко показать, что ?։, 0.
Из ограниченности со (х, 0), неравенства (2.6), а также в силу выбо­
ра ч следует оценка

шах^ ш (х, /ХЛГп (2.7).
(х, П€<?т

равномерная по 8 4 е0. Из (2.7) следует оценка
а

шах_ |их| < М2 е ”. (2.8)
(х, 0€«т

3. Оценка градиента в анизотропном случае

Пусть теперь Ц = I, тА = т, 12 — I 4՜ Д/, т2 = т 4՜ Дтп.
В этом пункте мы по возможности кратко покажем, как получиты 

оценку, аналогичную (2.7), в предположении достатчной малости |Д/|,. 
|Дт|.

Положим ик = |пх*| *, <шк = и“* ук, со = ад, -г со։, причем будем։ 

считать, что — а, = /։ — а2 = д.
Тогда, подействовав на обе части уравнения (1.1) оператором

«41 Iя**՜’ ₽
тк и *|ах | их , получим

<?а. да. а. да. .тк~2
го,— %— со---- — го + тк (тк — 1) и — ,и и2 4՜

др1 Л1Х1 ди ւ * к պ>է * х1хк

«ь— յ • • да. ։4—շ да,
+ 2 Я* и --- их 4՜ я» (я* — 1) и Юк X—- и- —‘др, х, кдр, Х1

д'1 а, «4 д2а,

*к ^а1 ^а1 «4
— т.н и. —— и_ — ч ч их и укх =

* диг I дидр1 Х1 ХХ1

= /х^тк ик \их\" к 2 иХА+/я4 и՜1 «о*. (3.1)

Рассмотрим (3.1) в точке (х0, /0), 0, максимума функции о?.
Сначала предположим, что Ук (х։, (0) = 0. Тогда для другой 

компоненты и)х — 0, у = 1, 2, из которых следует, что иХ1г = 0,.

а, °х/

их<х. — т I к, получим неравенство, аналогичное (2.2)

(а/ \ Я1 т +2 I 4-а — 214-—^ И |ц^| 4- и |иж\ ‘ (т։ — 1) х' <

< т1/х^и1 |иг<Г‘ ’ «*' ՝ г’р ։ ¥= Л (3".2>
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{здесь по i не производится суммирования), где

ml — 1 / тп2
* = ---------- ( h------------- 5-------“т* ml \ mt — 1

-

>/֊1 /
Пусть теперь v{ (х0, t0) =£ 0, i = 1, 2. Тогда, исключая из (3,1)

с помощью соотношений wx =0, i = 1, 2, 

получим неравенство, аналогичное (2.4):

+ mt (mt

производные игг, и.г, — 1—1 *1*1

u՜2
m2 - 1 42Z 
--------------- I 5 m. w -mL wL \ J J

2 \’

+ Sа*w J

mt — 1/ т1 — 1 wz и\
®i — а/ V

+ X и2 шАа* (—2 а( + а* —1)1-^
Л *=1 1 1

2 
+ и’՜2 Ё {[т (т — 1)’+ а2.] Е’+ [т (т — 1)(/-|-а) + 60] £ 4-

I. /=1

+ (т — 1)х, + с/;) < т^х и * |н, | их 4֊ £ а* 1 и՜1 (3.3)
*=1 * к * »=1

где а2у, 6//, с2у—некоторые выражения, зависящие от I, т, Ы, &т и 
стремящиеся к нулю при М -* 0, Дтп -»0; а = оц = / — д (напомним, 
что I = 1и т — 7П1); х։ и Е—те же, что в (2.4). Тогда при достаточ­
но малых Д/ и Дтп из (3.3) получим

- с։ а՜’» У их ш 4՜ и’՜2 ш’ (тп — 1) (*з — с?) < 
1-1 1 - ,

2 «. тк —2
° 1пх । “х (3.4)

4-1*4 *

где с։ = const >0, d = d (I, m, Ы, Дтп) -» 0 при Д/ -» 0, Дтп -» 0: 
х։—то же, что в (2.5). Теперь, если выполнено условие (0.2), то при 
достаточно малых Д/ и Дтп найдется a£(aj, a’) такое, чГо х3>0, х£>0, 
х'=1, 2. Тогда из (3.2) и (3.4) и ш (х, 0) С получим оценку

тах^ w (х, (3.5)
(х.Оеет

равномерную по е е0. Из (3.5) следует

* *1
шах |ux| < е , ։ = 1, 2՜. (3.6)

(х. oeQr '

4. О разрешимости задачи (1.1)

Оценка градиента является основным этапом доказательства разре­
шимости задачи (1.1) в пространствах Гёльдера. После ее получения 
процедура аккуратного применения принципа Лере-Шаудера с точным 
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указанием пространств может быть проведена аналогично тому, как это 
делается в [5, 6, 8]. Мы ее опускаем, отметив, что бесконечной гладкости 
функций Ф и / с той гладкостью, которой обладают функции ар (Ц>Р/)» за" 
ведомо хватит, чтобы обеспечить гладкость решения и, используемую а 
пп. 2 и 3 и ниже.

Укажем также, что в качестве однопараметрического семейства ли­
нейных задач следует взять

2 <?а/ (п, их ) да1 (а, их)

~I ~^г՜ +ч I - ’ >■
V (х, 0) = Т <Р, юх\^ = л+ =0, / = 1, 2; т £ [0, 1]; их\ _ =0.I х(

При т = 1 задача определяет нелинейное отображение V — Т(а). Ре­
шения уравнения их — т Т (их) являются решениями задачи (1.1), где 
вместо / и <р стоят, соответственно, ■։/ и т<р, и потому для них в силу 
(1.2) и (З.б) справедливы оценки 0 ■< и՜ < М, |и^| < М', равномерные 
по т.

Строгим доказательством существования неподвижной точки отобра­
жения Т(и) (.в подходящим образом подобранном пространстве) может 
служить почти дословное повторение рассуждений, приведенных при до­
казательстве теоремы 1.3 гл. 2 [6].

То обстоятельство, что в [6] рассматривается первая начально-крае­
вая задача в области с гладкой границей, а мы рассматриваем вторую 
начально-краевую задачу в области с угловыми точками, не имеет ника­
кого значения. Дело в том, что гладкость границы используется только 
при получении необходимых априорных оценок у границы. Нас же возмож­
ность продолжения функций за пределы С}т с помощью зеркального от» 
ражения избавляет от дополнительных рассмотрений в угловых точках.

Отметим также, что для доказательства необходимой гладкости ре­
шения V задачи (4.1) в угловых точках можно прибегнуть к тому же прие­
му продолжения функций и, «, / с помощью зеркального отражения от 
боковой поверхности цилиндра <2Г на весь слой /?2Х(О, Т). Действи­
тельно, тогда продолженная функция V будет решением уравнения из 
(4.1) во всем слое Г] и все необходимые оценки в угловых точ­
ках цилиндра 0,т получаются совершенно так же, как во внутренних 
точках.

5. Интегральные оценки и н и. 
I к

Используя оценку (3.5), теперь легко получить интегральные оценки 
и, _ и и... 

Гк

Пусть р > 2------ - —=----1-1, д > 2? + // -|- т,, ։ = 1, 2,т. — 1

2'—некоторая подобласть области 2 (возможно 2 = 2'), :(х)€С’(2), 
0 -С С (х) -С 1> ч (х) — 1 при х£2'. Умножим уравнение из (1.1) на
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2
— X и? (^’ и₽ UX Ъ и проинтегрируем по QT. Произведем дважды 

*=1 * * • •
интегрирование по частям, замечая, что в силу граничных условий 
интегралы по боковой поверхности равны нулю. Пользуясь оценкой

|и и. , и, и | < 8 и’ и* Н—— и’ , 8 О, 
xkxi * xi xixk 48 к xi

и учитывая (3.5), получим

У, J[v 4֊ и ‘l |urJ ‘ ] и® u^^dx dt < с։ Т mes АГ;, (5.2) 

Qr

тде Qt = 2' X [0, 7*], At — носитель С, с։ зависит от q, (3, Ц, mi, 
«пах |fx|, max/, max |СЛ|, max |СХЖ| и Мх из (3.5)

Получим теперь оценку Ut. Для этого запишем уравнение из (1.1) 
в виде

а гда, да, т 
■'“йк“'л+Г«ч]+л ■

умножим его на и?, возведем обе части в квадрат, проинтегрируем по 
Q'T, тогда в силу (5.2) получим

J u^ u2t dx dt -С ctT mes IQ, (5.3)

«т
тде с։ зависит от тех же величин, что с։ в (5.2).

Нвконец, умножая уравнение на Си и интегрируя по Qt, получим 
оценку

f У [v + и J 1их I ] <& Й < с3 7 mes К;, (5.4)
J 1=1 1 1

QT

тде с3 зависит от тех же величин, что и Сь’Сг. ✓ '

6. Предельный переход

Полученных оценок достаточно для того, чтобы совершить пре­
дельный переход по е->0. Мы его проведем подробно только для задачи 
Коши, поскольку для начально-краевой задачи он проводится совершенно 
аналогично с той лишь разницей, что не нужно устремлять к ± 00 чис­

ла М՜.
Пометим в (1.1) все функции индексом а: а), и՝, <р*, /’, V = а?։, 

| щ__ 2
8 >.--------- —----- , I — 1, 2. Будем считать, что числа /V/ тоже зави-

т, — 1
сят от е, причем Вт ТУ* (а) = ± ос, г = 1, 2.
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Пусть функции <р* (продолженные на все R1) при е-»֊ 0 сходятся 
равномерно на любом компакте к функции « из условия теоремы 1, 
причем (?*)’' т‘ |®^| равномерно ограничены по ։ < £0.

Функции /'(продолженные на равномерно по е в0 ограни­
чены вместе с производными по х и при е—0 сходятся в на любом 
компакте из 7?т к функции / из условия теоремы 1.

Возможность построения таких последовательностей ф' и /'по 
произвольным функциям ф и [ с указанными свойствами очевидна.

Оценки 0 < и < М (см. (1, 2)), (3.5), (5.3) и (5.4) равномерны по е.
Пусть 2*, к = 1, 2,-՛— последовательность бесконечно расши­

ряющихся компактов в R2. Зафиксируем произвольный номер к. Из 
(1.2), (3.5) и (5.3) следует, что для функций (и* )1+3 равномерно ог­
раничены нормы в анизотропном Соболевском пространстве В7! _ 2 
<&), <2* = 2* X [О, Г], которое (см., напр., [9]) компактно вклады­
вается в С Из (5.4) следует; что семейство {(и'),։/я։' а^} слабо 

компактно в (С?*). Выберем для каждого к сходящиеся последо­
вательности, а затем с помощью диагонального процесса построим 
последовательность (и,} (индекс / будем опускать) такую, что и* —» и 

сильно в С (С) при е—»0, (а՛ )։</т' а^-»֊ и‘1т1 их^ слабо в £ОТ/ (С), (а*)₽ 
, т{—2

а)-»-ир а, слабо в (С) (и*')1' /|п^| и*х слабо в Ьп'((л), т\= 

т1т/ — 1, где С—произвольный компакт из
Очевидно, что и (х, /) > 0, а (х, 0) = ф (х). Докажем, что функ­

ция и будет решением задачи (0.1), (0.3). Для доказательства при­
меним известный метод монотонности (см., напр., [5, 8]).

Умножив уравнение из (1.1) на гладкую финитную по х функцию 
р (х, #), интегрируя получим

Устремляя г к нулю, получим

dxdt= — j и՝ т) dx\o. (6,1) 
я*՜

f [ — и V, + У Li и 1 Г1Х — / 1? 1 dx dt = — пт; rfx| . (6.2) 
JI /=1 *' J

d1

Положим a = max (a —3, 0], 3 0. Очевидно, в си/ьу (3.5) и (5.3), в
(6.2) можно положить т) = аС(х), где С 0—гладкая финитная функ­
ция. Устремляя теперь о к нулю, пользуясь тем, что ut = ut, иХ1= uXi 

при и 8, ut = 0, ux =0 при и 3,
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в силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега получим*

(ахС 4- ) —/ и С лл" -2 У 

/?
и։: ЛсГ. 

О (6.3).

В силу монотонности функций а) по р, для любой гладкой функции: 
£ (х, 0 имеем

0 < [ (а) (и*, и‘х ) — а* (ц‘))(и*х — ) С </х Л =
1=1 Л ‘ 1 I ‘

4
= У а) (и*, и\) С и\ — а* (и‘, а^.) С — 

/ = 1^1 I Г I 11

4 /
- а; (и*, Ц) С (а^ - Ц) j <1х Л.

И> (6.1) с ■>} = С и'

У I а} (а*, и*х ) С и‘х <1х Л = 
/=։ и г <

4
= У |/“и* — £ а] (а*, их) Сх а* »/х <11—

4
-1- |(а«)Ч</х|оГ. 

R'

Тогда, устремляя е к нулю, получим

+ и‘‘ 1Ц1 ‘ \ ~ Ц)]} Л՜

Л1
откуда, в силу (6.3)

2 С 1.1т. . т - 2
2 .](«' '/./-^1^1' Ц)С(Ч֊Ц)^Л>0:

!^Т

’Аналогичные приемы испольвовались ■ [10, 11] при рассмотрении соответствую^ 
1цнх вллиптических уравнений.
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Теперь, как и при доказательстве (б.З), положим ; = и + л т; (х, *), 
где т) — произвольная гладкая финитная по х функция, X = const > О, 
затем устремим о к нулю и, считая С = 1 на носителе tj, после деле­
ния на А получим

т — 2
ս'|ս +Хт) I (и Xт) ) т) dx dt 0. 

I I l I I

Устремив а к нулю, получим

(u 1լ1ոէ։ Li — ul |ux I ux) fix dx dt > 0.

4
(6.4)

Поменяв т) на —т), заключаем, что в (6.4) имеет место равенство. Но 
тогда в силу (6.2) функция и удовлетворяет интегральному тождеству 
(0.5). Теорема 1 доказана.

Как уже отмечалось, теорема 2 доказывается аналогично. Только 
нужно считать числа не зависящими от е. Более того, оставляя одно, 
два, три числа из постоянными, а остальные устремляя к бесконеч­
ности при е-+0, можно доказать разрешимость начально-краевой задачи 
в ЙХ[0, Г], где й—полупространство, четверть пространства, бесконеч­
ная полоса, полуполоса.
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Պ. ft. Մ^ՐՏՉՑԱՆ. Ոչ ստացիոնար ֆիլտրացիայի տեսությունում աոաչացալ մի վերածվող
քվազի գծային պարաջոլական հավասարման մասին (ամփոփում)

2 д t 'ո ֊շ
Ա1~ Տ 5Z ' KJ “х.)=/(х> О

Z-i UXl 1 1

հավասարման համար ստացված են թեորեմներ Կոշու և երկրորդ սկզբնա֊եզրային խնդիրների 
լուծ ելի ութ յան մասին է

P. Z. MKRTYCHYAN. A degener ate quasiltnear parabolic equation aritlng in non 
etatlonary filtration theory (summary)

Solvability theorems for the Cauchy and second initial-boundary value problems 
for the equation

2 Ժ z —2 ’
ut - Ճ fa՜ (« ' l“x I «x ) = / (*> 0

I —1 UXl 1 i

are proved.
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