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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. А..АКОПЯН, А. А. СААКЯН

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИИ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

В этой заметке вводится шкала систем дифференциальных уравнений, 
включающая (при l=k—1) систему, рассмотренную в [1]. Для систем 
этой шкалы доказывается теорема о существовании и единственности. 
Затем приводится рекуррентный метод решения таких систем. Далее 
описывается выбор независимых начальных условий, основанный на соот
ветствующем выборе, данном в [1].

Пусть

(х՛,---, х"}сЛ*\{0|.

Фиксируем целое число I, 0 % I < dim <5¥_>, где <ЛГ>:=лин.. 
обол. {X}.

Обозначим

Y = Y(X)=Y։(X) = \YcX; dim <Х\У>=/, ГП<Х\У> = 0),.
Z = Z(X) = Zi(X) = 'Zc=X; dim <JT\Z»Z). ’

Заметим, что 0 £ Z\Y при Z<dim<^O> и 0 £ Y\Z при Z=dim<A^>.- 
Выберем ^.-аффинное подпространство R такое, что

dim L — к — l — l; dim {L П <\4>| = 0 уД сХ, dim <A> = Z 4֊ 1 (1)
(dim В 0 означает # В: = мощность В=1).

Пусть Лу = П Dy, где Dy—производная по направлению у, т. е.-

grad/(точка—склярное произведение в Rk. при У=0 пола
гаем Dy f=/).

Рассмотрим систему

Dyf=<?r, KCY (2).

с условиями согласованности правых частей

Dy^y<?y=Dy^y’fr., Y, Г6У. (3)

Начальные условия для системы (2) пока будем задавать с помо
щью некоторой функции V:

Dzf(x) = Dz Т(х), x^L, Z^Z. (4)-

Естественно, заданные функции ф у, $ предполагаются достаточно глад
кими.
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Заметим, что в случае I = (Пт<Х>усАО>вия (3) и (4) отсутствуют, 
а система (2) состоит из одного (решенного) уравнения:

/=<РЯ-
Справедлива следующая
Теорема 1. Система (2) с условиями согласованности (3) и с 

начальными условиями (4) имеет единственное решение.
Нижеследующая теорема играет решающую роль з доказательстве 

теоремы 1 и содержит рекуррентный метод решения системы (2).

Для УсХ, длт<УС'\У> = 1 положим Фк = £> _ где у;
к

: = У \ <Х\ Г>, т. е. У, Г с У.
Теорема 2. Пусть АсХ, с11т<^Д^>= # А = 1 4- 1. Функция 

/ является решением системы (2) с начальными условиями (4) тог
да и только тогда, когда { удовлетворягт системе

£։у/=Гу, у^А (5)
с начальными условиями

/(х) = ЧГ(х), хбД (6)
где Еу удовлетворяет разветвленной системе

Оу Г, = Ф{,>иу, УС У(Х\|у|), (7)
с начальными условиями

Ог (х) =--■ £>ги{ (х), х££, 2£ 2 (Х\|^)). (8)

Доказательство теоремы 2. Пусть / является решением си
стемы (2) с начальными условиями (4). Определим функции Еу, у^А 
равенствами (5). Тогда ввиду того, что 0 6 2 (/<^сНт<^Г>) и 2 (; 2 (X \ 
\(у}) эквивалентно 2и |у| £ 2, имеют место начальные условия (6) и (8). 
Для ¥(Х \!#}), обозначая У" = Уц {у], имеем, что

Оу Еу — Оу / = О ъ = фу.
Г у.

г. е. Еу удовлетворяет системе (7).
Пусть теперь / является решением системы (5) с начальными усло

виями (6), где Еи, у £ А—решения систем (7) с начальными условия
ми (8).

Докажем, что Г является решением системы (2). Для любого 
У С У имеем, что УпА=*=0, так как <11т <Х’Ч У> = I. Пусть у С. 
^УЛЛ, тогда У \ !у| £ У(Х\|^}) и в силу (5) и (7)

Оу/= Оу/Ш /"у = (1>; ;и(։'х <>}) = ?,-

Теперь проверим выполнение начальных условий (4). При 2=0 
(4) совпадает с (6)

Если 2^2 и у^2{\А. то 2\{^} £ 2 (Х\ [у |) и согласно (5) и 
(8) находим, что

Ог/(х) = Еу = Ог ЧГ(х),х
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Остается рассмотреть случай Z-Z, Z=j=ÇQy Z{}A — 0.
Пусть Z=. |z} (J Z'. Предположим, что £ = х°Ч-£о, где x'^L и 

A„ — линейное подпространство R*՛ ■ •
В силу (1) имеем следующее прямое разложение

Rk = Lo$<A>.

Следовательно плучаем, что

Х = хо + £ Ххх, lx£Ry

и тогда , ......

Dz *= Dz v՛,!,՝, + X *֊ж Dz-\J\x} , 
.тел

причем >х = 0, если {x}U Z'~Z, так как в этом случае dira <^(Л\ 
|xj)U (։|> = /.

Вышеуказанным разложением рассматриваемый случай сводится к 
доказательству равенства

Dz. /(х) = Dz. W (х), х £ L;

при Zoc:Lu, что очевидно ввиду (6).
Теорема 2 доказана.
Доказательство теоремы 1 проводим индукцией по n=# X. В слу

чае # X = dim <Х> = / + 1 система (2) сводится к системе

Dyf=fr ykX

с соответствующими условиями согласованности

Dy fy = Dj <ру., у, у'^Х

я с начальными условиями

/(х)=4-(х), xÇ£.

Пусть М: = <^Х>. Для фиксированного х£/?* рассмотрим выше 
указанную систему в аффинном пространстве Л/х : = х -f М, параллель
ном М, с начальным условием в точке Мх П L. Для этой системы су
ществование и единственность оешения (в Мх} общеизвестно. Остает
ся заметить, что U Mx = Rk-

xÇK*

Допустим, что теорема верна для системы, мощность множества уз
лов которого меньше п, и докажем для п.

Воспользуемся теоремой 2. Достаточно доказать существование и 
единственность решений систем (5) и (7). Согласно индукционному пред
положению, для этого достаточно проверить соблюдение условий согла
сованности правых частей этих систем.

Условия согласованности системы (7) имеют вид:

Z?) . чг Фги; = ; У, У'Y (Л\(р}).

При У, У'£У или У U lÿ|, У՛ U(ÿ}£Y эти условия сразу следуют- 
из (3). В случае же У, У'111у]£У имеем, что
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/)гч>-Фп){у} = Д>'и{>})\Г?у = 0У\(Ги<(у})<рГ'и{у}=.О> ЧГ Фги(,} .

Докажем согласованность правых частей системы (5), т. е. равенство

Df Fy = Dy Fy, у, y'k А. • (9)
Сначала расамотрим случай dim < X X {^| > ~ Л\ {y'j ^> = I. 
Легко видеть, что тогда среди уравнений системы (2) имеются следую
щие: Dyf=yy, D3-f=՝9y։. Следовательно Fy = ^y, Fy- = ՝¥y. и ра
венство (9) есть не что иное как одне из условий согласованности (3).

В случае dim-<A\(y, у'}^>^1 рассмотрим следующую повтор
но разветвленную систему с множеством узлов Л\(.у, у') :

Dy F = Фги<у,у'}. ^(Х\{у, у'\) (Ю)
с начальными условиями

Dz F= Dzv{y, у-} ЧГ, Z^Z(X^\y, ур. (11)

Ясно, что функции Dy'Fu и DyFu' удовлетворяют системе (10) и на
чальным условиям (11). Легко убедиться также, что правые части си
стемы (10) согласованы. Согласно индукционному предположению систе
ма (10) с начальными условиями (11) имеет единственное решение и 

следовательно равенство (9) доказано. Этим завершается доказатель
ство теоремы 1.

Следствие. Пусть BczX, dim <2?> > 1.
Тогда система (2) с начальными условиями (4) эквивалентна системе

Dyf=F>,
■с начальными условиями

Dzf(x)=Dz^(x)-, x^L, ZeZ(S),
где Fy удовлетворяет разветвленной системе

Dy ^ = ФГ17, Г'^У(Г\^)
начальнымы у словиями

Dz Fy(x) = Dzu, ЧГ (.х); х £ L, ZfZ (X\Y).

Выбор независимых начальных условий из (4} равносилен нахож
дению базиса в следующем полиномиальном пространстве:

Т.(Х, /) = <{ П (х'-х); ZeZ,(Z)j>,

згдг :;!•՛. 5 м. что П (х‘х)=1 при Z=0. 
x'ez

Пусть
X^IZ'czZ; <Z>n X = X, dim<X'»Z), 

g-п (A՜, l) = \q p; p£n(X, Z)j.

Лемма 1. Имеет место следующее прямое разложение:

n(Z, 0=2՜ п (х' -х) r.(X', dimZ'֊ 1) 
х։ехЛх\х'

Доказательство. Достаточно доказать, что сумма пространств 
в правой части равенства—прямая, так как каждый элемент простран
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ства к(Х, I) вида П (х1 х). ^^2/(?Г) принадлежит одному из сла- 

гаемых пространств.
Итак допустим, что 

% П (х‘ х) рх.(х) =0, (12)
х'€Х х^Х/Х'

где

Рх фтЛ'.֊1)- (13}

Будем считать, что слагаемые полиномы (12) однородны одинаково
го порядка—т.

Разделив (12) на П (х1, х), получаем, что 
х^Х

Рх- (*)
п о- ж) -»- (14>

-4₽х'

Для каждого слагаемого этой суммы, согласно (13) имеем, что

, л. __ рх՛ <*) _ VI > 1
9л-W-- П(х'х)՜՜ X ՝Х' П (х'х) ՛

^х^-Хг

Обозначим через Их՛ — нормальное дополнение в Rк :

УУу. ;=|х; (у.х') = 0 Vx'€^'}-

Теперь рассмотрим слагаемые дх., для которых линейные оболоч
ки X £ X имеют наименьшую размерность: dim <Х՝> = 1 4-1. Для этих 
слагаемых размерности Nx։ максимальны : dim Nx՛ — k—I—1. С другой1 
стороны, И . и И . различных для различных X. и Х2- Следовательно*1 х.2
для каждого X' £ X, dim ^Х'՝^ = I 4՜ 1 можно найти точку х' £ Их՛ \ 
\( U Л'у). Теперь, устремив в равенстве (14) х к х' по прямой,.

Х'+Х։
не принадлежащей U Nx-, получим, что дх. э0. Действительно, ина

че это слагаемое стремится к бесконечности с максимальным, среди 
остальных слагаемых, порядком: р (х, х') <Ят) (Р~расстояние в 7?*).

Аналогично доказывается, что дх. = 0 для любого Х£Х, dim.Y, = 
— 14՜ 2 и так далее. Итак, все слагаемые в левой части (12) равны 
нулю, что и требовалось доказать.

Следствие. Имеет место равенство

dim֊(X 1) = #\Х'сХ-, #Х' = dim<JT»Z|.

Доказательство сразу вытекает из леммы 1 и равенства (см-
Следствие 9 [1]): < > •

dim к (X, dim X' -1) = # [Х'сХ-, # X" = dim <A”> = dim <JT>}. 
7—156
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Заметим, что лемма 1 и конструкция базиса в пространсве к (Л7, 
dim-AT—1)(см. следствие б [1]) дают конструкцию базиса в прост
ранстве к {X, I). , "■*'։ •
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