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А. А. ТАЛАЛЯН к Ф. А. ТАЛАЛЯН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫХ 
ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 1. ВведениеКак известно ([1], стр. 564) абсолютно непрерывная на прямоу­гольнике _/ = [а, 6] .< [с, </] функция двух переменных Р представля­ется в виде
■ X у

/=(*, = ёМ + К(у) + [ |'/(з, t)dSdf, (1.1)
« сгде £ и А — абсолютно непрерывные функции одной переменной на отрезках [а, 6] и [с, </] соответственно и /£/.*(_/).В работе [2] приводится новое доказательство этого утверждения, основанное на теоремах Рисса о представлении и’ Радона—Никодима. Там же оно применяется при исследовании вопроса функциональной характеризации операторов вида С 1 Ю, где Ои С—коммутирующие 'вполне ограниченные операторы, действующие в заданном банаховом пространстве.В настоящей работе с помощью теоремы сходимости мартинга­лов установлена справедливость формулы (1.1) для произвольной раз­мерности и при более слабых ограничениях на свойство абсолютной непрерывности.Будем пользоваться следующими обозначениями:

/V—множество натуральных чисел,
Кл — п-мерное евклидово пространство,
[е։—стандартный базис пространства R",— п-мерная мера Лебега,
2)*=[4*:/ = О’ ± * = 0’ 1։ 2’"’‘ £> = Й
О'к (соответственно От) — прямое произведение т экземпляров А (£>).Если х^В"1, то через х1 (1 С!* -С т) мы обозначим г-ю коорди­нату х. Таким образом, хт). Аналогично а = (а։,՛ • •, ат),Ь = (&',•••, Ьт), и = (и1,«--, ит) и т. д.Пусть х £ Рт и г‘1, • ■ •, ։* — произвольный набор натуральных чи­сел таких, что 1 < к < т — 1 и 1< ։։ <•••</*< т. Обозначим че­рез г " ’ * (х) точку из* Ет՜*, полученную из х удалением координат 

х1՝,-’-, х‘к, через г1'՜՜՜’1* (х)—точку из Л*, полученную из х сохране­нием указанных координат и удалением остальных.



4 А. А. Талаллн н Ф. А. ТалалянЕсли Ec.Rm, то полагаемА (x>:x€£|
И

?■'-*'*(£)= |?"-’'*(х):х6^|-Пусть, как и выше, 1 к -С т — 1» 1 <1 Л <• ■•<։՛*< m— нату­ральные числа и w1,- ••, wk—действительные числа. Для любого х£/? через s^’,՜՜'' lkwk (х) мы будем обозначать точку из Rm, полученную иэ 
х заменой х” на ш", р=-1,•••,£. Заметим, что если у = (у1,-• •. ут)€ 
£Rm, то (х) есть точка пересечения ^-мерной плоскости, па՜

у1”՜'/*раллельной векторам е^, проходящей через х с (т — к) -мер­ной плоскостью, перпендикулярной векторам е/<։—, е^, проходящей через у.Если EaRm, то мы полагаем
'*(х):хС£. Л"։,*(х)=(։»*,...,«?)).Наконец, если /•—функция т переменных, то через мыобозначим функцию т—к переменных, определенную равенством•'*(*))=В дальнейшем мы будем иметь дело с многомерными сегментами, грани которых параллельны координатным подпространствам (т. е. подпространствам, порожденным векторами из стандартного базиса). Каждый такой тп-мерный сегмент J задается двумя точками а и Ь ив 

Rm такими, что а‘ =f= b‘ для всех г —՛■ 1,- ■ •, т, а именно, J совпадает՜ с множеством
/(а; Ь) = |х £ Rm : min (а1, b') <. х1 шах {а1, Ь1), г= 1,- • •, пг|, (1.2)-Вершины сегмента j (а; Ь), заданного равенством (1.2) — это те точки v£7?m, для которых при любом 7 = 1,•••,»»■ либо vl = al, ли­бо vl = bl. При этом, очевидно, сегмент J может быть задан любой другой парой своих вершин и и v таких, что ul=r=v‘, / = !,•••, т. В этом случае мы будем говорить, что пара вершин и и v является оп­ределяющей для JБудем говорить, что сегмент J ориентирован, если каждой вер­шине J приписан знак + или — так, что знаки, приписанные сосед­ним вершинам (т. е. вершинам, у которых все координаты кроме од­ной совпадают) различны.Пусть а—некоторая фиксированная вершина сегмента J. Каждой вершине v припишем знак (— 1)’ (v’а), где q (v; а) — число координат 

vl вершины ▼, совпадающих с соответствующими координатами а1 выбранной вершины а. Таким образом, выбор одной вершины задает определенную ориентацию на данном сегменте. Справедливо и обрат­ное. Каждая ориентация определяется некоторой вершиной. Как еле- 



О представлении функций 5дует из леммы 4 для любых двух фиксированных вершин а и с сег­мента ] разность <7 (у; а) — д (ч; с) имеет постоянную четность. Поэ­тому на каждом сегменте возможны только две ориентации.Будем говорить, что ш-мерный сегмент J ориентирован положи­тельно, если его ориентация совпадает с ориентацией, определяемой вершиной с минимальными координатами. В противном случае J на­зывается отрицательно ориентированной. Если V — вершина ориенти­рованного сегмента то приписанный ей знак будем обозначать че­рез ։ (у; У).Если т-мерный сегмент У ориентирован по вершине а и то (т — Л)-мерный сегмент л"" ։/*(У) всегда будем считать ориентированным по вершине г1" (а). Аналогично пони­мается выражение ' ’^(У). Ориентированные сегменты г1"' "‘‘к (У)՛ и ֊ ,/*(У) будем называть ориентированными проекциями ориенти­рованного сегмента ].Пусть теперь У есть ориентированный т-мерный сегмент и Р — действительная функция, область определения которой содержит все вершины у. Положим
У) = 25(у; У)Г(у), (1.3}где сумма берется по всем вершинам V сегмента .].Величину Дт(/:; у) принято называть смешанной разностью Г на У. Очевидно при переходе к противоположной ориентации смешанная разность меняет знак.Пусть, наконец, У есть т-мерный сегмент и /—действительная измеримая функция на у. Пусть на У выбрана некоторая ориентация. Тогда интеграл

[/с1\>-т I ■* • т
лпо ориентированному сегменту ] полагается, по определению, равным՛ обычному интегралу Лебега помноженному на коэффициент + 1 или — 1 в зависимости от того, положительно или отрицательно ориенти­рован у.Теперь мы можем привести основные определения и формулиров­ки результатов.Определение 1. Пусть Р—действительная функция, задан­ная на R”1 и Ес R"1— измеримое множество. Функция Р называется абсолютно непрерывной по Витали на Е, если для любого в>0 су­ществует 8 > 0 такое, что каково бы ни было конечное семейство- (У*; & = 1,-••,/։} попарно неперекрывающихся >п-мерных сегментов с вершинами из £ и с суммой мер2 Н. (;.)<։. 

к-1 имеет место неравенство 
п
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Р называется абсолютно непрерывной по Витали почти всюду на лг-мерном сегменте;/.если У7 абсолютно непрерывна по Виталина не­котором множестве Ес / с |*ОТ(/'\Е) = 0.Определение 2. Пусть /—/п-мерный сегмент,(г — действитель­ная функция, заданная на / и Ес/—измеримое множество с Нт(/'х \£')=0. Функция Р называется абсолютно непрерывной на Е, если выполняются следующие условия:а) Е абсолютно непрерывна по Витали на Е.б) Для каждого набора натуральных чисел /,,•••, :* таких, что и 1 < /։ < т, для |*4-почти всех у=(у',---։1*(У) функция абсолютно непрерывна по Витали1*я_*-почти всюду на (т— &)-мерном сегменте /" ''*(/).
Р называется абсолютно непрерывной почти всюду на /, если Е абсолютно непрерывна на некотором множестве Ес/с (/\Е) = 0.Теорема 1. Пусть }~т-мерный сегмент и Р —действитель­

ная функция, абсолютно непрерывная по Витали почти всюду на 
]. Тогда существуют точка а£/ и функция / г £1 (/) такие, что 
для почти всех х £ / имеет место равенство

Ьт(Р; /(а,- х))== у

/(а; х)

где /(а; х)—ориентированный сегмент, определенный точками а и х.
Указанным свойством обладают почти все точки а£/.Теорема 2. Пусть J—т-мерный сегмент и б—действитель­

ная функция, абсолютно непрерывная почти всюду на /. Тогда 
какова бы ни была точка а£/ существуют постоянная С и функ­
ции (/) и {г,,.՛-. гк^С (г1""՛1* (/)) для вЬех наборов натураль­
ных чисел 1 ֊<֊֊ /։ </* -С т. такие, что для почти всех х£/
имеет место равенствоЛх)= Г/^ +Е1 2 { с, (1.5)

г*(/(а; х)>

где /(а; х) считается ориентированным по вершине а и г1'՛ "՛1к /(а; х)) 
— ориентированная проекция / (а; х).Теорема 3. Пусть Тпс.Кт есть измеримое множество поло­

жительной меры и Р—измеримая функция, абсолютно непрерыв­
ная по Витали на множестве 1 4֊ Е” для каждого \.^Т^. Тогда Р 
абсолютно непрерывна по Витали почти всюду на В"՛.Непосредственным следствием теорем 2 и 3 является следующаяТеорема 4. Пусть Р — измеримая функция т переменных, 
определенная на т-мерном сегменте /, у довлетворяющая условияма) Существует множество Т^сВ՞1 с 11Л1(Е0)^>0 такое, что 
при любом То функция Р абсолютно непрерывна по Витали на 
множестве (1 + Е*”) Л /•



О представлении функций 7б) Для каждого набора натуральных чисел iu- • •, z* таких, 
что 1 к < т — 1 и 1 ■< z։ <• • • z՜« -С т., и для рт-почти всех (у1• •, ук) £ //։*,k (/) существует множество

ТЦ»--,й; y՝, --,yk^Rm-k с P„_k(T(ilt-••>/*,• у՝,-■ ■, ук))>0 
такое, что при любом t£ if, у1,-• •, ук)) функция ‘lyk

абсолютно непрерывна по Витали на множестве (t {- Z)"1՜*) П Пг'1- ’'*(/).
Тогда для функции F справедливо представление (1.5).§ 2. Предварительные леммыЛемма 1. Пусть E^Rm — измеримое множество с («•Л|(£’1\ \£) = 0՛. Тогда для почти всех u£Rm справедливо включение 

u+D"cE.Доказательство. ИмеемНт (/?га\{й£ Rm : u + Dm^E\) = (/?m\ П (»6 Rn+ x^£)) = • 
x^d"1= M п |и6£”:и + хё£})< E pm|u6£m:uT£-x} = xeo” xeDm= Z нл,(/?и\£-х) = о. xeD՞*Лемма 2. Пусть E<=.Rm— измеримое множество c V-m(Rm՝K \£) = 0. Тогда почти каждой, точке и Rm соответствует изме­

римое множество Н(и) с рот (Rm\H(u)) = 0 такое, что если v£ €/7(u), то

(u)Q£ и (v)^£ (2.1)

для всех к, i\, ■ • •, it, где 1 4- к 41 m, 1 4 i\ < • • -<Z it < m.Доказательство. Пусть к, z‘1։- ••, it зафиксированы, и пусть 71» • ՛ ■ ։ jm-t — все натуральные числа, не превосходящие т, отличные от всех il,- ։',it, занумерованные в порядке возрастания.В силу теоремы Фубини существует измеримое множества >41,,..., £* с н* (£*\Д1„..., it) ~ 0 такое, что для любого а = (а1, • • •■ ‘ ■» а’) € Д/,,՛... 1к имеет местоит_*(/гт_‘\<';;.;^)=о. (2.2>С другой стороны, существует множество lkcRm к с 
(£m֊i\B։„= 0 такое, что для любого Ь = (61,---, Ьт~*) £

/А имеет место (2.э>



8 А. А. Тала лян и Ф. А. ТалалянПусть б<„..., = (х€ Кт : /''• •• '* (х) С А....... 1к, Г1..........‘к (х) е в1........ <4| (2.41и для каждого и£б/„..., <4 пусть
л..-, /* («)=[х(; /г-: (х՝, е г‘...... '* («) *Д )•

и ’ и и1* • Ц(2-5)Тогда, очевидно, имеем ։‘т(Л"1\б|„...,/4)=0. (2.6)Так как (и\-• и1* ) 6 Л/,,..., <4 и (цА,• • •, и1т-к) £ Вц,..., ц, то в силу
(2.2) и (2.3) имеем такжеРт (.Вт\Н1„.... ц (и)) = 0 для любого и£ б(„..., 1к. (2.7)Теперь положим б = П б;,,..., /4 

сти для каждого и С б
Н(и)= П Нц...., 1к(и). 

<тТогда из (2.6) и (2.7) имеемРя։(/гЯ1хб)=о (2.8)■ р-т (£тХ^/(и)) =0 для каждого и^б. (2-9)Далее пусть и С б, у£//(и) и г։,> • •, г* заданы. Тогда и£ б/,,.... /4> у ;4(ц). Поэтому, в силу (2.5) имеем?....... “ 4 и г1" -՝ ։*(у) е £'՛;;•■■ .в и т—* 11 *»•••» и *Отсюда получаемЛ՜, Для п^б, у£/У(и).Так как справедливы (2.8) и (2.9), то этим лемма 2 доказана.Лемма 3. Пусть Ес: R"1—измеримое множество с н,„ (Ет X \£)=0. Тогда для почти всех и £ R"1 выполняются следующие 
условия:1) и + Ртс£.2) Существует измеримое множество Н(и)с/?՞1 с |4т(£'"\//(и))= = 0 такое, что при у£//(и)Л'Г'? 1к ,к (и + х)^^ и Л” ’? Ч ;4(У+У)^^ для всех х, у £ От, 1 < к С т и 1 С ц < ■ • • < г* < т.



О представлении функций 9‘Доказательство. Для каждой пары точек х, у £ положим £(х,у) = п« <т К£-Л"'/*/*(х))п(£-5'։;1-'/‘/к(у))]. (2.10) 
у1,..., у* X’,•••, X*Очевидно, рт (#т Е(х, у)) = 0. Применяя лемму 2 к множеству 

Е(х, у), построим соответствующее множество б (х, у) и положим
б = П б (х, у).

х, убОтТогда 1*и(Л"*\б) = 0 (2.11>
и каждому и £ С при заданных х, у £ И"1 соответствует множество 
//(и, х, у), для которого справедливо утверждение леммы 2. Положим

/7(и)= П Н (и. х, у).х, усгу” Тогда Ня։(Ля’\//(и)) = 0 для всех и £6, (2-12)՛Пусть и£б и у£Л/(м). Тогда и£б(х, у) и у£/?(и, х, у) для всех х, у £ От. Следовательно будем иметь
^(х. у) и Л',€■£(։. У) 

V ,•••, V и \ идля всех х, у и 1 < гх<^-• < т. Отсюда, в силу (2.10) по­лучаем
Л”՜'Ч (»)££֊Л'74/*(х) и ^'Ч(*)€*֊Л"''Ч(у)

V , V у , •••, у и , •••, и X՝, •••, X

ИЛИ

1к /4(и-Ьх)6^ и /՛;;"'/* ։ 1*(у + у)££для всех х, и 1 <. /։ ••<;*-< т.Тем самым, учитывая (2.11) и (2.12), мы видим, что доказано ус­ловие 2) леммы 3. Справедливость условия 1) для почти всех и £ R”' следует из леммы 1.Следующие три леммы относятся к свойствам смешанной разно­сти. Лемма 4. Пусть ]—т-мерный сегмент, Г—действительная 
функция, заданная на }, л и с—вершины ],_/* и ]* —соответ­
ствующие ориентированные сегменты с ориентациями, определяе­
мыми вершинами а и С соответственно. Тогдад™ (Г; /с)= (- 1)т-’(с- л) (Л /). (2.13>Доказательство. Пусть • • •, г(/ 1С; Л) — все натуральные числа между 1 и т, для которых с‘г — аг, 1<г<д(с; а). Рассмот­рим произвольную вершину V сегмента /. Пусть р — число тех 1 С у <7 (с; а), для которых о‘г = а1г. Тогда, очевидно имеем
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Ч (V; с) *=>р + т — <7 (с; а) — (<? (V; а) — р) = 2р + т — ч (с; а)—д (у; а), откуда следует /2.13).Лемма 5. Пусть С—действительная функция, заданная на 
т-мерном сегменте У (а; Ь). Если J (а; Ь) ориентирован по верши­
не а, то имеет место равенство

Дт«7; /(а; Ь)) = С(Ь)

֊£՛ 2 Дт-* (С'1;;՜ ’1«(У (а; Ь)))֊г;(а), (2.14)*-1 !</,<••• <1* -т " >••■•0

где г1՝’ "՝ (а; Ь)) — ориентированные проекции ориентированно­
го сегмента У (а; Ь). *Доказательство. Рассмотрим произвольную вершину V — 
= («*,•■•, от) сегмента У (а; Ь). Пусть д(у; а) = п, 1-Сп<тп. Тогда непосредственное вычисление показывает, что О(у) входит в правую л _к ( пчасть (2.14) с коэффициентом — У (—1)՞ ( 

*-։ \ кДалее, из формулы Х(-1),"'(;)=՛
следует, что указанный коэффициент равен (— I)՞, что и требова­лось.Следствие. Пусть ]— т-мерный сегмент, а^у—фиксирован­ная точка и С--действительная функция, заданная на у. Тогда для всех х£У имеет место равенство

б(х) = Дт(б'; У (а; х)) 4֊

+ 2՝ 2 Д"֊* «Ъ"’ ՝"»* г՝"'" х))) + С (а), (2-15)к=1 <1к <т •’

где У (а: х) предполагается ориентированным по вершине а.Лемма 6. Пусть т-мерный сегмент У разбит на конечное 
число попарно непрекрывающихся сегментов и пусть Г-
—действительная функция, область определения которой содер­
жит вершины всех сегментов ]и՝ • •, Тогда, предполагая сег­
менты У, У1.,,։» /л одинаково ориентированными, будем иметь

Д/л (/=: У) = 2 Д/л (Л У*). (2.16)
Л = ]Доказательство. Достаточно рассмотреть тот случай, когда / разбит на два сегмента У, и У։. При этом, очевидно, можно считать, что все они ориентированы положительно. Пусть а и Ь —вер­

шины, определяющие У, причем а1<^Ь‘ для всех { = 1,---,т. Тогда существуют натуральное число у -С т и действительное число У) такие, что У։ определяется точками а и (Ь), а у։ — точками 
«/(•) и Ь.



О подставлении функций 11Точки V, являющиеся общими вершинами _/։ и уа, характеризу­ются условием 
, _ I* при / = / V — | у £ *1а или Ь при г^-/, откуда следует, что д (у; з/(а)) = д(у; а) + 1. Тогда, в силу положи­тельной ориентированности У։ и имеем ։(у; У») •= — «(▼; У։). (2.17)՛С другой стороны, имеем следующее. Если у является вершиной для J и V1 = а1, то у будет также вершиной для /1։ причем з(у; /) = з (у; У,). (2.18)՛Аналогично, если у есть вершина для У и vյ = Ь', то у будет также вершиной для Уа, причем«(▼; У)в«(^; У։)- (2.19)՛Теперь из (1.4), (2.17), (2.18) и (2.19) получаем△т (Л7; У) — Дт (/■"; У1) + Дт (/'՝> У։), что и требовалось. 'Для доказательства теоремы 1 нам понадобится также следую­щая Лемма 7. Пусть ] — т-мерный. сегмент, Ес] — измеримое 

множество, содержащее О"՝ П./ с ^т(У\£) = 0 и Р—действитель­
ная функция, абсолютно непрерывная по Витали на Е. Тогда ве­
личина Vт (Р; Е), определенная равенством

(Р; Е) = зир V |Д„ (Р- У/ )|, '(2.20)՛где супремум берется по всем конечным системам попарно непре- 
крывающихся сегментов (У/) с вершинами из ОпПЕ, клчгчча.Доказательство. Выберем такое число 8 > 0, что как толь­ко |Л| есть конечная система попарно непрекрывающихся сегментов с вершинами из Е и У (Д') < 8, то У, |Дт (Р;ГГ) | <С 1. 

г гПусть {_/*)—некоторая конечная система попарно неперекрыва- ющихся сегментов с вершинами из От П Е. Возьмем настолько боль­шое натуральное число к, чтобы вершины всех сегментов У принад­лежали и чтобы выполнялось неравенство ■"1 (2.21)
Тогда каждый сегмент У/ можно разбить ва элементарные сегменты 

к-го ранга. Пусть — все элементарные сегменты к-го ранга,,участвовавшие во всех указанных разбиениях. Тогда, в сиду лем мы 6 имеем
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х |лт(/=;Л)|С 2 |Дш(А;/г)|. (2.22)
I г*=1Так как (1^ (Л) = 1/2*՞1; г = 1,-*-, п, то в силу (2.21) сумму, сто­ящую в правой части (2.22), можно представить в виде£ |дт (Л; Л)| = £ '£ 1М/=; Л)| + с,+1, (2.23)

г=1 /=‘ г=Г]где 1 =гд<г։<---< г/+1-1<п. (2.24)
8 г/+1՜1֊֊<2 Нт(/г)<8;; = 1,..../ (2.25)
£• Г=*Т у 

и 0. если г։+։=л + 1(< (2 26)с'+։ £ |дт (/; /,)). если г/+1 •< п 4֊ 1.
. Г=Г]При этом, если г/+։<1, то имеем 

п 82 —• (2.27)
г=г։+։ >Из (2.24) и левого неравенства (2.25) следует, что• ■ •• /<2--яУ) ■ (2-28)

8С другой стороны, в силу выбора 8, из правого неравенства (2.25) и из (2.26) следуют соответственно
,У^_։|Дт(Г; /,)!<!» / = (2-29)
г=гу

•И 1 0<с,+1<1. (2.30)Из (2.22), (2.23), (2.28), (2.29) и (2.30) получаем оценку
£ |Дт (/=■;.Л)|<2-—^֊ + 1,

откуда следует конечность КД/7; Е). Лемма 7 доказана.§ 3. Доказательство теоремДоказательство теоремы 1- Пусть Ес], рт(]\Е) = 0и 
Г—действительная функция, абсолютно непрерывная по Витали на Е. В силу леммы 3 существует точка а£Е и множество НсЕ с 
Ы(]\Н) = 0 такие, что (а + О")пУс£ (3.1)



О представления функций 13
Л, Л* и .. <“"*)■ ,, „(У+у)е£и(Л"՝֊֊Л (3.21

ТУ 4-у V к -^У " Л -*-Х »•••« -4֊для всех V ( Н, х, у (; От, 1 ֊< к С т и 1 -< /։ 7* < т.Зафиксируем некоторую точку а £ Е, обладающую свойствами (3.1) и (3.2). Далее, построим последовательность (/*,'^6^1 функций, определенных почти всюду на / следующим образом. Для заданного 
к^М пусть у(*’— это наибольший сегмент, содержащийся в /, вер­шины которого принадлежат а + и {/*% ։»1,•••,/(£)) —разбие­ние /*А) на элементарные сегменты к-го ранга с вершинами из а-4-^**. При этом будем считать сегменты /к) и ։ = 1,---, 1(к) поло­жительно ориентированными. Положимдт (Е; .. . , ль-------  . при х(-ШИ/*, Ит (71.О, приПусть д £ .V— фиксированное чи:ло. Для каждого к~^-д пусть В(д, к) это з-алгебра подмножеств /,я\ порожденная элементарными сегментами к-го ранга у(»’ь ։’-=1,---, / (д, к) с вершинами из а -ЬР*1, содержащимися в у(,). Докажем, что последовательность [/*, Б(д, к); 
к д| есть равномерно интегрируемый мартингал.Действительно, представив каждый сегмент у!’\ в виде объеди- 

. 2*77нения сегментов {к 1)-го ранга: /*,։ = □ 1Г и считая их положитель- но ориентированными, в силу леммы 6 будет иметь
Г* 2^И ,/• .^£■(/*4.1 В (д, к)) с/?п = 1/*+։</!1т= V 1/*^^ =

<”։ 4”։ ,=1

2">= £ Лт(Г; /г) = Дт(Г; У1’’/) = 
г-1Отсюда, в силу В(д, ^-измеримости функций £(/*+1| В(Ч, к)) получаем £(/*и|В(д, *))=/*.Таким образом, |/*, В (д, ^); к > д) есть мартингал. Докажем его рав­номерную интегрируемость.Пусть г о задано. Выберем > 0 так, чтобы из 2 (/г)-С ■»)

Гвытекало (Е; /Д < г, где | }г) —произвольная конечная система
Гпопарно неперекрывающихся сегментов с вершинами из Е П/|?>, и по­ложим 8 = 7(е.Пусть, теперь, Ас— произвольное измеримое множество с и ^><7—натуральное число. Положим



14 А. А. Талалян и Ф. А. ТалалянМ=[г6^:1<1<Ц9, к), гаиМ<֊г„(Д\п >4))
И = (1,* • •, I (д, Д))\Л/։. Тогда
откуда, в силу выбора т}, имеем (3.3),С другой стороны, выполняется неравенство

? |Дт (Г; < а (Г: Е П /«). (3.4).<ел,В силу неравенств (3.3) и (3.4) имеем1' 1/*1 «Л*. - ՛ V (1/*1 = £ |д"(%^'|)| • и. (Л”, п А1 +У Л /бЛ', Ня, (У*. В
+ Е |АД,(?£?1 ГМ) < е + е Ит (Г; £ П /’>). (3 .5).©V. нт (У*. I)Так как, согласно лемме 7, величина Ут (Е; Е П У'”) конечна, то. из (3.5) следует равномерная интегрируемость последовательности. I/*; к ,>?].Далее, применяя теорему о сходимости мартингалов (см., напри­мер, [3], стр. 64) к последовательности {/*; к > д], получаем, что предел

/(х)=Л1т /*(х) (3.6)/существует для почти всех х£/(”, /( £1(У(в)) и/*-/в (3.7).Очевидно, для любого и объединение и /|А)от-личается от у на множество нулевой меры. Отсюда следует, что ра­венство (3.6) выполняется почти всюду на ].Далее, для любого д (Л' и к '^>д, имеем2 |а«(^Л!)|)/<Ия,(/;£).(3.8>

Из (3.7) и (3,8) следует, что для любого< и„(£; £),?<«)



О представлении функций 15откуда, предельным переходом, получаем ^). (3.9)
В силу леммы 7, из (3.9) .следует, что /^£*(/). Теперь докажем равенствоДж (Л /(а; ▼)) = у6М (3.10)/(аЛ) считая, без ограничения общности, что сегмент У (а; V) ориентиро­ван положительно.Зафиксируем произвольную точку Для любого наи­больший сегмент с вершинами из а + Од, содержащийся в /(а; у), имеет вид /(а; а + г), г1 = 9/ (о4— а4), 0<9<;<1. При этомимеем также

/(а; у)\У(а; а + г) = и У (а); 5^,^ (у)), (3.11)/-։где, при ։ = 1 положено }
Сегменты, стоящие в правой части (3.11), попарно не перекры­ваются и их вершины имеют вид з1", ' !к . , (у), где х = (х',-*-

о ‘ +х.к

•• •, хп՝)'~О”. Отсюда, в силу условий а£/, у£/ и (3.2) получаем, что все указанные вершины принадлежат множеству Е. Тогда, если д достаточно велико будет выполняться неравенство/ЛV |Дт (/■՝; У (<1+ж/ (а); 5,''. ”',,'՜',,/֊! +?-1 (V)))/ < 8, (3.12)
/-1где в 2> С— произвольное неперед заданное число. Очевидно, мы мо­жем одновременно обеспечить также выполнение неравенстваУ <е- (3.13)

/(а; у>\/(а. а+а)Далее, в силу (3.7) и очевидного равенства| /* = А'« У (а: а 4֊ г)), Л > д
У(а;‘а+։)получаем равенство

±п(Г; а 4-х))= | /<Урт. (3.14)
■> (а; а+։)Из (3.12), (3.13) и (3.14) следует, что
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Ат(^'; /(«; V))— | /^т!<2е-

* & V)В силу произвольности и е > 0, отсюда получим (3.10).Замечание. Как видно из приведенного доказательства, в ка­честве а можно взять любую точку, удовлетворяющую условиям (3.1) и (3.2). Следовательно, в том случае, когда функция Г абсолютно не­прерывна по Витали на всем сегменте ], (1.4) будет иметь место для любого а£У.Доказательство теоремы 2. Сначала докажем следующее: если С — действительная функция, абсолютно непрерывная почти всю­ду на и а £ У — произвольная точка, то существует функция # £ £ £’ (У) такая, что для почти всех ж £ У имеет место равенство
С(ж) = 2 ^..../.(А-'^СхМ+С, (3.15>

А=1 !</։<•• <1ь <т 
/(а.х)где при любом 1< г։<С‘ • т, есть функция т—к перемен*ных, абсолютно непрерывная почти всюду на сегменте /՝■" • ‘к (у), 

С — постоянная и сегмент У (а; ж) предполагается ориентированным* по вершине а.Действительно, согласно теореме 1 существует точка а։(У к функция Яо€^'(У) такие, что для почти всех ж£УД«(С; У (а0; ж)) = Яо «Чя* (3.16)'
■> («V х>В силу равенства (2.15) из (3.16) получим

6(х) = | Яв<^т +

/(•«.• х)+ “£ 2 г1՛'"4(У(.ав; х)))+С0. (3.17)
*=1 и/,<■••< <4 <т 40<"։.‘-0Все слагаемыеАт-* Н—' ч/(«о; х))) (3.18)в правой части равенства (3.17) - абсолютно - непрерывны рт_4-почти всюду на соответствующих сегментах г1“՛"՛ 'к (У). Проверим вто сна­чала для функций

Ди_; (С\; гЧУ(ао; ж))),* • ֊, Ат-1 (Ста„; гт(] (а0; ж))), (3.19)составляющих группу слагаемых в (3.17), соответствующую значению 
к=1. Рассмотрим, например, функцию

՝ г՝ Ц(а.; ж))).,
и



О представлении функций 17Пе условию для н։-почти всех / £ г1, '• т (]\ функция С(/, х*,-*- 
•••, хт) абсолютно непрерывна по Витали р<я_1-почти всюду на г‘(7> относительно переменных х’,---,х'". Фиксируя < из (3.17) получим Дт֊1 («Л; г’(./(>о; х))) = 6((, х3,--, хт) — Г £0 2. (3.20)՛

о J
J 1а.„- *} (х» где первые два слагаемых в правой части абсолютно непрерывны по Витали -почти всюду на г1 (/), а - представляет собой сумму ко­нечного числа функций, каждая из которых зависит от не более чем. 

т — 2 координат точки х.С другой стороны, легко видеть, что если некоторая функция Ф, заданная на /с-мерном сегменте /, зависит от не более чем к — 1 переменных, то Д*(Ф; /) = 0. В силу этого замечания из (3.20) полу­чаем, что функция Дм-1 ((£15 г’(/(а0; X))) ® < абсолютно непрерывна по Витали почти всюду на гх(]). Таким об­разом, она удовлетворяет условию а) определения 2. Аналогично проверяется выполнение условия б).Далее, после того как установлена абсолютная непрерывность функций (3.19), мы переходим к рассмотрению функцийА« - 2 1’ ы г'՛« {}(а0; х))), 1 < ц < < т,
«о» «0соответствующих значению к = 2. Используя приведенные выше рас­суждения, мы установим абсолютную непрерывность каждой из этих функций на соответствующем сегменте г11՛ '• (_/) и т. д. Переходя по возрастанию к от 1 до т—1, мы установим абсолютную непрерыв­ность всех функций (3.18).Пусть теперь задана произвольная точка Интеграл' (3.21 У

.' X)фигурирующий в (3.17), является абсолютно непрерывной функцией на всем сегменте ]. Поэтому, в силу замечания, приведенного в кон­це доказательства теоремы 1, мы, согласно равенству (3.17) (приме­ненному к указанному интегралу, взятому в качестве (»), получим для почти всех х(; ] представление
^о^ш= (322)

յ (*♦.' X) У (»; X)где а ££’(./) и -и~ сумма конечного числа функций, каждая из кото­рых зависит не более чем от т—1 переменных, причем все они абсо­лютно непрерывны на соответствующих севййрЙХ.:՛ ;
2-156  ■
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18 А. А. Тжлалян и Ф. А. ТалалянПодставляя в (3.17) вместо интеграла (3.21) правую часть (3.22) и группируя слагаемые, зависящие от одних и тех же переменных, 
мы получим (3.15).Теперь непосредственно перейдем к доказательству (1.6). Пусть точка а£У задана. Применяя (3.15) к функции Г, мы получим /7(х)= 2 /г/.!,.,<4(г'1--**(х))+с„ (3.23)

3 *-1 <<я
/ (а; х)для почти всех х £ у.Далее применяя (3.15) к функциям 71/11 на г1(]) и соответствую­щим точкам г1 (л), подставляя полученные выражения в (3.23) и груп­пируя слагаемые, зависящие от одних и тех же координат точки х 

мы получим р т .-Л՝(Х)= + Д |-

•'։«■«։ И(а;х)+ ’х 2 I» (X)) т С։. (3.24)
Перейдем к следующему шагу. Применяем (3.15) к функциям на г/,-/։(У) и соответствующим точкам г'1-/*(а), полученные вы­ражения подставляем в (3.24) и группируем слагаемые, зависящие от одних и тех же координат точки х.Продолжая этот процесс, мы через- т шагов придем к равенству (1.5). Теорема 2 доказана.Доказательство теоремы 3. Пусть Е есть множество точек аппроксимативной непрерывности Е\ Тогда, как известно ([4|, стр.199), • (/?"՛ \£) = 0. Докажем, что Е абсолютно непрерывна по Витали на

Е. Пусть 0*0 задано. Для каждого р £ .V обозначим через Тр мно­жество всех точек Ти, обладающих следующим свойством: для каж­дого конечного семейства попарно неперекрывающихся тп-мерных сег­ментов Л») с вершинами из и с суммой мер
1-1 рсправедливо неравенство " в

£|Дт(/ч 4тЛ)|<— • 
1—1 2Тогда имеем 0 Тр = Тп и Трс Тр I для всех £ ТУ, 

р-1откуда, в силу условия 11т(7о)^>О, следует, что при некотором( Т'/Л > 0. Положим 7'=7’л и 8 = —. Тогда
Ро



О представлении функций , 19Нт(П>0 (3.25)к для каждою конечного семейства попарно неперекрывающихся т- мерных сегментов 71։֊֊֊, /я с вершинами из Ет и с суммой мерДиж(Л)<։ (3.26)
ля всех выполняется неравенство

П £1 + 4) | < -֊• (3.27)֊Кроме того, без ограничения общности, можно считать, что на­чало координат является точкой плотности для Т.Пусть, теперь, [_/։,֊ • ֊, /„)—произвольное конечное семейство попарно не перекрырывающихся тп-мерных сегментов с вершинами и 3- 
Е и с суммой мер ЕМЛХ* (3.28>и пусть V, ։ .... V ж — вершины сегмента _/*» ։ = 1,֊֊֊, п. • * •» 2Для любого а^>0 обозначим через Сл тп-мерный куб со сторо­ной а и с центром в начале координат.Возьмем число у > 0 так, чтобы имело местоРга(7’ПСч)>-^Т» (3.29>

л»и чтобы для всех /=1,֊֊‘֊, п и Л = 1,֊֊֊,2Ш существовало множест­во £/. *су( к + с мерой|‘т(Д.*>>('1--֊Гн-')’|" (3.30)
\ п 2 /такое, что для любого х £ £/. * выполнялось неравенстворН»,.,)-Пх)К—«—• (3.31).пдДалее выбираем положительное число С<^т) настолько малым, чтобы для всех /=1,֊ • •, п и 1, - • ֊, 2т множество (7/, * = £/, » П П 4 + С, _с) имело меруг.(а,։)>('1-^гп-Ъл (3.32)\ и 2 /Наконец, возьмем точки / = !,•• ֊,п; Л=1,֊֊֊,2 так,чтобы выполнялись условия

П(уъ* + Сс) (3.33)и чтобы при каждом / = 1,֊֊֊,п точки ад,։ 2ш являлись вер­шинами некоторого пз-мерного сегмента Л.
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Հ20 А. А. Талаляи н Ф. А. ТалалянЗаметим, что сегменты Л, ։ = !,•••, п попарно не перекрывают­ся, так как по построению Цс^г, /=!,•••, я.В силу определения множеств С/. к и условия (3.33) имеем вклю­чение

(л.к-*. ксС\, !.•••, п; £ = !,•••, 2". (3.34)Далее, в силу (3.29), (3.32) и (3.34) будем иметь(С,\(ТП С,) П ( П (6\ * - мг, *))) < л< 1лт (Сп\(ТпС\») + £ (С^\(С/. * — 4)) < г/՞,
I. коткуда получаем

( Т П ( П (С,. * - ж, *))) > 0. (3.35)Л *Пусть
16 ГП( П (6։, *-мг/ ,)).I. кТогда, в силу (3.28) и (3.33) будем иметь

2 м»+ Л)= 2 МА) < 2 МЛ) <8.
։ I“I /"=1откуда, в силу выбора о, имеемА е2 |Ат(Л- 11-Л)|< — • (3.36)

1-1 2С другой стороны, так как I 4-ж/։ »а^, к для всех ։=1,-•••.я и £ = !,•••, 2Ш, то, в силу (3.31), будем иметь
<21* (Պ.յ-^(է + л <п2'л. 

Г, к
(3.37)Из (3.36) и (3.37) получим2 |Лш Л; 

1-1что и требовалось.
Е(реванскнн государственный университет, 
Институт прикладных проблем физики 
АН Армянской ССР Поступила 25. IX. 1988

Ա. Ա. է^ԱԼԱւՏԱՆ և Ֆ. Ա. ^ԱԼԱԼՅԱՆ Բազմաթիվ փոփոխականների բացարձակ անբնւյնատ ֆունկցիաների ներկայացման մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրված է բազմաթիվ փոփոխականների ֆունկցիաների ընդհան֊ 
բացված իմաստով բացարձակ անընդհատության հատկությունը։ Մարտինգաքների զուգամի­
տության թեորեմի օգնությամբ ստացված է նշված ֆունկցիաների ներկայացումը ինտեգրալով։



О представлении функций 21
A. A. TALALIAN and F A TALALIAN. On the representation of absolutely 

continuous functions of several variables (summary)

The property of generalized absolute continuity of functions of several variab­
les is investigated. IFith the aid of martingale convergence theorem representation of 
those functions by integrals is obtained.
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