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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

В. С. ЗАХАРЯН, И. В. ОГАНИСЯН

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ТЕЙЛОРА ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
М. М. ДЖРБАШЯНА Вл (г; дА)

Пусть {г*}1 , (0 < |гх| < 1) — произвольная последовательность 
комплексных чисел, пронумерованных в порядке неубывания их моду­
лей (|гл| < |г*+1|, 1с — 1, 2,- • •).

Как известно [1], если

£ (1—խ..|)4*< оо (— 1 <<։< + «>), 
Л-1

то бесконечное произведение М. М. Джрбашяна

Вл (г, д.) = П (1 - ֊=֊) ,
л=1\ Да/

где

1ч

ժյք_ V Г(1+х-ЬА) 
Л1Т(1+а).Г(1.+ к)

ч/х - 5й

(1)

(2)

1 (3)
О

■сходится в единичном круге ] г | < 1 и представляет там аналитическую 
функцию, обращающуюся в нуль на последовательности lz.li՜.

Функция В, (2; является естественным обобщением произведения 
Бляшке

8/ \ „ ПЛ хк — х
(х; £к) = П — ;-----=—

*~>1 2* 1 — £к г

и совпадает с ним при значении параметра а-= 0, то есть Вп(г‘,гк) = 
^В(г; г*).

>ч
Обозначим через В» (и) п-ный коэффициент ряда Тейлора функ­

ции Ва (г; г»). Для тех В (г; гл), нули которых удовлетворяют усло­
вию Ньюмана

зир(1-к*+1|)/(1-Ы)<1, (И)
Л> I 

получена [4] оценка

(4) 
\ п /
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В работе [5] доказано и обратное утверждение: из условия (4) сле­
дует, что множество нулей {г*}* состоит из конечного объединения (М) 
последовательностей.

Для значений параметра а£(—1; 0] в работе [2] доказывается, чтс 
если выполняется условие

2 1-|ха| V* 
>я- гк\) ФУ

то в точке ей существует радиальный предел
Вл(е10; г*)= 15т°/?«(гей, я*). (6)\

При а=0 условие (5) является [3] необходимым и достаточным для су­
ществования радиального предела (6), равного по модулю единице.

В данной работе получена оценка коэффициентов Тейлора 2?,(п)։ 
для —1<а^0 при условии, что все нули расположены на одном радиусе 
и по модулю, со скоростью геометрической прогрессии, стремятся к едини­
це. Из этой оценки видно, что тогда функция (2; 2*) при —1<а<0 
становится непрерывной в замкнутом круге |г| ^1. Полученная оценка, 
показывает, что при —1<а<0 условие (5) является только достаточным: 
для существования радиального предела (6).

Для доказательства теоремы сначала приведем вспомогательные лем— 
мы.

Леем а 1. Для всех значений г£ (0; 1) и а £ (—1; оо) имеет место 
соотношение

• г 1

Г. (г; г) = 1п(1֊ г) + [ С1֊•*)*—1 Их + Г- <*х.

Доказательство. Согласно (3)

I х Ик1՜՜)

О г

_ И (!-*)• у Г (!+« + *) »1
Д х л±!1Г(1+а)-Г(1 + й) / 
о

. Г ( Ц-*)' у г (!+« + *) г»*) Лх 
I х 4=] Г (1 т а) Г (1 -г к) х» )

Г
Применяя разложение

1 = у .< |Ю| < 1,
(1—а>)1+* Дг(1+^)-Г(1+а) “
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получим .

Лемма доказана.
Приведем также две леммы, доказательства которых можно найти в 

работах [6] и [9]. Они нам понадобятся при доказательстве теоремы.
Лемма 2. Если последовательность {гл} удовлетворяет условию 
то для любого £>0, при п-^оо

£ Ыя(1-1**1)₽ = о(-Ц- 
я-1 \ГГ/

Лемма 3. Если множество нулей {?к}1 удовлетворяет условию
<(^)» т® имеет место неравенство

г*)|> -А-.
1 — к»1

.где 6>0—некторая постоянная.
Докажем теперь основную теорему.
Теорема. Пусть множество нулей {2л}' удовлетворяет следую­

щему условию:

4 = 1, 2,---, 0<а<1, 0<<р<2г, (7)
тогда

\71 + • П а /

Доказательство. Во-первых заметим, что произведение Д, (г; 2н) 
сходится, так как из (7) следует, что выполняется условие (1).

Имеем, далее

2с

Ва (л) — — |ДО (е'։; гА) е֊"” </6,
2«

о
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_____ 2ч
Bi (п) = —— | В„ (ея; z*)e//rtd9.

и

Но

Вычисляя интеграл с помощью вычетов, получим

r։(zm; к*))

Ä(n) = £ 
т ֊։ Во (zm>

Имея в виду [7, 8] неравенство

Re | IF, (z; ') - IFO (z; 5)| >0, —1 < a C 0, |z| < 1, |<| < 1,

(8)

(9)

•оценим сумму 
о» /И
S Re I 17„ (z,„; zj - W (z,„; zt)| < £ Re / Wu (zm; zj - IF, (zm; zj ). 
4=1 d—i

Имея в виду применяемое при доказательстве неравенства (9) раз­
ложение в тригонометрический ряд функции

Re|lF,(z;£)-IF(1(z; 5)|=^+ V ак (?) |-»f cos (Ar-arg«.), 
2 *-i

где ? = |;|, «. = z •; и а*(?)>-0, Ас = О, 1,---, а также условие (7), на 
ходим
•• т
£ Re | lF0(zw; zj - IF (z„,: zj| < £ Re | IF,.(zA; zj - IF,(zm; zt)}. 
к -1

Используя лемму 1, имеем
1>*1

X Reiir.U.; л,)֊ :„)> < £ ( I ‘~(1~х|\х +
*֊1 4—I I J x

0
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I*»։

(I-*)1
1-^1

dx

так как
1

l*J

f dx,

(1֊

о

Из равенства (7) и условия —1<а^0 получим

Г* 1-(1֊х) т

О

= а

Так как In (1— |гж|) = /и -In а, то т =

/ a \ t1 m----------- | •
\ 1 — a/

ln(l---- l£ml)։ следОвательн(>
In a

£ Re (1FO (*„; zk) - W„ z*)| < In (1 - |zml)“/In “ - ֊
1 — a

Из (8), применив полученную оценку, а также лемму 3, находим 

|B.(n)|< const £ |z„|e-1 (l-|z/B|)1+e/,no'. 
т -1 ' .

Использовав, наконец, лемму 2, находим

|&(я)|<о/- —~ - У 
\п1+ *Па а )

Теорема полцрстью доказана.
Следствие 1. Если нули {zx}f удовлетворяют условию (7), то,, 

согласно доказанной теореме, при —1<а<0 имеем IB.(n)|=of —---- »
\7р+°/*по/ 

где 1 + а/1па^>1, поэтому функция Вл (z՝, zk) будет непрерывной и пт 
раз дифференцируемой в замкнутом круге |z|-d, где т — наибольшее;

_ я 
целое число, удовлетворяющее условию т -

In а
Следствие 2. Так как при zk = (1 — а*) е18 имеем

то из следствия 1 вытекает, что для существования в точке ел радиаль-
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кого предела (6), условие (5) при а £ (—1; 0) является только доста­
точным.
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