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ОПИСАНИЕ ЗАМКНУТЫХ ИДЕАЛОВ В АЛГЕБРАХ 
НЕВАНЛИННЫ-ДЖРБАШЯНА, И ХАРАКТЕРИСТИКА

СЛАБОЦИКЛИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ АЛГЕБРЫ N+

Пусть D-единичный круг на комплексной плоскости, Г—его гра­
ница, а > — 1, обозначим через А» множество всех голоморфных в D 
функций f, для которых

[ (1 - МГ log + I/ (С)| dm. (О < + со, 

D
где т.—плоская мера Лебега на D. В работах [1], [2] М. М. Джрба- 
шяном было построено каноническое представление классов А«, а 
именно им было установлено, что каждая функция /£АВ допускает 
представление

У (х) = С\ Xх те/ (z, zk) exp g£ (z), z £ D,

где . ' '' t
W _ «-±2 f (t) D,

* J ■ (i - ч 
D

(z> zk> = п/1 —M exP (z> **))> z £ D>
1 \ Zh!

fn-wriogfi֊֊)
U. 0, Zk) = 2( +1) ] ----------------zzAxj----k— dm. (О, к = 1, 2, • • •.

4 nJ (1-Cz)a+2 /
D

Произведение те/ равномерно сходится внутри D при условии сходи­
мости ряда

+f О - № < + оо. (1)
4=1

Еще раньше в [3] Р. Неванлинной было доказано, что если УС^» ' 
У (х4) = 0, к — 1, 2, • ■ •, У (х) 0, то выполняется (1).

В работе автора [4] установлено, что существуют функции У£А«> 
для которых те{, exp Ав. В то же время, если У£А„ и Р > а, то 

функции те£, exp gf £ Аа. На основе последнего утверждения и выше­
указанных результатов М. М. Джрбашяна было построено параметри­
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ческое представление класса Л« (см. [4], [5]), т. е. установлено еле 
дующее утверждение:

Класс совпадает с классом голоморфных в D функций /, до­
пускающих представление

/ (х) = Сх Xх «р(х, zk) exp | f - (Qi» * € D- (2)
I J (* ■ * z) 1
D

Здесь {z*}—произвольная последовательность из D, удовлетворяю­
щая условию (1), р—любая комплексноэначная борелевская мера на D 
такая, что

• ■ [ (1+ °°- (3)
а/ 
D

Нетрудно заметить, что относительно метрики

Р (/> я) = j<l ֊ Г-1)’ log (1 + \f (С) - g (С)|) dm. щ (4) 

D

Ав превращается в F-алгебру, т. е. превращается в топологическое век­
торное пространство с полной инвариантной метрикой, в котором оператор 
умножения на функции из Аа является непрерывным оператором (см. 
[6]). Интересно отметить, что в классе функций ограниченного вида N 
невозможно ввести метрику, относительно которой N превращалось даже 
в топологическое векторное пространство (см. [7], [8]). В этой работе на 
основе представления (2) мы получим полное описание замкнутых идеалов 
алгебры А Мы докажем, что идеалы этой алгебры определяются свои­
ми внутренними нулями и порождаются одной функцией. Для того что­
бы привести остальные результаты, введем обозначение. Через /V* обоз­
начим множество всех голоморфных в D функций f, для которых

К X

lim С Iog+ I/ (ре'’)| df = f log+ |/ (e'’)| d<f.
p-i-o J J

— X — X

; В N+ вводится метрика (см. [8], ]9[)

Р (/, g) = J log (1 + |/ (е«) -g (e«)l) d . (5)

— X

относительно которой превращается в /'’-алегрбу. В [9] получено 
описание замкнутых идеалов алгебры N+. В отличие от алгебры Л* для 
описания замкнутых идеалов алгебры N+ существенны также «гранич­
ные» нули. Так что в этом случае идеалы не определяются только внут­
ренними нулями. В § 2 мы докажем, что замыкание любого идеала в сла­
бой топологии алгебры N+ определяется внутренними нулями. Этим мы 
■даем полный ответ на вопрос, поставленный в работе [9].
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§ 1. Замкнутые идеалы алгебры А„

Основным результатом этого параграфа является следующая 
Теорема 1. Пусть I— замкнутый идеал алгебры Аа, 2 (/) = 

= /е/Д(/)» ։хе
7(/) = {дС0:/(г) = 0).

Т огда
(б)

причем существует {г^А,, такая, что 1=//Ал.
В качестве // можно брать произведение Джрбашяна "р (г, гк), 

(₽ > «) с нулями 2 (7) = (гД Г. И обратно, каждое множество вида 
(6) представляет замкнутый идеал алгебры А«.

Доказательство. Обратимся к представлению (2), из которого 
видно, что если /£Л« и / = ^ ехр (₽ > а), то ехр {± 6 >4«.

Пусть /—замкнутый идеал алгебры А„ и 70 = [/^ : Z(/)z5Z(/)).
Для доказательства первой части теоремы достаточно установить ра­
венство 7=70. Очевидно, что 1й^з1. Докажем обратное включение. 
Положим 7* = {/£ Л. :/70с/|. Легко видеть, что /*— замкнутый иде­
ал алгебры Ай. Докажем, что /* = А„, откуда следует первая часть 
теоремы. С этой целью сначала докажем, что если /£/* и /(хо) = О, 
то /(г) (г — г0)-1 принадлежит идеалу /*. Предположим, что г0 яв­
ляется нулем порядка к, (к 0) идеала I. По предположению сущест­
вует функция А 6 7 такая, что Л(А> (г0) =/»0, Л^’(го) = О, 0 ֊</ < к—1. 
Тогда если §—произвольная функция из 70, то функция /(г) § (г) X 
Х[Л(г) — А“’ (г0) (г — г0)*] (г — г0)՜*-1 принадлежит идеалу /, т. е. 
/(г) (г) Л(г) (г —г0)՜*՜'—/(г) ^(г) А(*’(г0) (г —г0)֊1 принадлежит 7. 
Поскольку/(г) #(г) (г—г0)-*-։(;Да, то первая функция в по­
следнем выражении принадлежит идеалу /. Следовательно, 
/(г) 8 (г) Л(4' (г0) (г—г0)"։£7. Но ввиду определения/* и произволь­
ности 8^о получаем, что /(г) (г — г0)-1 £ /*. Таким образом, если 
/£7* и — нули /, то исходя из вышеприведенных рассуждений и 
учитывая представление (2), получаем

У (г) тсй(г, г.) ехр {#{(;:)}
--ГГ------------------------- " / X ------- €/• (?>»)■ 

п (1 — ) ехр {— и֊р (г, г4)} П (1--------- ) ехр {—£/р (г, гД)
։ \ гк/ 1 \

Но поскольку ехр (—ё£)£.Ал, то

Если мы докажем, что lira 1г^я = 1 в топологии алгебры Л։, то, ис- 

пользуя замкнутость /*, будем иметь 7* = Ла.
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Итак, остается доказать, что

р (4 d = J(1 - W)*1о? а+14 - - w(') -* о, 

D
ири п -*• + оо. Функцию п, чтобы не осложнять запись, будем обоз­
начать через кя. Далее, положим /„ = р (кя, 1). Пусть в — фиксиро- 

1
, / е \ _ванное положительное число и г, =*= 1 — ( ---------- ) . Положим

\ 4 log 8 7

Dr, = {C:|q<r,}, CD, = D\Dr„

рК, 1)= f( ’) + [( ) = Л+/д. (7)
• < К

Сначала оценим !*■ Пусть

CD? = {С е CDr,: |к„ (С)| > 2}, CD?, = CDr,\ CD?,, 

Ясно, что • ■’

/? = J (1 - |С|)" log (1 + |кЛ (С) - 1/) dm. (0 +

CD? 
гл

+ J(1 ֊ /С|)“ log (1 + /«„ (О - 1|) dm. (О <

CD? 
гл

< J (1 ֊ 1Фв log (1 + IMQ - i|) dm. (О + (1 -r,)o2log4. (8)

Кроме того, нетрудно заметить, что

J(1 - /С|)- log (1 + К (О ֊ 1|) dm. (О < 

CD? гл

< J(1 -К/)а Iog+1K.(0| dm. (О + (l֊r,r+։log2. 

CD?,

Следовательно, учитывая (8), получаем ‘

/п < const J(1 - |C|)e+210g+ |кя (01 d т. (С) + (1 - r,)"+։ log 8. 

D
Используя лемму 1.2 из [4], приходим к оценке

/S<const+E (1-^|Г+24֊±.
*=»4-1 4
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Отсюда, подбирая л>Л](е), окончательно получаем

«<֊• (9)

Но поскольку на Ог, равномерно (я) -»1 при л —• 4- то сущест­
вует л։ (е) такое, что

<у» л>П։(е). (10)

Объединяя оценки (9), (10), получим, что при п>П]Ч-п2

Р(*л> 1)<е.

Теорема доказана.
Имеет место аналог этой теоремы в несколько более общих алгебрах. 

Чтобы привести этот результат сначала введем обозначение. Символом 
£2 обозначим класс положительных функций со на (0,1), удовлетворяющих 
также условиям <и££1(0, 1), существуют числа та, Ма>, причем 
тт, ди£(0, 1) такие, что

т„<^֊ г€(0, 1), Ч[9ш, 1].
ш(г)

По аналогии с классом Аа символом Ак обозначим класс голоморфных 
в D функций /, для которых

J (D (1 — |С/) log+ I/ (С)| dm3 (Q < + оо. 

В

Введем в ,4Ш метрику

Р(/. g) = [ «d - N) log(l + //(C)-g(C)|) dm3(4),

D

относительно которой Аги превращается в F-алгебру. Используя ре­
зультаты [10], аналогично доказывается

Теорема 2. Пусть I — замкнутый идеал алгебры Аа, р > 
log /л,„

-J--------- . Тогдаlog qm

1 = гн) Аа, (11)՛

где 2(/) = {ял)—множество нулей I, т. е.

г (/) = п г (/). (12)
/£/ V

И обратно, каждое множество вида (11) представляет замкнутый идеал 

алгебры А„.
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§ 2. Характеристика слабоциклических элементов алгебры Л/*՜

Как уже отмечалось выше, относительно метрики 

к
Р (/. g) = | loz (1 4- - g (е'°)|) (13)

— К

N+ превращается в F-алгрбру. В работе [9] получено описание замкнутых 
идеалов этой алгебры. Для формулировки основного результата этого па­
раграфа приведем

Определение. Пусть f скажем, что f является слабоцикли­
ческим элементом алгебры N+, если замкнутая линейная оболочка системы 
|z*/}*=o в слабой топологии алгебры Л/+ совпадает с ней.

.Поскольку множество всех .многочленов Р всюду плотно в /V'+, го 
■ функция будет слабоциклической тогда и только тогда, когда су­
ществует последовательность многочленов {Рп}՝ такая, что для произ­
вольного линейно-непрерывного функционала (N+)* выполняется 
соотношение

litn Ф(РЯ/) = Ф(1). (13)
п —1-~

Для сингулярных внутренних функций в работе [9] установлено, что ес­
ли их представляющая мера ■подчинена некоторым ограничениям, то эти 
функции являются слабоциклическими элементами алгебры Л+. Здесь 
же поставлена задача о характеристике тех представляющих мер, для ко­
торых соответствующая функция является слабоциклическим элементом 
глгебры N+. Из теоремы 3, в частности, ’следует, что любая сингулярная 
внутренняя функция является слабоциклическим элементом алгебры П*. 
Интересно отметить, что в случае пространств Харди Нр, 0<р<1 син­
гулярная внутренняя функция 5^ является слабоциклическим элементов 
пространства Нр тогда и только тогда, когда |1(£)=0 для произвольного 
карлесоновского множества КсГ (см. [11]), т. е. множества К, для кото­
рого | К| =0 и 
+ ՝ 1
V 1/, log —г -֊ Здесь |1 — представляющая мера функции 5,.

Ik
(/»Ц’ —последовательность длин дополнительных интервалов замкнуто­
го множества К.

Теорема 3. Пусть Тогда следующие утверждения равно-
Имеет место следующее утверждение.

сильны:
1)/(z)=A0. zfcD.
1) f—слабоциклический элемент алгебры N^.
Доказательству теоремы предпошлем несколько вспомогательных ут­

верждений. Следующая лемма вытекает из результатов работы [8].
Лемма 1. Пусть Ф—линейный непрерывный функционал на N՜, 

Ьк = Ф (z*), к = 0, 1, . Тогда существуют положительные числа
А=А(Ф) и 8 = 8 (ф) такие, что



Описание замкнуты։ идеалов 581

/6*| < А ехр {— о Ук), к = 0, !»•••» (И)
-4*“ __

причем, если Ькгк, то имеет место представление
к^О

Ф(Л = Пп> Л_ [/(ре")# («֊'•)< /6ЛГ. 
и—1-0 2тс ։ (15)

И обратно, если у—голоморфная в О функция, коэффициенты разложе­
ния которой при некоторых А^>0 и 62>О удовлетворяют оценке (14), то 
по формуле (15) £ порождает линейный непрерывный функционал на

2 1֊։Пусть Р (г) = (1 —г)1о£
1 — г

г£(0, 1). Введем в рассмот­

рение пространство Е (Р) как множество всех голоморфных в О функ­
ций /, для которых

11/1е (Р) = УI/ (01 ехр (- Р (К1)) Ли, (С). 

О
Очевидно, что относительно нормы || ]Е(Р) Е (Р) превращается в ба­
нахово пространство. .

Лемма 2. Пусть /£Е(Р), М(г, /) = тах |С(>)|. Тогда справед- 
, .. М<г

лива оценка

М (г, /)<С ехр [-----------֊------к֊) Д(₽), (16)
1(1 _г)1ог^_/

1 — г

где С—положительное число, не зависящее от
Доказательство. Пусть /£Е(р), С0€О. Используя субгар­

моничность |/(С)|, имеем

,г).3 |'|/(0Г</т,(0, (17>
«р։(1- Ко) 1

Яр (У

где Кг (Со) = (С:|С —С0(<р(1 — Ц)). Поскольку при С £ К( (Со)

-_____ 1_______ <_________________1— ,
(1+р)(1-Ко|) 1-К1 (1-Р)(1-Ко1)

то справедлива оценка

// (%)1 < яр։ {1 _ ехр
[ • • _______ 1_
|(1,-р)(1֊|С0|)1о« 1

(1-р) (1-Ко|)

X ]|/(О|ехр(-Р(|Ч)) Ли։(С).

Яр (С.)

п 1Полагая р = —> получаем
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I/(Со) I ** exp I ! •

1 I'ol
Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть ! (.Е(р) и f (z)= £ atzk, z£D, тогда имеет 
и

место оценка

1«я1<С|/1'Е(р>вхр[121/ « [. п = 2, 3,••• . (18)
I У log п J

Доказательство. Исходя из неравенства Коши и учитывая лем­
му 2, имеем

( 6 Iехр------------------ g-
ЛНг /) l(l —г)1ог ——
-Н1 < С Ие ■

Следовательно

41 < С։ Ие (р) ехр(----------- - ------- Ö---- 1. п = 2, 3, • • • ,
^֊Ulog֊ J

1 Г п

, 1
где г„ = 1 ֊ ֊֊----- •

у п log п

Подставляя указанное значение гп, сразу получим доказательство 
: еммы.

Лемма 4. Пусть g (z) = £ Ьп zn —голоморфная в D функция, 
n-J

при этом коэффициенты Ь„, п = 0, !,••• при некоторых о>0 и
Л^>0 удовлетворяют оценке (14). Тогда по формуле

X
Ф(/)= Нт 4֊ /6Е(Р) . . (19)

р-1֊о 2к J
—К

порождается линейный непрерывный функционал на е(Р).
Доказательство. Пусть

К
Фр (/)=֊֊( / (pe'T) S (е-/?) = V ак 6. (Л Р 6 (0, 1),

— к
где {а*}—коэффициенты разложения функции f. Тогда, учитывая оценки 
(14) и (18), получаем

laj СЦДе ехр [—о ехр [12 1 / k ] <
( У logic)

<С,||/||Е(р)ехр(֊8։/Л)(8։>0).
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Отсюда немедленно следует представление

ф(/)= lim Ф₽(/)=£а46* 
я-1-° *=о

и опенка 
|ф(/)1 < с3[|/]Е(р>,

что и требовалось доказать.

Лемма 5. Пусть 5И (z) = exp 

ная внутренняя функция

^(9) сингуляр-

V(x) = - f
J е" — г

Тогда для любого натурального т существует последовательна:™ много­
членов (<2,л, ,)л~" такая, что 8Ст, п 5—5 ։Р'”1Е (р) — О при п-* ։+ оо.

Доказательство непосредственно следует из полноты системы много­
членов в М+. Действительно, очевидно, что е(р) при любом т = 
= 0, 1, 2,••֊. Поэтому существует (С?™,я )+7։ такая, что

0 ПРИ п ■* + 00 • Отсюда

10-, и 5- 5 ¥"|е (р) < -֊ ’Ив (р, - о

при п—^ + со. Лемма доказана.
При доказательстве следующей леммы мы используем методику ра­

боты [14]. л
Лемма 6. Пусть 5ц—сингулярная внутренняя функция. Тог­

да существует последовательность многочленов {Ря|^ ՝ такая, что

Нт Ря5֊1|Е(р) = 0.

Доказательство. Обозначим через Е(5) замыкание множест­
ва Р5 в Е(р), здесь Р — множество всех многочленов от г. Из лем­
мы 5 следует, что 54?’"՛ ££(5), т = 0, !,•••, где '₽=1ог5, 1тЧг (0)=0, 
Пусть Ф — линейный непрерывный функционал : Ф ±£(Л). Докажем, 
что Ф(1) = 0. После этого утверждение леммы будет следовать из 
теоремы Хана—Банаха. Пусть ?£[0. 1], положим о(/) = Ф(5/). Имеем 
о(т) (<) = ф (5՛ Чг"'). Учитывая лемму 5, имеем

8(",(1) = 0, ш = 0, !,•••, (*)•

Используя теорему Ф. Рисса, получим представление

ф(/)= /(՝) § Г’) ехр {— Р(|ч|)] (1т1 (С), /С:Е(р),
о

где (В). Следовательно
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|8(я) (01 < ||5' (С)| 1ЧГ- (01 |g(0| ехр (- >(|С|)) rfm։(O < 

D

•CteL (2Н)" f %(Z^(r)) } =teL(2M)-мя..

Последняя оценка следует из неравенства

Отсюда легко видеть, что

^(ОК——. C£D.
(1-KI)

Вычисляя указанный супремум и производя элементарные упрощения; убе­
димся, что

|о<я,(/)1 < с՞ л/я < сГп՞ (io? п)я, п=2, з,
где Ci—некоторое положительное число, не зависящее от՜/.՛.

Но поскольку V к * — 4֊ со, то по теореме Т. Карлрмана (см- 
■ /Л4*

[12]), 8 принадлежит некоторому кваэианалитическому классу функций;
По (*)8(f) = 0, t £ [0, 1]. Поэтому Ф(1) = о(0) = 0. Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Сначала домажем импликацию
2) =S> 1). Итак, пусть /—слабо циклический элемент алгебры Л/+.. До֊ 

4՜ •“
кажем, что /(z)=/=0, z£D. Пусть 1г (С) = J] z* С*. Очевидно, что пр»֊ 

я=0
фиксированном z£D функция С -*• !г (С) удовлетворяет всем условиям, 
леммы 1. Следовательно, по формуле

Фх (g) = lim 4֊ f g (pe'e) l, («-'•) dd = g (z), z 6 D, g£ W+,
p-l—0 Jit J

—X

порождается линейный непрерывный функционал на Л/+. Поскольку f— 
слабоциклический элемент алгебры Л+, то существует последовательность՛ 
многочленов (Л.]“, такая, что для любого линейного функционала. 
Ф^(ЛЛ)* Ф(Ря/)-Ф(1), в частности

, ФДР«0֊>ФД1), т. e. P«(z)/(*)-► 1, z£D.

Поэтому f(z) =/=0, z£ D. Докажем теперь обратное утверждение. Пусть ■ 
f£N+ и /(z)=/=0, z£D. Обозначим через Z. (/) замыкание множества 
Pfv слабой топологии алгебры 7V+. Р, как и прежде, множество всех 
многочленов от z. По теореме факторизации/допускает представление?

. ж • «

{
1 г Л -L - ) .( /• t ;0 4- 9 1 de*— I — log /|(e'e)l<Mexp֊l— —--------Q/ •

2к j e/B—z J l J e*'—z J
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Здесь ц—неотрицательная сингулярная мера на [—я, я]. Очевидно, что 
•2/—обратимый элемент алгебры Л/+. Поэтому существует последователь­
ность многочленов (Ря|1 , так что р (ря, Оу1) — 0 при п->4֊со. 
Но поскольку оператор умножения на является непрерывным опе­
ратором в Л'+, то р(Р„О/, 1) —’ 0 при п —• -|- оо. Таким образом, 

= Учитывая лемму б, можно подобрать последовательность 
многочленов |<2Я)“ такую, что (?я5/->1 в сильной топологии прост­
ранства Р (р). Следовательно, для \юбого линейного непрерывного 
функционала Ф £ (Р (р))*

Ф«2.Л/)-Ф(1) (п — + со). (20)

Но поскольку каждый линейный функционал Ф£ (УУ+)* по лемме 1 по­
рождается некоторой функцией ё с условием (14), то по лемме 4 этот 
же функционал непрерывен в топологии пространства Ф(р). Поэтому ра­
венство (20) выполняется при всех Ф£ (Л^+)*. Теорема доказана.

Замечание. В работе [15] доказано, что если [=3—сингулярная 
внутренняя функция и Ф£(Л^+)*, то существует последовательность мно­
гочленов (/’«}”, вообще говоря зависящая от Ф такая, что

11т Ф(Р„3) = Ф(1). (21)
п •

Из теоремы 3 следует, что можно подобрать {Ря}” такую, чтобы (21) 
выполнялось одновременно при всех Ф£(7У+)*.

Естественно возникает вопрос: существуют ли сингулярная внутрен­
няя функция 3 и последовательность многочленов {Рп} такие, что 
Рп5 — 1 (п -» + со) в сильной топологии алгебры Л4՜. Следующий 
результат дает ответ па указанный вопрос.-

Теорема 4. Для произвольной сингулярной внутренней функции 
имеет место соотношение

1п(?(Р5, 1) = <7,>0.

Доказательство. Вопреки утверждению теоремы предположим, 
что существуют Р„ такие, что р(Рп$, 1) —0, п— + ос. Тогда р(РяЗ, 
РщЗ) — 0, (п, т —* т сс). Следовательно

Е

р(РяЗ, Р,я5) = [ 1од(1 + |РЯ (е‘") 3(е») - Рт (е'։) 5 (е'’)| М =

= ро» (I + 1Л (е/։) - Р„, (е/։)|) М - 0, 

— к

при п, т—>֊ + оо. Но ввиду полноты пространства Л+ получим, что сущест­
вует функция /£ЛГ1՜ такая, что р(Р„ /) ֊>֊0, п—4֊ое. И следователь­
но, но первой части теоремы 3, Ря(г) — р(х), и одновременно
Рп (г) -*3~։1(г)‘ Отсюда получаем. что очевидно
не выполняется. Теорема доказана.

Из теорем 3 и 4 непосредственно вытекает
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Следствие. Пусть S—произвольная сингулярная внутренняя 
■функция. Тогда на фактор-пространстве N+/SN+ не существует линейных 
непрерывных функционалов, кроме тождественного нуля.
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j У (1 — ր)* log+ I/ (re*)) rd rdy< + oo:
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F. A. SHAMOIAN. Closed ideals of the Nevanlinna-Djrbushian algebras and weak- 
cyclic functions in the algebra N+ (summary)

The paper gives a description of the closed ideals of the algebra^ of the func­
tions f for which

к I
У j՞ (1 — r)’ log+ |Հ (re,f)| rd rdy< + 00 • 
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