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НАИЛУЧШИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ МЕРОМОРФНЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ В УГЛОВЫХ ОБЛАСТЯХ

Основной целью настоящей заметки является конструирование меро­
морфных функций, которые равномерно аппроксимировали бы заданную 
голоморфную в угловой области функцию в несколько более узкой угловой 
области и имели бы, в известном смысле, возможно медленный рост на 
комплексной плоскости С (измеряемой ростам их неванлинновской ха­
рактеристики). Эта задача впервые исследовалась в работе [1], где бы хи 
получены близкие к точным результаты. Последние нуждаются в уточне­
нии, особенно когда аппроксимируемые функции ограничены либо имеют 
сравнительно медленный рост. Интерес к такого рода приближениям сти­
мулируется как потребностями самой теории приближений (см. [2]), так 
и возможными их приложениями в теории распределения значений ме­
роморфных функций (см., напр., [3]).

1. Формулировка результатов. Помимо общепринятых 
обозначений неванлинновской теории (см. [4]), мы по мере надобности 
вводим новые.

Для открытого множества йсС обозначим через H(Q) множество 
голоморфных в Я функций. Если 0 Q и Кг означает круг И < г, то обо­
значим через множество функций-/(Я), для которых величина

М (Г,/) = supl|/(x)|:x6an/C)

конечна при всех г>0.
Рассмотрим далее конечную систему А открытых углов с общей вер­

шиной в точке 0 и пусть для а>0

A<>={z£A: inf|argz— аггС|>в).
сеад

Теорема 1. Для функции f € Нв(А) и чисел е, о £ (0, 1] и р > 1 
существует такая мероморфная функция g, что

!/(«) — g С«)1 < 6 для -|z|>pa, (1)

pr t
T(r> 6֊1g)<Cc [ [ log —( ’ _|_ с |о$а J), при г

а а

где константа с>0 зависит только от а, р и от системы А.
Замечание 1. По сравнению с (2) установленная в [1] оценка 

роста аппроксимирующих мероморфных функций менее точна и компакт­
на, и там не указан явным образом характер зависимости от величины 
уклонения е.
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Замечание 2. Если дополнительно х условиям теоремы 1 предпо­
ложить, что f \КгЛ: Нв (Кг,,) ПРИ некотором г0>0, то тогда приближе­
ние вида£(1) можно обеспечить не только на но и на Д„ \)Krjp -
При атом в (2) число я всюду следует заменить на г0.

Что касается вопроса точности опенки (2), то заметим, во-первых, что 
рост функции g, с учетом (1), не может быть ниже роста функции f на Д. 
Поэтому оценка (2) асимптотически точна по г, во всяком случае, для 
функций f, имеющих регулярный рост конечного порядка. Если же функ­
ция / ограничена—допустим, что |/(z) | ^1 для 2 £ А, то для осущест­
вляющих приближение (1) мероморфных функций g, согласно (2), имеем 
оценку

Т (г, g) < с (log —)log։r, г >2. (2'>
\ е /

Следующий простой пример иллюстрирует точность оценки (27) (без- 
учета величины константы с).

Пример. Пусть Го и Г։—лучи без общих точек, /(z)=0 для: 
я^Го и f(z) = l для г^Г,. Предположим, что для 0<^е<;4՜1 меро­
морфная функция g удовлетворяет неравенству

1/(2) ֊ gU)i<e для г€ГйиГ; (3>

и оценим снизу величину

С։=ЦтПО_0.
log’ г

Если 6g<-|-oo, то тох'да из (3) следует существование такой после­
довательности />t4-ooF что

7* (r*> g) = ° (V г к} при к ֊* <ю, lim П ^Гк‘ < 4 cg.
*— log Гц

Полагая p*=r*/logr», применим к функции g и к области 
•О=С\Г(| теорему 2 работы [5], являющуюся аналогом на случай ме­
роморфных функций обобщенного варианта теоремы Фрагмена—Лин- 
делёфа. Учитывая, что согласно (3), |g (z)f < в для z[dDnM(r, gf> 
>1— е>|/е при г г0, из оценки (1.10) работы [5] получим, что

1 - 1
Q > —1о?-----
8в

В качестве другого примера можно рассматривать зависящую от ег 
0<е<С1, голоморфную функцию /=/,;

/, (z) = 2esin при |arg z| <£ 1,

где log z — главное значение логарифма. Имеем, что М(г, ft) ֊С 1. 
Если для / = ft выполнено приближение (3) при z£[l, + со], то за 

меняя g (z) на gt (z) = 2 (g (z) -h g (с)) и оценивая снизу число ну­
лей g։ на отрезке [1, <•], легко приходим к оценке Т (г, >
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(log — ) log2 г, г '• 2 где к > 0 — абсолютная константа..
\®'
С помощью теоремы 1 можно получить, более общие и удобные для 

приложений результаты об асимптотическом' (касательном) приближении 
мероморфными функциями на системе угловых областей с оценкой роста 
аппроксимирующих функций. • •
՝ Теорема 2. Пусть р (г) — уточненный порядок,

8>0£ (0,1) и р >> 1- Тогда существует такая мгроморфная функ­
ция G, что

|/(г)-С(2)1<з|.-Г₽<|։|)-для z£±„ |z| > р3, (4)
,r t

t Т(г, В՜1 G)<^k f f log -}- fcp (r) Iog:l (H-l) При r^-pa,
J J ' 6 Xt ,ex«/i »/a P)

где константа £>0 не зависит от'-/ и от чисел е и г.
Замечание 3. Рассматривая уточненный порядок р(г), ՛ мы под­

разумеваем, что re^r) f «о при г f оо.՛ Это условие, которое может 
нарушаться, когда р (г)-►0 (г ** оо) продиктовано желанием иметь в 
(4) касательное приближение.

Следующее следствие из теоремы 2 хорошо известно [6].
Следствие. Пусть ф—'Произвольно медленно возрастающая к 4~оо 

функция на [0, + oj) и а|( ая£С. Существует мероморфная
функция G с асимпотическими значениями а։, а։, •••, а.„ рост которой 
удовлетворяет условию

Т (г, g) = О (ф (г) log2 г) при г —» а».

В самом деле, пусть А—система из « открытых углрв Дь..., Дп с вер­
шиной 0 и попарно без общих точек, / (д) = а* для z £ Д*. Далее мож­
но считать, что ф (г) С log (г +1). Для функции е՜1՜ существует (см. [7], 
теорему 2.1 и стр. 70—72) нижний уточненный порядок р (г) так, что 
при г ՝$> гп

e'ln>' rflr>, т. е. р (г) log г -< ф (г).

Искомую функцию G мы получим, применяя к функциям f и р теоре­
му 2 при е=1, р = 2 и достаточно малом 6 (более подробно о количестве 
асимптотических значений мероморфных функций см. [5], теорема 1).

2. Доказательства. Для доказательства теоремы 1 мы приме­
няем несколько более сложную, чем в работе [1], аппроксимационную схе­
му. Нам понадобится следующая

Лемма 1. Для ветви аналитической функции z-> V z, У 1= 1, 
однозначной в области С\(—со, 0], и для числа (0, 1] сущест­
вует мероморфная функция <ч = иц с полюсами на (— оо, —I) та­
кая, что

1о> (*) — I а | < -^֊ | Г zl пРи 1аг? *1 < г- — И > 3» (6)

Т(г, о>) = О (log2 г) при г -> оо. (7)
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а) Доказательство леммы 1. Определим функцию со форму­
лой. ...

,«(ж) = Л0 + д2-4֊. ’ (8>
*=։ z~ 

г де С* — — qk для к =1, 2, • • • и <7 = 1 4 1 sin 2,

А. — — 1՜ для к — 0, С. = 0. ' (9>
/|Ч

' ՛ -и Чь-г ։ 1
Ряд в (8) сходится абсолютно в точке z=0, что гарантирует локаль­

но равномерную сходимость этого ряда в С. Свойства мероморфных функ­
ций, представимых рядами вида (8), исследовались М. В. Келдышем [7]. 
Из его результатов следует, в частности, что

Г (г, ш) = /У (у, <о) Ч- О (log г) при г -» оо.

•' Теперь оценка (7) следует из замечания, что если |С*| t IQ-hI» 
к 1, то п (t, ш) — к •< (log q)~x log I,. повтому N (г, ш) == О (log3 г). 
Для доказательства оценки (6) удобно представить ряд (8) в виде инте­
грала. С этой целью положим

։

Q (С, для С С (С*+1. С*], к = О, 1, ■ •..
2-с* ,

• н

Учитывая, что при (C*+j։ С*] величина

Q(C, г)֊1 1------------------- Я— .
С — z z—'k

не зависит от С. для т6С\(— <», 0) согласно (8) и (9) имеем
о

Ш(2)=_£ [ 1 г * rl-Q(C,z) л
« J С — z ]/|Ц՜ 2 iti I с — Z

где Г—положительно ориентированная граница области С \(—оо, 0]֊ 
Отсюда с учетом формулы Коши функции 1/V z получим представление

u> (z) _ у՜ —,-- £_ J՜ _Q (С Л_ = _£ Г Q(C, я) Л ։
2 itz J С — z V7. я J С — z y'|q

zk. С\(— оо 0].
Оценим последний интеграл при |2| 5 и |arg г| -< к — 8, учиты՜

вая при этом неравенства

!<?('■ 2)1 < ?֊ = 4֊ sin 8, |х - q > 4֊ (sin 2) (Н + |С|).
sin о 4 2

Мы приходим к оценке (6):

। / \ т/—1 121 Г лш (х) — у z < i-L --------- =2kJ (И+0/* 
о

֊/м •
Лемма 1 доказана.
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б) Доказательство теоремы 1. Пусть ь>=й)4—построен- 
а

ная в лемме 1 мероморфная функция для числа в= — • Заменяя f(Z) 
• Р

на е՜1 /(аг), можно свести доказательство к случаю, когда в=1 и 
считать (при подходящем выборе числа а£С), что полуось (—оо,—1) 
лежит в С\Д, т. е. полюсы ш лежат вне Ди/С(. При этом в усло­
виях замечания 2 можем также считать, что г0=а.

Пусть теперь Ео = Е — Да\Крз, а если дополнительно
известно, что f\K„ £ Нз (А,), то естественно полагаем £n=A4UAo, 
Е — Дв U К,,. Обозначим через Г положительно ориентированную гра­
ницу Ео и пусть Гг=Г п Кг. Из оценки (6) леммы 1 следует, что

1   3 . 
MQI lZ N ДЛЯ г, l-B (г)| < C,-|-— V |z| для z^E, (10) 

2 2
где константа С| зависит от б. В дальнейшем через сь j = 2, 3,... будем 
обозначать положительные константы, зависящие лишь от чисел а, р и 
от системы Д. Заметим, в частности, что £cz£0 и существует такая кон­
станта Cj<1, что

К — *|>Сц (|С| 4՜ |z|) для С£Г, z^E. (11)

Рассмотрим рациональную по z и кусочно-аналитическую по 
функцию Q (С, z), (j (С, С) s 1, вида

/' — Г',"֊Q(r.. 2) = ( - J ’
XZ — С. '

где выбор полюсов t,' и их кратностей п', кусочно-постоянных по t>, под­
лежит уточнению. С ээтой целью фиксируем число

q= min { Vp, 1 4- c։/Kp}

и возьмем произвольную пока последовательность (nt)£_0 целых чисел 
л4^г-0. Для полюсов С£ГВ мы полагаем п' — Пц. Сами же полюсы 
С £ Г» выбираем так, чтобы они делили Гв на дуги длины не больше 
(1— <7~')з. Каждой точке С любой из этих дуг сопоставим один и тот 
же конец С' этой дуги. Можно считать, что количествЬ указанных то­
чек (без учета их кратности п(։) ограничено числом св.

Длх определения полюсов на Г՝„ГВ положим = для к — 0, 
1, 2,- • •, То = Гв и Ti = rij4\r,i_։ для k > 1. Учитывая, что у, П у,— 0 
при i =/=j и

Г\Га= и 7».
4-1

мы для точек C£yfr ПРИ к >1 полагаем С'= (С/(С|) qk и п'—пк.
Таким образом, для С£Г соответствующий, полюс С£Г у нас 

выбран так, что q՜1 |С'| =< |-| < |V| и К — С'| С (1—д՜1) |7|. Если теперь 
z£E, то с учетом (11) имеем •

z—с։ q g’4-7
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так что при А։=0, 1, 2,... выполняется оценка

|Q (С, z)| < dnk для С £zеЕ (12)

Оценка (12) выполняется не только для z^E, но и для всех 
z где Р = 2 Q (g’+l)՜’1, поскольку тогда

|Lz£ < . ir-ri_________ ^-=± = d.
!*-с' (1֊н)П + |;-г/|

Наконец, оценка (12) выполняется еще в одном случае—когда 
С£ГХТ4 и |z| = ?qk для к. — 1, 2,--*. В самом деле, если |С| > qk, то 
мы приходим к предыдущему случаю, когда |г|Ср|С|. Если же 
|С| то тогда aq'" ՜'1 < |С| ■< iqn‘ при некотором т < к — 1, так что
I« —С'| >gm (н?*՜“—1), |С — С'|< (I— q-') qm, И поэтому

|»֊С'|

Из сказанного об оценке (12) ясно, что если определить последова­
тельность (пл)^_0 из условий

0< пк - с4 [А + log+ М /)]<1, Л = 0, 1, 2,-., (13)
/1 1 \-‘ л л

де с4= (log—1 , а А >0 — пока произвольная константа, то тогда 
\ d /

неравенство
l/(C)Q(C։i)|<e-A (14)

выполняется, если а) С£Г иг££иКх|с| ; б) С £ Г \ |г| = рд* при
fc=l, 2,--.

Рассмотрим теперь несобственный интеграл

/(2)^-1.|Ж^(:'2’4^С\Г. (15)
2г.1.1 ш (С) С — z 

Г

Из (10) и (14) следует, что подынтегральная функция при |£|^ 
_ з 2

р՜* |z| мажорируется интегрируемой функцией с:, |ч| . Поэтому 1 (z) 
сходится в С\Г локально равномерно и представляет голоморфную 
функцию.

Полагая теперь /п (z) = f (z) для z £ Ео и /п (z) 0 для z £ <’
Х£^о, покажем, что при подходящем выборе константы А требуемую 
мероморфную функцию g можно определить формулой

g (z) =/о(г) — Лг) ш (Z) Для z£C ЧГ. (16)

Эта формула определяет g как мероморфную вне Г функцию с возможны­
ми полюсами лишь в точках, где лежат полюсы функции <о. Убедимся од­
нако, что g допускает голоморфное продолжение и на Г, за исключением 
возможных полюсов в выбранных выше точках (£')с=Г. В самом де\е. уч:* 
тывая (15), (16) и формулу Коши для функции f/<o применительно к кон­
туру d(E0 fl Кг), мы для z^/G-ХГг при любом г о получим пред­
ставление
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Й _± 1-0<») л +

ю (г) 2 та } и> (С) С — г
г

+ 1 [/К* + 1 Г ЯО. * ,

2таи <и(С) С — я 2 та./ <« (С) С — г 
Г\ГГ Ьг

ГА& Ьг = Еа Г\дКг- Здесь последние два интеграла допускают голо­
морфное продолжение на .К,, а [первый интеграл—мороморфное, о- 
возможными полюсами в точках С'с Л,. кратности соответственно не* 
выше п', если учесть, что <2 (С, С) = 1 для С£Г.

Согласно (16) для доказательства оценки (1) (при е=1) нам необ­
ходимо иметь подходящие оценки функции 7(г)<|>(г) на Е.

Из (15) с учетом (10), (11) и (14) (случай а)) следует, что

|/(х)|еЛ<С։-1 [(П + М)՜1 ДляяС£. 

г *
Здесь часть интеграла по Г» [равна с։ (а ф- |г|)-։, а остальная часть 
(по Г\ГО) ограничена интегралом

-г" • •
с, С (/+ Ы՜1) у-- < с7(1 + /Н)՜1,

поэтому с учетом (10) для zeE получаем, что функция /(z)co(z) ограни­
чена величиной све~А. Для выполнения оценки (1) достаточно* фикси­
ровать А = log՜*՜ с8.

Перейдем к оценке характеристики T(r, g). Из (16) следует; что

m (г, g) < log М (г, f) + m (г, I) + m (г, ш) Ц- 1.
Поскольку

N О'» g) < W (r> gl10) + (г, ш),
то с учетом оценки (7) получим

т (г, g) < N (г, g/u>) + m(г, 7) + log+Af (г, /) + с9 log2 (г 4-1)
при г > О. (17)..

Полюсы функции g/<ü расположены на множестве (£')» имея в t,' крат- 
ность не выше п', поэтому с учетом (13) получим (при некотором Cio^Cg)

W(r, glu>) < n'logT^-C Cjo УТ njog— <
, K’i-t I՝. I qk<r qk

<cu S [l+log+A/^, /)] log —, r>0.
4k

Отсюда, учитывая, что

w*
[1 + log+A/(<7A,/)] log— ^(logQ)-1 f [l-|-log+Л7(?,/)] log — —

qk, J t t
«a
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. - ' — ' -------- — _ ~ - ■ ՛ - .а .11 -м

находим, что • 1 ’ • '
я г . ..

N(r, f/®)<c։»J [1 4- log- Af(t/)]у-. r>a.

ч ։

Интегрированием no частям отсюда получаем
t

՝ N<r, g/ш) < c„ j J log + M (t, f) + C|։ log’ (r41), r>a. (18)

• в a •

Величину m(r, /) нам достаточно оценить при r = rA=pgA, &=1, 
2, • • •. С этой целью разобьем в (15) интеграл /(z) на сумму интегра­
лов It [z) и Jt (z), соответственно, по контурам Г \ 7* и

Если и |z| = г։, то тогда |С —zj > (1 — р) |С|. Учитывая
также оценки (10) и (14) (случай б)), получим

1/r(z)| < (Г- и)՜1 J|q՜1 |Л| < ес՝\ |х| = г„. (19)

г
Если же СО*- и 1?1 = г*> то тогда

1С(с,х)|=|^4;г<(^уя‘, 
I* — ՝. I ՝q 4՜ 1/

а согласно (10), J® (С)| 0,5 К я, поэтому с учетом (13) имеем

IJ* (г* е։?)\ •< ехр (с։ь -f- с15 log+ М (qk,f)) ак (<р), (20)

Заменяя в этом интеграле С на д4_։С при к 1 и учитывая, что 
Гк = r։ qk_\, мы обнаруживаем, что ак (<{>) sa( (<р). Кроме того, (<р) не­
прерывна на R, за исключением конечного числа точек ® где она 
возрастает, как — <р'Г՛. Полагая поэтому 

2к
— | log- а, (<р) с/т = с։0. 

о 
из (19) и (20) выводим

т(гк, /)<с1։4-ск,[1-г log-Al (qk,f)] 4֊ с164-1.

Сопоставляя эту оценку с (17) и (18) и учитывая, что Г։>.(Т, для Л= 
1. 2.... получим

’f* ,՛.
r(rk.g}<Zcl.i \ \\og'M(-., +

и J ~t
a о

4֊ct7log+A/(qv /)4-Cnlog։(rt+ 1).
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Здесь второе слагаемое оценивается через первое. Так как

Г , ЯГ„ dt 1 . ։ / . \log— — = — log2 (М) = е1в, 
J t t 2
4k 

i* ... .
то ясно, что

sr*log+ M (qk, f) < C51 J log 1- M (t, /)log — — = 

4k

=4? J J lor m<՝՝d
4k 4k

Таким образом, мы приходим к оценке 
4'ь ‘

Т (rk, g) < cJB I Clog-1 M (<, f) + c17 log* (rt, />, &>!՛.. (21).
J J tt

Пусть, наконец, г^-1. Так как rtt = qrk_y для ,к = 2, З,՝՝՝, то՝ 
существует такое 1, что г ^rk<_ qr. Поскольку. Г (г, g)-^.T(r.k, g)t. 
то из оценки (21) окончательно получим 

tfr t .
T(r, g) < Сю J j* iog+jW(T,4-Caolog’(r + l),.r>n1.. 

а а

Для установления оценки (2) остается лишь заметить, что Я2^р и 
Л > ро. Теорема 1 полностью доказана.

в) Доказательство теоремы 2. Можно считать, что (—оо,0)с: 
сС\А и что rf(r^l для г^>а. Положим

Аа = [z : |argz|< It — а].

Из теоремы 5.1 работы [4] следует существование такой голоморф« 
ной для z£Aa/4U Kt функции /р (z) и константы с։. что

2<l/p(x)lkr։W)<c։. (22).

Применим к функции /Р и к области Ла/4 и Ку теорему 1 (с учетом, 
замечания 2) при е=1, р = 2и заменой о на а/4.

Аппроксимирующая мероморфная функция g р будет удовлетворять^, 
в силу, (1) и (22), неравенствам

К I?р WI Кр К'։Ь < 2 с։, Z 6 л>, (23)»

а согласно (22) и (2) ее рост ограничивается неравенством (6=<г]4): 
ir t

Т ('•>£p)<cj | p(')logt-^p-֊i- caJag=(r +lX:
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2г I

< Ср (2 г) 1о?(2 г) I I 4- са 1оуа (г + 1) < 
Л т£ I I

<с3р(г) 1о8г‘ (г 4-1), г > о. (24) ՝
На последнем шагу мы использовали тот факт, что является мед­

ленно растущей функцией (см. [4], стр. 72—73), если р(/-)-»0 при 
п —♦ со. Константа са зависит от выбора функции р и от о (но не за­
висит от г). Замечая теперь, что А.дсЛ^, применим к функции 
и системе Дв;2 теорему 1 с заменой там о на а/2. Если g — аппрокси­
мирующая функция, то требуемую в теореме 2 функцию С мы полу­
чим, полагая G = gigf,. Тогда, согласно (1)

для г £ Дя, |г| > pa.

откуда, с учетом (23), получим (4). Кроме того

Т (г, е 1 G) < Т (г, e-'g) + Г (г, ра) + с4,

где константа зависит только от а и от выбора функции р. Теперь оцен­
ка (5) следует из оценок (2) и (24), если в (2) заменить / HAfg р °на. 
сП и учесть (23). Теорема 2 доказана.
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շոշափումով մոտավորության մասին, մոտարկող ֆունկցիաների ահի ճշգրիտ գնահատականս 
ներով.

R. A. AVET1SIAN, N. U. ARAKELIAN. Bent approximation* by meromorphic 
function* in angular domains (summary)

In this paper resuits on uniform and tangential approximation of fu..ctions ho- • 
lomorphic on finite systems ef angular domains by functions meromophic in the comp- ՛ 
lex plane, with exact estimates of their growth are established.
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