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КЛАССЫ ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА 
В ПОЛУПЛОСКОСТИ, ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ 

И ТЕОРЕМА ТИПА ФРАГМЕНА-ЛИНДЕЛЕФА

1. Основные результаты, анонсированные в данной заметке, усиливают 
и обобщают классические и хорошо известные результаты, приводимые в 
этом пункте.

Общеизвестно принадлежащее Р. Неванлинне [1] (см. также [2], 
п.п. 6.3—6.5) полное описание роста аналитических функций ограниченно
го вида в верхней ■полуплоскости С(+) = {г:1тг>0}, непрерывных 
вплоть до вещественной оси. А именно, пара условий Р. Неванлинны 

lim 
л-+-

sin 0ժ9 <Հ 4֊ оо,log+ (1)“

(2)

выполнение которых необходимо и достаточно для того,՜ чтобы аналитиче
ская в 6(+) функция f (z), непрерывная вплоть до вещественной оси, была 
ограниченного вида в G( + 1 (т. е. функция log+ |/(z)| = max |log|/(z)|,0} 
имела бы в G(,) гармоническую мажоранту).

Общеизвестна также нижеприведенная классическая теорема един
ственности Р. Неванлинны [3] (гл. III, п. 38).

Теорема А. Пусть функция f (z) аналитична в 6<+> и такова, что 
для всех (— оо, 4֊ со)

Ita |/(г)|<1. (3)-
z-Z

igOC+J

Тогда, если
lim/?՜1 log/И (/?) = — оо(Л/(/?)= sup |/(/?e‘s)l), (4)

0<’<«

то /(z) = 0, z£G(+}.

С двумя вышеприведенными результатами идейно неразрывно связа
на классическая теорема типа Фрагмена-Линделефа, принадлежащая 
Ф. и Р. Нсг.нлиннам [4]. Ее существенным дополнением является сле
дующая теор.сла, принадлежащая Л. Альфорсу и М. Хейнсу [5], [6].
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Теорема Б. Пусть функция f (г) аналитична в G(+> и удовлетво
ряет условию (3).

1°. Тогда существует предел

Р= lim У?՜1 log М (У?) £ 10, + оо],

и, если

a = su^y~‘ l°glf(x 4֊ iy)\,

mo a4՜

2°. В случае, когда 9 = s+<4֊ar, для всех 0 £ (0, к), лежащих 
вне некоторого множества нулевой внешней логарифмической ем
кости, справедливо также соотношение

1 sin 0 = lim R՜’ log /(£e/fl)|. (5)
/?-+-

Отметим, что как приведенные результаты Р. Неванлинны, так и тео
рема Б. Альфорса-Хейнса справедливы для субгармонических в G;+) функ
ций u(z) после замены log f(z)\ = и (z). Аналогично, после такой за
мены верны для субгармонических в и1՜1 функций и все нижеприво
димые результаты заметки.

2. Прежде чем перейти к изложению результатов заметки, укажем ме
тоды, с применением которых они получены. Изначально, путем исчерпания 
полукругаС(41 (R) = [z: Im z 0, |z| < 7<j сегментами вида G1^’ (А?) = 
=|z £ G( 1 (R): Im z ^>p >}, получены формулы типа Ф. и P. Неванлинн 

и Карлемана для аналитических в G+) функций, ограниченного вида 
в G<1) (/?). Эти формулы совпадают с аналогичными формулами 
Н. В. Говорова [7] (формулы (2.4), (2.15), однако основополагающее зна
чение для результатов заметки имеет также 'конструктивное построение ме
ры по отрезку (—R, R) в тех же формулах, найденное благодаря выше
указанному исчерпыванию. Результаты, анонсированные в заметке полу
чены путем применения указанных формул и перехода R —|֊оо.

Обозначим через JVu(y) ( — 1 7 < 2) множество всех аналитиче
ских в G՛ ' ’ функцию f(z), удовлетворяющих условиям

lim — 1՜ log+|/(/?eO)|sin0^[< + o°’ еСЛИ 1<^<2 (6)
« R J 1 = 0, если — 1<С т 1,

о

л

lim lim f log+|/(х + ф)|----- —----у < + a՝. (7)
*?-+՝ y+u (1 + |х|)т

Справедлива следующая теорема о параметрических представлениях 
классов № (у).

Теорема 1. 1°. Класс .V"(t) (— 1 <С 7 2) совпадает с множе
ством функций, допускающих в G<+) представление вида
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ZZ \ DZ \ f -I | 1 f 1 + iz ։ •/-.)
/(z) = 5(z)exp -iAx+t’ —-------ГТТ։+,С ’ (8)

где

B(z)= П 11 4-»11
1+z*

— произведение Бляшке, составленное по нулям {»*} с. СГ + ) функ
ции /(г), Л и С—вещественные числа, причем А <0, если —1^7 ֊<1, 
а. Н(О — функция, допускающая разложение н(/) = Н+(6 —11~(О» в 
котором |*+ (/) — монотонно неубывающие функции, подчиненные 
условиям

Г </и+(О „ Г dy (<)
J (1 + И)т к ’ J (1 + 1Ф։ 

— *» — ее
(9)՛

2° функции ц* '(0 ив представлоения (8)—(9) могут быть определе
ны из соотношений

I
lim I log1'/(х 4֊ zy)|rfx =р± (/) 

у-*+о J
о

(а — а+—а), где пределы существуют и конечны для всех t £ 
£ (— 00> + °°). При этом, будут справе дливы также соотношения

11m I log+|/(x + zz/)|---- ——— — I —,y-+0 _J g J (l+|.cl)T

lim f log՜ |/(x + ։y)|  ----- —-----= f —.

Кроме того, для любого конечного отрезка [а, 6]с(—со, + со) бу
дет справедливо равенство

ь ь ь 
1/р= Ир++ Уу~, 
а а а

а для любой непрерывной на [а, 6] функции g(x)—соотношения 

? 4
lim ( J?(x)log±|/(x + /#)|</х= I g(x)rf|i± (х).

y-HJj J
а а

3е. Для числа h из представления (8)—(9) (так называемого средне
го типа функции f>(z)) справедливы соотношения

Л± = — lim_l log* |/(/?е/в)| sin Odd,
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А= И™ У 1 bg|/(jy)|, 
у-+-

а также, вне некоторого множества нулевой внешней логарифмической ем-- 
кости — соотношение

AsinO= lina Я՜1 log|/(/?e/S)l- 
R- + -

Замечание 1. Как очевидно из представления (8)—(9), класс 
№ (2) совпадает с неванлинновским классом всех аналитических в G(+) • 
функций ограниченного вида. Тем самым, условия (6)—(7) при у = 2, в 
отличие от более частных условий (1)—(2) Р. Неванлинны, представля
ют собой полное описание роста уже всего класса аналитических в 
функций ограниченного вида, независимо от того, задана ли каким-либо 
образом функция на вещественной оси.

Замечание 2. Из представления (8)—(9) также непосредственно 
следует, что класс N<a) (0) совпадает с классом N В. И. Крылова [8]:„ 
аналитических в Gf + ) функций /(z), для которых

sup I log" I/ (x + /iy)| rfx<-hco. 
y>0 J 

— OB
Замечание 3. Как показывают примеры аналитических в G<h) 

функций неограниченного вида expfz՜1} и ехр ( — (х+г)-2ехр{— 
ни одно из условий (6) или (7), взятое в отдельности, не обеспечивает- 
ограниченный вид функции /(z).

3. Справедлива следующая теорема единственности.
Теорема 2. Пусть функция f (z) аналитична в G(՜*՝ и сущест՜ 

вует последовательность Rn f +°° такая, что при любом. п>1

( 1°£+ 1/(Ялв'в)| sin + °° 

о
и

гл .
lim log |/(х + ry)| rfx< + оз.

--лл
Тогда, если при каком-либо Ro (0 < Ro < + со) 

к
lim !— Г log |/(Rei8)| sin 9rf9-f- 

я-т- ( R J 
о

R
-r lim I gR (R, x) logi/(x -Hy)| = — co,

J J
֊R

где

(10>

gRt(R, x) = 

mo f(z) = Q, z£G^\

npu \ /

8rAR> ^o)- npu|x|</?0,
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Замечание. Легко видеть, что из теоремы 2, в частности, следует 
теорема А Р. Неванлинны. Однако имеет место также качественное раз
личие условия (10) теоремы 2 от условий (3)—(4) Р. Неванлинны. 
А именно, в отличие от (3)—(4) условие (10) предполагает «превалиро
вание» в некотором интегральном смысле скорости убывания функции 
f (z) вблизи границы G(+) над скоростью ее возрастания.

4. Установлена также следующая теорема типа Фрагмена-Линделефа, 
более общая, чем теорема Б Альфорса-Хейнса.

Теорема 3. Пусть функция f (z) аналитична в Cfl+' и такова, что 
при любом R (0 < R < + 00)

/?

11m ( log+/(x + ф)| dx = Q.
У-+0 J

-R
1°. Тогда существуют и равны пределы

Р =- lim R՜1 log М (R) = lim R~x log՜ Af (/?) =< 
/?-+- /г-t—

■К
= — lim — С log*՜ |/(/?e'e)|sin M6 L [0, + oo], 

к /?-+ - R ,) 
0

При этом, если

a = sup у՜' log|/(jr -г /р)|,

ТО

։T=supj/՜' log+|/(x+ iy)\, 
у>о

и Р = а+.
2°, В случае, когда Р=։+ < + =», имеем также

т:
о If

<։ =— lim — I log |У ( 2?е<0 )| sin
- А'--г’ R J 

о

и, кроме соотношения (5), вне некоторого множества нулевой внешней ло
гарифмической емкости справедливо также соотношение

sin 8 lim = R՜1 log+|/(/?е,։)|.
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